
Definition der Stetigkeit

Definition (2.1)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Eine Abbildung
f : X → Y wird stetig in einem Punkt a ∈ X bezüglich der
Metriken dX und dY genannt, wenn für jede Folge (x (n))n∈N die
Implikation

lim
n→∞

x (n) = a in (X , dX ) ⇒ lim
n→∞

f (x (n)) = f (a) in (Y , dY )

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x ∈ X stetig ist.



Kriterium für die Stetigkeit linearer Abbildungen

Satz (2.15)

Eine lineare Abbildung φ : V →W zwischen normierten
R-Vektorräumen ist genau dann stetig, wenn eine Konstante
γ ∈ R+ mit ‖φ(v)‖ ≤ γ‖v‖ für alle v ∈ V existiert.



Beispiel für ein unstetige lineare Abbildung

Proposition (2.16)

Sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen auf dem Intervall
[0, 1], ausgestattet mit der Supremumsnorm

‖f ‖∞ = sup{ |f (x)| | x ∈ [0, 1]}.

Dann ist die Ableitungsabbildung φ1 : V → V , f 7→ f ′ unstetig.



Definition der Operatornorm

Satz (2.17)

Für jedes φ ∈ L (V ,W ) existiert das Supremum

‖φ‖ = sup{ ‖φ(v)‖ | v ∈ V , ‖v‖ ≤ 1}.

Durch die Zuordnung L (V ,W )→ R+, φ 7→ ‖φ‖ ist auf dem
R-Vektorraum L (V ,W ) eine Norm definiert, die sogenannte
Operatornorm.















Beispiel für eine Operatornorm

Proposition (2.18)

Seien V = Rn, W = Rm jeweils mit der Supremums-Norm ‖ · ‖∞
ausgestattet und A ∈Mm×n,R eine Matrix. Dann ist die
Operatornorm von φA : V →W , v 7→ Av gegeben durch

‖φA‖ = max


n∑

j=1

|aij |
∣∣∣∣ 1 ≤ i ≤ m


Man bezeichnet diese Norm auch als Zeilensummennorm.







Stetigkeit im endlich-dimensionalen Fall

Folgerung (2.19)

Jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen in einen
normierten R-Vektorraum beliebiger Dimension ist stetig. Jeder
Isomorphismus zwischen R-Vektorräumen derselben endlichen
Dimension ist ein Homöomorphismus.



Ein weiteres Stetigkeitskriterium

Satz (2.20)

Sei X ein metrischer Raum, und seien V ,W zwei
endlich-dimensionale, normierte R-Vektorräume. Eine Abbildung
ϕ : X → L (V ,W ) ist genau dann stetig, wenn die Zuordnung
ϕv : X →W , x 7→ ϕ(x)(v) für jeden Vektor v ∈ V stetig ist.



Offene und abgeschl. Teilmengen eines metrischen Raums

Definition (3.1)

Sei (X , d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge U ⊆ X wird offen genannt, wenn für jedes
x ∈ U ein ε ∈ R+ existiert, so dass Bε(x) ⊆ U gilt.

(ii) Man bezeichnet eine Teilmenge A ⊆ X als abgeschlossen,
wenn das Komplement X \ A von A in X offen ist.














