Definition der Stetigkeit

Definition (2.1)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f: X — Y wird stetig in einem Punkt a € X beziiglich der
Metriken dx und dy genannt, wenn fiir jede Folge (x("),c die
Implikation

lim xX(M =a in (X,dx) = lim f(x")=f(a) in (Y,dy)

n—o0 n—o0

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x € X stetig ist.
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Funktionsgraph einer stetigen Funktion




Funktionsgraph einer unstetigen Funktion




Das =-0-Kriterium

Satz (2.6)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f : X — Y ist genau dann stetig im Punkt a beziiglich dx und dy,
wenn fiir jedes ¢ € R™ ein 6 € RT existiert, so dass die Implikation

dx(a,x) <d = dy(f(a),f(x)) <e

fir alle x € X erfullt ist.
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Stetigkeit der Projektionsabbildungen

Proposition (2.5)

Die Abbildung 7; : R™ — R, (x1, ..., Xm) > X; ist stetig, fiir
1<i<m.




Komponentenweise Uberpriifung der Stetigkeit

Proposition (2.7)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum, r € N und f : X — R eine
Funktion mit den fi,...,fg : X — R, so dass also
f(x) = (A(x), ..., fa(x)) fur alle x € X gilt. Genau dann ist f in
einem Punkt a € X stetig, wenn die Funktionen fi, ..., f; alle in a
stetig sind.
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Stetigkeit der Verkniipfungsabbildungen

Proposition (2.8)

Die folgenden Abbildungen o : R? = R, (x,y) = x +,
p:R2 =R, (x,y) = xyund §: Rx RX = R, (X,y)l—>§sind
stetig.
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Stetigkeit zusammengesetzter Abbildungen

Folgerung (2.9)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum, und seien f, g : X — R stetige
Funktionen. Dann sind auch die Funktionen

(f+8)(x) = f(x)+&(x)  und  (fg)(x) = f(x)g(x)  stetig.

Gilt zusatzlich g(x) # 0 fiir alle x € X, dann ist auch
(f/8)(x) = f(x)/g(x) stetig.

Proposition (2.10)

3
5
Die Funktion f : R? — R, (x,y) — m ist stetig.




Stetigkeit der Normabbildung

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum. Dann gilt

vl —lwll < fv—w| firalle v,we V.

Folgerung (2.12)

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum. Dann ist V — R,
x — ||x]| eine stetige Funktion.




Definition der Polarkoordinaten

Satz (2.13)

(i) Die Abbildung ¢ : R — R? gegeben durch
© — (cos(p), sin(p)) ist stetig, und fiir jedes halboffene
Intervall / der Lange 27 ist die eingeschrankte Abbildung ¢|,
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.

(i) Die Abbildung ppo1 : RT x R — R2,
(r,) — (rcos(p), rsin(¢)) wird Polarkoordinaten-Abbildung
genannt. Fiir jedes Intervall | wie unter (i) ist auch ppol|R+x/
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.
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Definition der Zylinder- und Kugelkoordinaten

Satz (2.14)
Sei I ein halboffenes Intervall der Lange 27r.
(i) Die Abbildung p,y1 : R+ x R x R — R3,
(r,p, h) — (rcos(p), rsin(y), h) ist stetig, und die
Einschrankung py1|m, auf M) = RT x I x R ist eine stetige
Bijektion auf ihre Bildmenge.

i) Die ildung prue : Ry X R x R — RR> gegeben durc
i) Die Abbild g Ry xRxR—R3 ben durch

(r,9,0) = (rsin(¥)cos(yp), rsin(?)sin(y), r cos(1}))

ist ebenfalls stetig, und die Einschrankung piyg|n, auf
N; = R* x]0, w[x [ ist eine stetige Bijektion auf ihre
Bildmenge.
Die Abbildung p,y1 wird Zylinderkoordinaten-Abbildung,die
Abbildung pi,e Kugelkoordinaten-Abbildung genannt.




Kriterium fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen

Eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen normierten
RR-Vektorraumen ist genau dann stetig, wenn eine Konstante
v € RT mit ||[¢(v)| < v|v| fiir alle v € V existiert.
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Beispiel fiir ein unstetige lineare Abbildung

Proposition (2.16)

Sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen auf dem Intervall
[0, 1], ausgestattet mit der Supremumsnorm

Ifllo = sup{ [F(X)[ ] x € [0,1]}.

Dann ist die Ableitungsabbildung ¢; : V — V/, f — f’ unstetig.
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