Definition der Aquivalenz von Normen

Definition (1.5)
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem R-Vektorraum V' werden

als dquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten v1,7v2 > 0 mit
der Eigenschaft

nixll < IxlP < llx||  fiir alle x € V existieren.

Durch die Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Normen auf V' definiert.



Aquivalenz von Normen im Endlichdimensionalen

Auf jedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V sind je zwei
Normen &quivalent.




Konvergenz in metrischen Raumen

Eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Abbildung
¢ : IN — X. Wir verwenden die Schreibweise x(") = ¢(n) fiir das
n-te Folgenglied, und (x{"),cn als Notation fiir die Folge.

Definition (1.10)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, (x("),ci eine Folge in X und
a € X ein Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X, d) gegen
a und schreibt

lim x(" = a |
n—0o0

wenn fiir jedes € € Rt ein N € IN existiert, so dass x € B.(a) fiir
alle n > N gilt. Der Punkt a wird in diesem Fall ein Grenzwert der
Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X konver-
giert, bezeichnet man als divergent.




Beispiele fiir Konvergenz in metrischen Raumen

Im speziellen metrischen Raum (R, di) mit di(x,y) = |x — y| ist
die Konvergenz einer Folge (x{™),c gegen einen Punkt a2 € R
gleichbedeutend mit der , herkdmmlichen* Konvergenz aus dem
ersten Semester.

Proposition (1.11)

Jede Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen
Grenzwert.

Proposition (1.12)

Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (x(")),,e]N im metrischen
Raum (X, dx) ausgestattet mit der diskreten Topologie konvergiert
genau dann gegen einen Punkt a € X, wenn ein N € IN mit

x(") = 3 fiir alle n > N existiert.




Unabhangigkeit der Konvergenz von der Norm

Proposition (1.13)

Sei V ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und
| |I', und seien d,d" die beiden von den Normen induzierten
Metriken. Sei a € V und (x{"),en eine Folge. Genau dann
konvergiert die Folge (x("),civ gegen a im metrischen Raum
(V,d), wenn sie im metrischen Raum (V/, d") gegen a konvergiert.

Sprechweise:

Wenn von ,,Konvergenz im R"" die Rede ist, dann meint man
damit die Konvergenz beziiglich einer beliebig gewdhlten Norm auf
dem R". Weil je zwei Normen auf dem R" dquivalent sind, ist es
gleichgiiltig, auf welche Norm man sich bezieht.
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Komponentenweise Uberpriifung der Konvergenz

Sei m € IN. Eine Folge (x("),cn im R™ konvergiert genau dann

gegen einen Punkt a € R, wenn lim X,E") =afirl<k<m

i n—00
erfillt ist.
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Cauchyfolgen in metrischen Raumen

Definition (1.15)

Eine Folge (x{"),cw ein einem metrischen Raum (X, d) wird
Cauchyfolge genannt, wenn fiir jedes ¢ € R™ ein N € IN existiert,
so dass d(x(’"),x(")) < ¢ fiir alle m;n € IN mit m,n > N gilt.
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Unabhangigkeit von der Wahl der Norm

Proposition (1.16)

Sei V ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und
| - |I', und seien d,d" die beiden von den Normen induzierten
Metriken. Sei (x("),cn eine Folge. Genau dann ist die Folge
(x(") e eine Cauchyfolge in (V, d), wenn sie eine Cauchyfolge
im metrischen Raum (V, d’) ist.




Vollstandige metrische Raume, Banachraume

Definition (1.17)

Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstandig, wenn jede
Cauchyfolge in (X, d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum,
der vollstindig beziiglich der induzierten Metrik ist, wird
Banachraum genannt.

Jeder normierte, endlich-dimensionale R-Vektorraum (V|| - ||) ist
ein Banachraum.
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Der Banachsche Fixpunktsatz

Definition (1.19)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : X — X wird
Kontraktion genannt, wenn eine Konstante v € |0, 1] existiert, so
dass ¥ fiir alle x,y € X erfiillt ist.

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Dann besitzt jede
Kontraktion ¢ : X — X genau einen Fixpunkt. Es gibt also ein
eindeutig bestimmtes z € X mit ¢(z) = z.
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