Definition der p-Normen auf dem R”

Satz (1.1)
Auf dem RR-Vektorraum V = R" ist fiir jedes p € R, p > 1 durch

||X||P = </ 27:1 |Xi’p 9 X = (X17 ---7Xn) S V

eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm
erhalt man durch

Ixlloo = max{|xil,...,|xa|} , die Supremumsnorm.




Definition der Aquivalenz von Normen

Definition (1.5)
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem R-Vektorraum V' werden

als dquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten v1,7v2 > 0 mit
der Eigenschaft

nixll < IxlP < llx||  fiir alle x € V existieren.

Durch die Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Normen auf V' definiert.



Geometrische Interpretation der Aquivalenz

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum.
Sei auBerden a € V und r € R™.

e Definition des offenen Balls vom Radius r um a
BH.||7,(3) = {X eV ’ HX — aH < r}
e Definition des abgeschlossenen Balls vom Radius r um a

él\-ll,r(a) = {xeV]|x—a|<r}

Proposition (1.6)

Sei § € R*. Dann ist die Ungleichung ||x||" < d]|x]| fiir alle x € V
gleichbedeutend mit By .(a) € By 5,(a) fir a€ V und r € RY.
Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die abgeschlossenen
Bille.




Aquivalenz von Normen im Endlichdimensionalen

Auf jedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V sind je zwei
Normen &quivalent.
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Offene und abgeschlossene Balle in metrischen Raumen

Definition (1.8)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jeden Punkt x € X und jede
Zahl r € R" bezeichnet man

B(x) = {yeXl|d(xy)<r}
als den offenen Ball und
Bi(x) = {yeX|d(xy)<r}

als den abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt x.




Definition der diskreten Metrik

Definition (1.9)

Auf jeder Menge X ist die diskrete Metrik §x folgendermaBen
definiert: Fiir alle x € X ist dx(x,x) =0, und fiir alle x,y € X mit
x # y setzt man 0x(x,y) = 1.

Ist nun V ein mindestens eindimensionaler R-Vektorraum, dann
wird dy nicht durch eine Norm || - || auf V induziert.
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Konvergenz in metrischen Raumen

Eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Abbildung
¢ : IN — X. Wir verwenden die Schreibweise x(") = ¢(n) fiir das
n-te Folgenglied, und (x{"),cn als Notation fiir die Folge.

Definition (1.10)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, (x("),ci eine Folge in X und
a € X ein Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X, d) gegen
a und schreibt

lim x(" = a |
n—0o0

wenn fiir jedes € € Rt ein N € IN existiert, so dass x € B.(a) fiir
alle n > N gilt. Der Punkt a wird in diesem Fall ein Grenzwert der
Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X konver-
giert, bezeichnet man als divergent.
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Beispiele fiir Konvergenz in metrischen Raumen

Im speziellen metrischen Raum (R, di) mit di(x,y) = |x — y| ist
die Konvergenz einer Folge (x{™),c gegen einen Punkt a2 € R
gleichbedeutend mit der , herkdmmlichen* Konvergenz aus dem
ersten Semester.

Proposition (1.13)

Jede Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen
Grenzwert.

Proposition (1.14)

Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (x(")),,e]N im metrischen
Raum (X, dx) ausgestattet mit der diskreten Topologie konvergiert
genau dann gegen einen Punkt a € X, wenn ein N € IN mit

x(") = 3 fiir alle n > N existiert.
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