Definition der Winkelfunktionen

Definition (14.10)

Sei (V.|| - |) ein normierter R-Vektorraum mit einer
Orthogonalitat L und V* = V' \ {0y }. Eine Winkelfunktion
beziiglich (V/,]| - ||, L) ist eine Abbildung £ : V* x V* — [0, ],
die fiir alle v, w € V* folgende Bedingungen erfiillt.

(i) £(v,v) =0und £(v,w) = Z(w,V)
(it) Z(v,w) = Z(v,\w) fiir alle A € R
(i) Z(v,w) +ZL(w,—v) =7

) A
)

(iv) Aus v L w folgt Z(v,w) = L.

(v) Aus v L (w — v) folgt cos Z(v,w) = | :




Eindeutigkeit der Winkelfunktion

Satz (14.11)

Sei || - || eine Norm auf dem R, und sei L eine Orthogonalitdt auf
dem normierten R-Vektorraum (R”, || - ||) mit den Eigenschaften
aus Satz 14.9. Sei Z eine beziiglich (R", || - ||, L).
Dann ist Z die Abbildung mit

(v, w)

/ = fiir all mx.
cos Z(v, w) Tvliwi iralle v,w e (R")
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Orthogonalprojektionen auf lineare Geraden

Lemma (14.12)

Sei V ein R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf
V. Seien v,w € V mit b(v, v) # 0 vorgegeben und

b(v,w)

A= b(v,v)"

Dann gilt b(v, w — Av) = 0. Wir bezeichnen den Vektor Av als die
Orthogonalprojektion von w auf den Untervektorraum (v)R von V.
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Definition der Orthogonalprojektionen

Sei V ein R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf
V. Wir definieren eine Relation L, auf der Menge der Teilmengen
von V durch

AlpyB & b(v,w)=0VveAweB.
fiir beliebige A, B C V.

Definition (14.13)

Sei V ein R-Vektorraum, b eine symmetrische Bilinearform auf V
und U ein Untervektorraum von V. Eine Orthogonalprojektion von
V auf U ist eine lineare Abbildung 7 : V — U mit der Eigenschaft

TI'UyU = idU und (V —Wu(v)) J_b U

fir alle v € V.
I




Definition der Orthonormalbasen

Definition (14.14)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine symmetrische
Bilinearform auf V. Eine geordnete Basis 4 = (v, ..., v,) von V
wird Orthonormalbasis (kurz ON-Basis) genannt, wenn

b(vk,ve) = ke fir 1<k, ¢<n erfillt ist.




Existenz der Orthogonalproj. auf Untervektorrdume

Proposition (14.15)

Sei (V, b) ein R-Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform. Sei U C V ein Untervektorraum der endlichen
Dimension n und (u, ..., u,) eine ON-Basis von U. Dann ist durch

my(v) = Zb(uk,v)uk
k=1

eine Orthogonalprojektion auf U definiert.
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Die Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Satz (14.16)

Sei (V, b) ein euklidischer R-Vektorraum, und sei || - ||[p : V — R+
die Funktion definiert durch ||v||, = /b(v, v) fir v € V. Dann gilt
fur alle v,w € V

(i) die sog. Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

|b(v, w)| < [Iv]isllwlls,

(ii) die Dreiecksungleichung ||v + w||p < ||v][p + ||w/||p-
Dabei ist die Ungleichung (i) genau dann mit Gleichheit erfiillt,
wenn v, w linear abhéngig sind. Dariiber hinaus ist durch || - || eine
Norm auf V' definiert. Man nennt sie die von b induzierte Norm.
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Charakterisierung der induzierten Normen

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm || - || auf V' wird genau dann
durch ein Skalarprodukt b induziert, wenn fiir alle v, w € V die
sog. Parallelogrammgleichung

lv+wl?+v—w|?> = 2(|v|?+]|w|?)  erfiillt ist.
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