
Definition der Winkelfunktionen

Definition (14.10)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum mit einer
Orthogonalität ⊥ und V× = V \ {0V }. Eine Winkelfunktion
bezüglich (V , ‖ · ‖,⊥) ist eine Abbildung ∠ : V× × V× → [0, π],
die für alle v ,w ∈ V× folgende Bedingungen erfüllt.

(i) ∠(v , v) = 0 und ∠(v ,w) = ∠(w , v)

(ii) ∠(v ,w) = ∠(v , λw) für alle λ ∈ R+

(iii) ∠(v ,w) + ∠(w ,−v) = π

(iv) Aus v ⊥ w folgt ∠(v ,w) = 1
2π.

(v) Aus v ⊥ (w − v) folgt cos∠(v ,w) = ‖v‖
‖w‖ .



Eindeutigkeit der Winkelfunktion

Satz (14.11)

Sei ‖ · ‖ eine Norm auf dem Rn, und sei ⊥ eine Orthogonalität auf
dem normierten R-Vektorraum (Rn, ‖ · ‖) mit den Eigenschaften
aus Satz 14.9. Sei ∠ eine Winkelfunktion bezüglich (Rn, ‖ · ‖,⊥).
Dann ist ∠ die eindeutig bestimmte Abbildung mit

cos∠(v ,w) =
〈v ,w〉
‖v‖‖w‖

für alle v ,w ∈ (Rn)×.









Orthogonalprojektionen auf lineare Geraden

Lemma (14.12)

Sei V ein R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf
V . Seien v ,w ∈ V mit b(v , v) 6= 0 vorgegeben und

λ =
b(v ,w)

b(v , v)
.

Dann gilt b(v ,w − λv) = 0. Wir bezeichnen den Vektor λv als die
Orthogonalprojektion von w auf den Untervektorraum 〈v〉R von V .





Definition der Orthogonalprojektionen

Sei V ein R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf
V . Wir definieren eine Relation ⊥b auf der Menge der Teilmengen
von V durch

A ⊥b B ⇔ b(v ,w) = 0 ∀ v ∈ A,w ∈ B.

für beliebige A,B ⊆ V .

Definition (14.13)

Sei V ein R-Vektorraum, b eine symmetrische Bilinearform auf V
und U ein Untervektorraum von V . Eine Orthogonalprojektion von
V auf U ist eine lineare Abbildung πU : V → U mit der Eigenschaft

πU |U = idU und (v − πU(v)) ⊥b U

für alle v ∈ V .



Definition der Orthonormalbasen

Definition (14.14)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine symmetrische
Bilinearform auf V . Eine geordnete Basis B = (v1, ..., vn) von V
wird Orthonormalbasis (kurz ON-Basis) genannt, wenn

b(vk , v`) = δk` für 1 ≤ k , ` ≤ n erfüllt ist.



Existenz der Orthogonalproj. auf Untervektorräume

Proposition (14.15)

Sei (V , b) ein R-Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform. Sei U ⊆ V ein Untervektorraum der endlichen
Dimension n und (u1, ..., un) eine ON-Basis von U. Dann ist durch

πU(v) =
n∑

k=1

b(uk , v)uk

eine Orthogonalprojektion auf U definiert.











Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Satz (14.16)

Sei (V , b) ein euklidischer R-Vektorraum, und sei ‖ · ‖b : V → R+

die Funktion definiert durch ‖v‖b =
√

b(v , v) für v ∈ V . Dann gilt
für alle v ,w ∈ V

(i) die sog. Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
|b(v ,w)| ≤ ‖v‖b‖w‖b,

(ii) die Dreiecksungleichung ‖v + w‖b ≤ ‖v‖b + ‖w‖b.

Dabei ist die Ungleichung (i) genau dann mit Gleichheit erfüllt,
wenn v ,w linear abhängig sind. Darüber hinaus ist durch ‖ · ‖b eine
Norm auf V definiert. Man nennt sie die von b induzierte Norm.













Charakterisierung der induzierten Normen

Satz (14.17)

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm ‖ · ‖ auf V wird genau dann
durch ein Skalarprodukt b induziert, wenn für alle v ,w ∈ V die
sog. Parallelogrammgleichung

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2(‖v‖2 + ‖w‖2) erfüllt ist.




