


















Definition der Normen auf einem R-Vektorraum

Definition (14.1)

Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
‖ · ‖ : V → R+, die folgende Bedingungen erfüllt.

(i) Für alle v ∈ V gilt ‖v‖ = 0 genau dann, wenn v = 0V ist.

(ii) Es gilt ‖λv‖ = |λ|‖v‖ für alle λ ∈ R und v ∈ V .

(iii) Für alle v ,w ∈ V gilt ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.
Das Paar (V , ‖ · ‖) bezeichnet man als normierten Vektorraum.

Die Ungleichung (iii) in der Normdefinition wird
Dreiecks-Ungleichung genannt.



Definition der Metriken

Definition (14.2)

Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d : X × X → R+ mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Für alle x , y ∈ X gilt d(x , y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.

(ii) Es gilt d(x , y) = d(y , x) für alle x , y ∈ X .

(iii) Für alle x , y , z gilt d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z).

Das Paar (X , d) bezeichnet man als metrischen Raum.



Jede Norm induziert eine Metrik

Proposition (14.3)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum und X ⊆ V eine
Teilmenge. Dann ist durch die Definition

d(x , y) = ‖x − y‖ für x , y ∈ X

eine Metrik auf X gegeben. Man nennt sie die von der Norm ‖ · ‖
induzierte Metrik.



Orthogonalitätsrelationen auf einem R-Vektorraum

Definition (14.4)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum, so bezeichnen wir eine
Relation ⊥ auf V als Orthogonalität, wenn folgende Bedingungen
erfülllt sind.

(i) Die Relation ist symmetrisch.

(ii) Sind u, v ,w ∈ V und λ ∈ R, dann folgt aus u ⊥ v und u ⊥ w
jeweils u ⊥ (v + w) und u ⊥ (λv).

(iii) Es gilt v ⊥ w ⇔ ‖v‖2 + ‖w‖2 = ‖v + w‖2 für alle v ,w ∈ V .

Die Bedingung (iv) wird auch als Satz des Pythagoras bezeichnet.





Definition der Bilinearformen

Definition (14.5)

Eine Bilinearform auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
b : V × V → R mit der Eigenschaft, dass für alle v , v ′,w ,w ′ ∈ V
und alle λ ∈ R die folgenden Bedingungen erfüllt sind.

(i) b(v + v ′,w) = b(v ,w) + b(v ′,w)

(ii) b(v ,w + w ′) = b(v ,w) + b(v ,w ′)

(iii) b(λv ,w) = b(v , λw) = λb(v ,w)

Man bezeichnet die Bilinearform b als symmetrisch, wenn
b(v ,w) = b(w , v) für alle v ,w ∈ V gilt, und als positiv definit,
wenn außerdem b(v , v) > 0 für alle v ∈ V mit v 6= 0V gilt.



Definition der Bilinearformen

Definition (14.6)

Sei V ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
symmetrische, positiv definite Bilinearform b auf V . Ein Paar
(V , b) bestehend aus einem R-Vektorraum V und einem
Skalarprodukt b auf V nennt man einen euklidischen Vektorraum.



Euklidisches Standard-Skalarprodukt

Proposition (14.7)

Sei n ∈ N, und sei 〈·, ·〉 : Rn ×Rn → R die Abbildung definiert
durch

〈v ,w〉 =
n∑

j=1

vjwj

für v = (v1, ..., vn), w = (w1, ...,wn) ∈ Rn. Dann ist 〈·, ·〉 ein
Skalarprodukt auf Rn. Man bezeichnet es als das euklidische
Standard-Skalarprodukt auf dem Rn.





Übertragung von Normen durch Isomorphismen

Lemma (14.8)

Sei φ : V →W ein Isomorphismus von R-Vektorräumen, und sei
‖ · ‖ eine Norm auf V . Dann ist durch ‖w‖W = ‖φ−1(w)‖ eine
Norm auf W definiert.





Eindeutigkeit von Norm und Orthogonalität

Satz (14.9)

Sei ‖ · ‖ eine Norm auf dem Rn, und sei ⊥ eine Orthogonalität auf
dem normierten R-Vektorraum (Rn, ‖ · ‖) mit folgenden
zusätzlichen Eigenschaften:

• ‖ej‖ = 1 für 1 ≤ j ≤ n

• ej ⊥ ek für 1 ≤ j < k ≤ n

Dann sind die Norm und die Orthogonalität auf dem Rn gegeben
durch ‖v‖ =

√
〈v , v〉 und v ⊥ w ⇔ 〈v ,w〉 = 0.













Definition der Winkelfunktionen

Definition (14.10)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum mit einer
Orthogonalität ⊥ und V× = V \ {0V }. Eine Winkelfunktion
bezüglich (V , ‖ · ‖,⊥) ist eine Abbildung ∠ : V× × V× → [0, π],
die für alle v ,w ∈ V× folgende Bedingungen erfüllt.

(i) ∠(v , v) = 0 und ∠(v ,w) = ∠(w , v)

(ii) ∠(v ,w) = ∠(v , λw) für alle λ ∈ R+

(iii) ∠(v ,w) + ∠(w ,−v) = π

(iv) Aus v ⊥ w folgt ∠(v ,w) = 1
2π.

(v) Aus v ⊥ (w − v) folgt cos∠(v ,w) = ‖v‖
‖w‖ .





Eindeutigkeit der Winkelfunktion

Satz (14.11)

Sei ‖ · ‖ eine Norm auf dem Rn, und sei ⊥ eine Orthogonalität auf
dem normierten R-Vektorraum (Rn, ‖ · ‖) mit den Eigenschaften
aus Satz 14.9. Sei ∠ eine Winkelfunktion bezüglich (Rn, ‖ · ‖,⊥).
Dann ist ∠ die eindeutig bestimmte Abbildung mit

cos∠(v ,w) =
〈v ,w〉
‖v‖‖w‖

für alle v ,w ∈ (Rn)×.






