
Definition der Diagonalisierbarkeit

Definition (13.16)

Sind λ1, ..., λn ∈ K , dann bezeichnen wir mit diag(λ1, ..., λn) die
Matrix D = (dij) mit den Einträgen

dij =

{
λk falls i = j = k

0 falls i 6= j .

Eine Matrix dieser Form wird Diagonalmatrix genannt. Man
bezeichnet eine Matrix A ∈Mn,K als diagonalisierbar, wenn sie
ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist.



Definition der Diagonalisierbarkeit

Definition (13.16)

Eine Matrix A ∈Mn,K wird diagonalisierbar genannt, wenn sie
ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

Definition (13.17)

Einen Endomorphismus φ eines endlich-dimensionalen
K -Vektorraums V heißt diagonalisierbar, wenn eine Basis von V
existiert, so dass die Darstellungsmatrix von φ bezüglich dieser
Basis eine Diagonalmatrix ist.

Proposition (13.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
A ∈Mn,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich einer geordneten
Basis von V . Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn der Endo-
morphismus φ diagonalisierbar ist.



Algebraische und geometrische Vielfachheit

Definition (13.23)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ein
Endomorphismus von V und λ ∈ K ein Eigenwert von φ.

(i) Die Vielfachheit µ(χφ, λ) von λ als Nullstelle des Polynoms
χφ bezeichnet man als algebraische Vielfachheit µa(φ, λ) des
Eigenwerts λ.

(ii) Die Eigenraum-Dimension µg (φ, λ) = dimEig(φ, λ) nennt
man die geometrische Vielfachheit von λ.



Hauptsatz zur Diagonalisierbarkeit

Satz (13.25)

Sei n ∈ N, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, φ ein
Endomorphismus von V und χ ∈ K [x ] sein charakteristisches
Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) Der Endomorphismus φ ist diagonalisierbar.

(ii) Der Vektorraum V besitzt eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von φ.

(iii) Das Polynom χφ zerfällt in Linearfaktoren, und für jeden
Eigenwert λ von φ stimmen algebraische und geometrische
Vielfachheit überein.

(iv) Es gibt λ1, ..., λr ∈ K , so dass
V = Eig(φ, λ1)⊕ ...⊕ Eig(φ, λr ) gilt.





















Definition der Normen auf einem R-Vektorraum

Definition (14.1)

Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
‖ · ‖ : V → R+, die folgende Bedingungen erfüllt.

(i) Für alle v ∈ V gilt ‖v‖ = 0 genau dann, wenn v = 0V ist.

(ii) Es gilt ‖λv‖ = |λ|‖v‖ für alle λ ∈ R und v ∈ V .

(iii) Für alle v ,w ∈ V gilt ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.
Das Paar (V , ‖ · ‖) bezeichnet man als normierten Vektorraum.

Die Ungleichung (iii) in der Normdefinition wird
Dreiecks-Ungleichung genannt.



Definition der Metriken

Definition (14.2)

Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d : X × X → R+ mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Für alle x , y ∈ X gilt d(x , y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.

(ii) Es gilt d(x , y) = d(y , x) für alle x , y ∈ X .

(iii) Für alle x , y , z gilt d(x , z) ≤ d(x , y) + d(y , z).

Das Paar (X , d) bezeichnet man als metrischen Raum.



Jede Norm induziert eine Metrik

Proposition (14.3)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum und X ⊆ V eine
Teilmenge. Dann ist durch die Definition

d(x , y) = ‖x − y‖ für x , y ∈ X

eine Metrik auf X gegeben. Man nennt sie die von der Norm ‖ · ‖
induzierte Metrik.











Korrektur: In der letzten Zeile muss es 2 = δX (y , 0X ) = 1 heißen.


