Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition (13.11)

Fiir jede Matrix A € .#,, k nennt man
xa = (=1)"det(A—xEM) = det(xE(W —A) € K[x]

das charakteristische Polynom von A.

Die Eigenwerte einer Matrix A € .#), k sind genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x 4.




Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Definition (13.13)

Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und
A € M, i die Darstellungsmatrix von V' beziiglich einer beliebig
gewahlten Basis, dann bezeichnen wir x4 = x4 als
charakteristisches Polynom von ¢.

Proposition (13.14)

Das charakteristische Polynom x ist unabhangig von der
gewahlten Basis des Vektorraums V.

Folgerung (13.15)

Auch fiir jeden Endomorphismus ¢ € Endk (V) eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V gilt: Die Eigenwerte von ¢ sind
genau die Nullstellen des Polynoms 4.




Definition der Diagonalisierbarkeit

Definition (13.16)

Sind A1, ..., \p € K, dann bezeichnen wir mit diag(A1, ..., A,) die
Matrix D = (dj;) mit den Eintragen

dij

A fallsi=j=k
0 fallsi#j.

Eine Matrix dieser Form wird Diagonalmatrix genannt. Man
bezeichnet eine Matrix A € .#), k als diagonalisierbar, wenn sie
dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.




Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition (13.17)

Einen Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V heiBt diagonalisierbar, wenn eine Basis von V
existiert, so dass die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser
Basis eine Diagonalmatrix ist.

Proposition (13.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und
A € M, ik die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer geordneten
Basis von V. Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn ¢
diagonalisierbar ist.

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, .7 eine geordnete
Basis von V und T € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Dann gibt
es eine geordnete Basis Z von V mit T = ﬂg.
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Ein erstes Kriterium zur Diagonalisierbarkeit

Proposition (13.20)

Sei V # {0y} ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
¢ € Endk (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) Der Vektorraum V besitzt eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von ¢.
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Eigenraume zu verschiedenen Eigenwerten

Proposition (13.21)

Sei r € IN, ¢ ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V/, und
seien A1, ..., A\, verschiedene Elemente des Korpers K. Dann gilt

Eig(o, A\k) N ZElg(qS, Ae) = {0y} fir 1<k<r.
t+k
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Diagonalisierbarkeit und Eigenraumzerlegung

Proposition (13.22)
Sei V # {0y} endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
¢ € Endk (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.

(i) Es gibt verschiedene Elemente Aq,..., A\, € K, so dass

vV = (PEig(é,\)  efillt ist.
/=1




Algebraische und geometrische Vielfachheit

Definition (13.23)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein
Endomorphismus von V und X € K ein Eigenwert von ¢.

(i) Die Vielfachheit (x4, A) von A als Nullstelle des Polynoms
X¢ bezeichnet man als algebraische Vielfachheit 1i,(¢, \) des
Eigenwerts \.

(ii) Die Eigenraum-Dimension iz(¢, A) = dim Eig(¢, A) nennt
man die geometrische Vielfachheit von .
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Beziehung zwischen den Vielfachheiten

Proposition (13.24)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ : V — V ein
Endomorphismus und A € K ein Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 1, und geometrischer Vielfachheit pz. Dann gilt
1< Mg < la-
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Hauptsatz zur Diagonalisierbarkeit

Satz (13.25)

Sei n € IN, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein
Endomorphismus von V und x € K[x] sein charakteristisches
Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) Der Vektorraum V besitzt eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von ¢.

(iii) Das Polynom x, zerfdllt in Linearfaktoren, und fiir jeden
Eigenwert A von ¢ stimmen algebraische und geometrische
Vielfachheit iiberein.

(iv) Es gibt A\1,...,Ar € K, so dass
V = Eig(¢, \1) @ ... ® Eig(¢, A,) gilt.




Formulierung des Hauptsatzes fiir Endomorphismen

Folgerung (13.26)
Fiir jede Matrix A € .#, i sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Die Matrix A ist diagonalisierbar.

(i) Der Vektorraum K" besitzt eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von A.

(iii) Das Polynom x4 zerfillt in Linearfaktoren, und es gilt
Xa(A, X) = xg(A, ) fiir jeden Eigenwert A von A.

(iv) Es gibt A\1,...,\r € K, so dass
K" = Eig(A, A\1) @ ... ® Eig(A, \,) gilt.

(Dies ergibt sich durch Anwendung von Satz 13.25 auf den
Endomorphismus ¢ = ¢4 von V = K".)
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