Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Definition (13.1)

Sei V ein K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus von V, also
eine lineare Abbildung V — V. Man nennt

(i) A € K einen Eigenwert von ¢, wenn es ein v € V mit v # Oy
und ¢(v) = Av gibt, und

(i) v € V einen Eigenvektor von ¢, wenn v # 0y ist und ein
A € K mit ¢(v) = Av existiert.

Seien nun v € V und A € K vorgegeben. Man nennt v einen
Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn v # Oy und die Gleichung
o(v) = v erfiillt ist.




Die Eigenraume eines Endomorphismus

Definition (13.2)

Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € Endk (V). Fir jedes A € K
bezeichnet man die Menge Eig(p, A) = {v € V | ¢(v) = Av} als
den Eigenraum von ¢ zum Wert A € K. Er besteht aus dem
Nullvektor 0y und den Eigenvektoren zum Eigenwert A.




Ahnlichkeit von Matrizen

Definition (13.4)

Zwei Matrizen A, B € .4, k werden dhnlich genannt, wenn eine
invertierbare Matrix T € GL,(K) mit B = TAT ! existiert. Zwei
Matrizen A, B € #mxn,k bezeichnet man als dquivalent, wenn
Elemente S € GL,(K) und T € GL,(K) mit B = SAT existieren.

Ahnliche Matrizen sind also stets dquivalent zueinander, aber die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.



Darstellungsmatrizen beziiglich verschiedener Basen

Proposition (13.5)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und sei ¢ € Endk (V).
Sind A, B € .#,, k Darstellungsmatrizen von ¢ beziiglich
unterschiedlicher Basen von V/, dann sind A und B




Bestimmung von Eigenvektoren durch Darstellungsmatr.

Proposition (13.6)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und
A € M, Kk die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer beliebigen
Basis &7 von V. Genau dann ist v € V ein Eigenvektor von ¢ zu
einem Eigenwert A\ € K, wenn der Koordinatenvektor ® ., (v) ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist.




Grundlagen tiber Polynome

Seien f, g € K[x], wobei g nicht-konstant ist. Dann gibt es
q,r € K[x] mit f = gg + r, wobei r = Ok ist oder zumindest

grad(r) < grad(g) gilt.

Sei f € K[x] und a € K. Genau dann gilt f(a) = 0k, wenn x — a
ein Linearfaktor von f ist.
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Vielfachheit von Nullstellen

Definition (13.9)

Sei f € K[x] mit f # Ok und a € K eine Nullstelle von f. Das
maximale r € IN mit der Eigenschaft, dass (x — a)" ein Teiler von f
ist, wird die Vielfachheit p(f, a) der Nullstelle a genannt.

Proposition (13.10)

Sei f € K|[x] ein Polynom mit einer Zerlegung f = (x — a)"g,
wobei r € INg und g(a) # Ok ist. Dann gilt r = u(f, a).
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Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition (13.11)

Fiir jede Matrix A € .#,, k nennt man
xa = (=1)"det(A—xEM) = det(xE(W —A) € K[x]

das charakteristische Polynom von A.

Die Eigenwerte einer Matrix A € .#), k sind genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms x 4.
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Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Definition (13.13)

Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und
A € M, i die Darstellungsmatrix von V' beziiglich einer beliebig
gewahlten Basis, dann bezeichnen wir x4 = x4 als
charakteristisches Polynom von ¢.

Proposition (13.14)

Das charakteristische Polynom x ist unabhangig von der
gewahlten Basis des Vektorraums V.

Folgerung (13.15)

Auch fiir jeden Endomorphismus ¢ € Endk (V) eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V gilt: Die Eigenwerte von ¢ sind
genau die Nullstellen des Polynoms 4.
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Definition der Diagonalisierbarkeit

Definition (13.16)

Sind A1, ..., \p € K, dann bezeichnen wir mit diag(A1, ..., A,) die
Matrix D = (dj;) mit den Eintragen

dij

A fallsi=j=k
0 fallsi#j.

Eine Matrix dieser Form wird Diagonalmatrix genannt. Man
bezeichnet eine Matrix A € .#), k als diagonalisierbar, wenn sie
dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.




Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition (13.17)

Einen Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V heiBt diagonalisierbar, wenn eine Basis von V
existiert, so dass die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser
Basis eine Diagonalmatrix ist.

Proposition (13.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und
A € M, ik die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer geordneten
Basis von V. Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn ¢
diagonalisierbar ist.

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, .7 eine geordnete
Basis von V und T € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Dann gibt
es eine geordnete Basis Z von V mit T = ﬂg.
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(Beweis wird nachstes Mal noch zu Ende gefiihrt.)



