
Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Definition (13.1)

Sei V ein K -Vektorraum und φ ein Endomorphismus von V , also
eine lineare Abbildung V → V . Man nennt

(i) λ ∈ K einen Eigenwert von φ, wenn es ein v ∈ V mit v 6= 0V
und φ(v) = λv gibt, und

(ii) v ∈ V einen Eigenvektor von φ, wenn v 6= 0V ist und ein
λ ∈ K mit φ(v) = λv existiert.

Seien nun v ∈ V und λ ∈ K vorgegeben. Man nennt v einen
Eigenvektor zum Eigenwert λ, wenn v 6= 0V und die Gleichung
φ(v) = λv erfüllt ist.



Die Eigenräume eines Endomorphismus

Definition (13.2)

Sei V ein K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V ). Für jedes λ ∈ K
bezeichnet man die Menge Eig(φ, λ) = {v ∈ V | φ(v) = λv} als
den Eigenraum von φ zum Wert λ ∈ K . Er besteht aus dem
Nullvektor 0V und den Eigenvektoren zum Eigenwert λ.



Ähnlichkeit von Matrizen

Definition (13.4)

Zwei Matrizen A,B ∈Mn,K werden ähnlich genannt, wenn eine
invertierbare Matrix T ∈ GLn(K ) mit B = TAT−1 existiert. Zwei
Matrizen A,B ∈Mm×n,K bezeichnet man als äquivalent, wenn
Elemente S ∈ GLm(K ) und T ∈ GLn(K ) mit B = SAT existieren.

Ähnliche Matrizen sind also stets äquivalent zueinander, aber die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.



Darstellungsmatrizen bezüglich verschiedener Basen

Proposition (13.5)

Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, und sei φ ∈ EndK (V ).
Sind A,B ∈Mn,K Darstellungsmatrizen von φ bezüglich
unterschiedlicher Basen von V , dann sind A und B ähnlich.



Bestimmung von Eigenvektoren durch Darstellungsmatr.

Proposition (13.6)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
A ∈Mn,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich einer beliebigen
Basis A von V . Genau dann ist v ∈ V ein Eigenvektor von φ zu
einem Eigenwert λ ∈ K , wenn der Koordinatenvektor ΦA (v) ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ist.



Grundlagen über Polynome

Satz (13.7)

Seien f , g ∈ K [x ], wobei g nicht-konstant ist. Dann gibt es
q, r ∈ K [x ] mit f = qg + r , wobei r = 0K ist oder zumindest
grad(r) < grad(g) gilt.

Satz (13.8)

Sei f ∈ K [x ] und a ∈ K . Genau dann gilt f (a) = 0K , wenn x − a
ein Linearfaktor von f ist.







Vielfachheit von Nullstellen

Definition (13.9)

Sei f ∈ K [x ] mit f 6= 0K und a ∈ K eine Nullstelle von f . Das
maximale r ∈ N mit der Eigenschaft, dass (x − a)r ein Teiler von f
ist, wird die Vielfachheit µ(f , a) der Nullstelle a genannt.

Proposition (13.10)

Sei f ∈ K [x ] ein Polynom mit einer Zerlegung f = (x − a)rg ,
wobei r ∈ N0 und g(a) 6= 0K ist. Dann gilt r = µ(f , a).





Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition (13.11)

Für jede Matrix A ∈Mn,K nennt man

χA = (−1)n det(A− xE (n)) = det(xE (n) − A) ∈ K [x ]

das charakteristische Polynom von A.

Satz (13.12)

Die Eigenwerte einer Matrix A ∈Mn,K sind genau die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms χA.











Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Definition (13.13)

Ist V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
A ∈Mn,K die Darstellungsmatrix von V bezüglich einer beliebig
gewählten Basis, dann bezeichnen wir χφ = χA als
charakteristisches Polynom von φ.

Proposition (13.14)

Das charakteristische Polynom χφ ist unabhängig von der
gewählten Basis des Vektorraums V .

Folgerung (13.15)

Auch für jeden Endomorphismus φ ∈ EndK (V ) eines endlich-
dimensionalen K -Vektorraums V gilt: Die Eigenwerte von φ sind
genau die Nullstellen des Polynoms χφ.











Definition der Diagonalisierbarkeit

Definition (13.16)

Sind λ1, ..., λn ∈ K , dann bezeichnen wir mit diag(λ1, ..., λn) die
Matrix D = (dij) mit den Einträgen

dij =

{
λk falls i = j = k

0 falls i 6= j .

Eine Matrix dieser Form wird Diagonalmatrix genannt. Man
bezeichnet eine Matrix A ∈Mn,K als diagonalisierbar, wenn sie
ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist.



Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen

Definition (13.17)

Einen Endomorphismus φ eines endlich-dimensionalen
K -Vektorraums V heißt diagonalisierbar, wenn eine Basis von V
existiert, so dass die Darstellungsmatrix von φ bezüglich dieser
Basis eine Diagonalmatrix ist.

Proposition (13.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
A ∈Mn,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich einer geordneten
Basis von V . Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn φ
diagonalisierbar ist.

Lemma (13.19)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, A eine geordnete
Basis von V und T ∈ GLn(K ) eine invertierbare Matrix. Dann gibt
es eine geordnete Basis B von V mit T = T A

B .







(Beweis wird nächstes Mal noch zu Ende geführt.)


