


Notation zum Laplace’schen Entwicklungssatz II

Mit Aij ∈Mn−1,K bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch
Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalten zu Stande kommt, also

Aij =



a1,1 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1,n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n
ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · an,n





Definition der komplementären Matrix

Definition (12.25)

Sei A ∈Mn,K . Die Matrix Ã ∈Mn,K mit den Einträgen

ãij = det(A′ji ) = (−1)i+j det(Aji )

wird die zu A komplementäre oder adjunkte Matrix genannt.



Bedeutung der komplementären Matrix

Proposition (12.27)

Sei Ã die zu A ∈Mn,K komplementäre Matrix. Dann gilt

ÃA = AÃ = det(A)E (n).



Der Laplace’sche Entwicklungssatz

Satz (12.28)

Sei A ∈Mn,K .

(i) Für alle i ∈ {1, ..., n} gilt det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij detAij .

(ii) Für alle j ∈ {1, ..., n} gilt det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij detAij .

Wird die Determinante von A mittels (i) berechnet, spricht man
von einer Entwicklung zur i-ten Zeile. Die Berechnung mittels (ii)
bezeichnet man als Entwicklung zur j-ten Spalte.





Die Cramersche Regel

Satz (12.29)

Sei A ∈Mn,K invertierbar und b ∈ Kn. Für 1 ≤ j ≤ n bezeichnen
wir mit A(j) ∈Mn,K die Matrix, die dadurch entsteht, dass man in
A die j-te Spalte durch b ersetzt. Dann ist der Vektor
v = (v1, ..., vn) ∈ Kn mit den Komponenten

vj =
detA(j)

detA
für 1 ≤ j ≤ n

die eindeutig bestimmte Lösung des linearen Gleichungssystems
Ax = b.









Eigenwerte und Eigenvektoren eines Endomorphismus

Definition (13.1)

Sei V ein K -Vektorraum und φ ein Endomorphismus von V , also
eine lineare Abbildung V → V . Man nennt

(i) λ ∈ K einen Eigenwert von φ, wenn es ein v ∈ V mit v 6= 0V
und φ(v) = λv gibt, und

(ii) v ∈ V einen Eigenvektor von φ, wenn v 6= 0V ist und ein
λ ∈ K mit φ(v) = λv existiert.

Seien nun v ∈ V und λ ∈ K vorgegeben. Man nennt v einen
Eigenvektor zum Eigenwert λ, wenn v 6= 0V und die Gleichung
φ(v) = λv erfüllt ist.







Die Eigenräume eines Endomorphismus

Definition (13.2)

Sei V ein K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V ). Für jedes λ ∈ K
bezeichnet man die Menge Eig(φ, λ) = {v ∈ V | φ(v) = λv} als
den Eigenraum von φ zum Wert λ ∈ K . Er besteht aus dem
Nullvektor 0V und den Eigenvektoren zum Eigenwert λ.



Die Untervektorraum-Eigenschaft der Eigenräume

Proposition (13.3)

Sei V ein K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V ). Für jedes λ ∈ K ist
der Eigenraum gegeben durch

Eig(φ, λ) = ker(φ− λidV ).

Das Element λ ist ein Eigenwert von φ genau dann, wenn
Eig(φ, λ) 6= {0V } gilt.

Die Proposition zeigt also, dass Eig(φ, λ) für jedes λ ∈ K und
jedes φ ∈ EndK (V ) ein Untervektorraum von V ist.







Eigenwerte und -vektoren im Matrixkalkül

Sei A ∈Mn,K eine quadratische Matrix.

• Wir bezeichnen v ∈ Kn als einen Eigenvektor von A, wenn v
ein Eigenvektor der Abbildung φA : Kn → Kn, v 7→ Av ist.

• Die Eigenwerte von A nach Definition die Eigenwerte des
Endomorphismus φA.

• Für jedes λ ∈ K definieren wir

Eig(A, λ) = Eig(φA, λ) = {v ∈ Kn | Av = λv}.

Wiederum besteht Eig(A, λ) aus den Eigenvektoren von A zum
Eigenwert λ und dem Nullvektor 0Kn , und darüber hinaus gilt

Eig(A, λ) = ker(A− λE (n)).



Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Erinnerung: Ist A eine Basis von V und B eine Basis von W ,
dann bezeichnet

M A
B (φ)

die Darstellungsmatrix von φ bezüglich der Basen A und B. Für
alle v ∈ V gilt

M A
B (φ)ΦA (v) = ΦB(φ(v)).

Ist φ nun ein Endomorphismus von V , also V = W , dann braucht
man nur noch eine Basis von V , um φ zu beschreiben. Wir setzen

MA (φ) = M A
A (φ)

und nennen diese quadratische Matrix die Darstellungsmatrix von
φ bezüglich der Basis A .



Ähnlichkeit von Matrizen

Definition (13.4)

Zwei Matrizen A,B ∈Mn,K werden ähnlich genannt, wenn eine
invertierbare Matrix T ∈ GLn(K ) mit B = TAT−1 existiert. Zwei
Matrizen A,B ∈Mm×n,K bezeichnet man als äquivalent, wenn
Elemente S ∈ GLm(K ) und T ∈ GLn(K ) mit B = SAT existieren.

Ähnliche Matrizen sind also stets äquivalent zueinander, aber die
Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.



Darstellungsmatrizen bezüglich verschiedener Basen

Proposition (13.5)

Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, und sei φ ∈ EndK (V ).
Sind A,B ∈Mn,K Darstellungsmatrizen von φ bezüglich
unterschiedlicher Basen von V , dann sind A und B ähnlich.





Bestimmung von Eigenvektoren durch
Darstellungsmatrizen

Proposition (13.6)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
A ∈Mn,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich einer beliebigen
Basis A von V . Genau dann ist v ∈ V ein Eigenvektor von φ zu
einem Eigenwert λ ∈ K , wenn der Koordinatenvektor ΦA (v) ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ist.








