
Definition der Determinantenfunktionen

Definition (12.2)

Eine Abbildung d : Mn,K → K bezeichnet man als Determinanten-
funktion, wenn sie, aufgefasst als Abbildung auf (Kn)n, multilinear
und alternierend ist und außerdem d(E (n)) = 1 gilt, wobei E (n) die
Einheitsmatrix bezeichnet.



Das Signum einer Permutation

Definition (12.7)

Sei σ ∈ Sn ein beliebiges Element. Eine zweielementige Teilmenge
{i , j} von Mn wird Fehlstand von σ genannt, wenn i < j , aber
σ(i) > σ(j) gilt. Ist k ∈ N0 die Anzahl der Fehlstände von σ, dann
nennt man sgn(σ) = (−1)k das Signum oder Vorzeichen der
Permutation.



Berechnung des Signums

Satz (12.12)

(i) Ist τ eine Transposition, dann gilt sgn(τ) = −1.

(ii) Ist σ als Produkt von r Transpositionen darstellbar, dann gilt
sgn(σ) = (−1)r .



Zur Eindeutigkeit der Determinantenfunktion

Folgerung (12.13)

Sei d : Mn,K → K eine Determinantenfunktion. Dann gilt

d(Pσ) = sgn(σ) für alle σ ∈ Sn.

Folgerung (12.14)

Sei d : Mn,K → K eine Determinantenfunktion und
A = (aij) ∈Mn,K . Dann gilt

d(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) ... anσ(n).



Definition der Determinante

Definition (12.15)

Sei A = (aij)n∈N ∈Mn,K . Dann nennen wir

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)...anσ(n)

die Determinante der Matrix A.

Man bezeichnet die Summe rechts als Leibniz-Formel für die
Determinante. Ein wichtiger Spezial ist die Sarrus-Regel für n = 3.
Zu beachten: Das Analogon zur Sarrus-Regel für n = 4 bestehend
aus acht Summanden ist falsch.







Die alternierende Gruppe

Proposition (12.16)

Sei An = {σ ∈ Sn | sgn(σ) = 1} und τ ∈ Sn ein beliebiges Element
mit sgn(τ) = −1.

• Dann ist durch Sn = An ∪ (An ◦ τ) mit
An ◦ τ = {σ ◦ τ | σ ∈ An} eine Darstellung von Sn als
disjunkte Vereinigung gegeben.

• Zwischen An und An ◦ τ ist durch σ 7→ σ ◦ τ eine Bijektion
definiert.

Man nennt An die alternierende Gruppe. Aus der Proposition folgt
|An| = 1

2 |Sn| = 1
2n!.







Zur Existenz von Determinantenfunktionen

Satz (12.17)

Für jedes n ∈ N ist det : Mn,K → K eine Determinantenfunktion.















Rechenregeln für Determinanten

Satz (12.18)

Man bezeichnet eine Matrix A = (aij) ∈Mn,K als obere
Dreiecksmatrix, wenn aij = 0 für alle i , j ∈ {1, ..., n} mit i > j
erfüllt ist. Für jede Matrix dieser Form gilt

det(A) = a11 · a22 · ... · ann.

Satz (12.19)

Für alle A ∈Mn,K gilt det(A) = det(tA).

Lemma (12.20)

Ist T ,A ∈Mn,K und T eine Elementarmatrix, dann gilt

det(TA) = det(T ) det(A).







Verfahren zur Determinantenberechnung

Sei A ∈Mn,K vorgegeben.

(1) Forme A mit Hilfe des Gaußverfahrens in eine Matrix B in
Zeilenstufenform um.

(2) Bestimme anhand der durchgeführten Zeilenumformungen den
Faktor µ ∈ K× mit det(B) = µ det(A).

(3) Berechne det(B) durch Multiplikation der Diagonalelemente
b11,...,bnn von B.

Das Endergebnis der Rechnung ist dann det(A) = µ−1 det(B).






