Definition der Determinantenfunktionen

Wir identifizieren jede Matrix A € .4, xk mit dem Tupel ihrer
Zeilenvektoren

(316, @26, -, Ane)-

Fiir 1 < k < n gilt axe € K". Der K-Vektorraum ., k kann also
mit dem gleichgesetzt werden.

Definition (12.2)

Eine Abbildung d : .#, k — K bezeichnet man als Determinanten-

funktion, wenn sie, aufgefasst als Abbildung auf (K")",

und ist und auBerdem gilt, wobei E(" die
bezeichnet.




Definition der symmetrischen Gruppen

Proposition (12.3)

Fiir jedes n € IN sei M, = {1, ..., n} die Menge der Zahlen von 1
bis n. Dann bilden die bijektiven Abbildungen o : M,, — M, mit
der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine

Wir nennen sie die symmetrische Gruppe in n Elementen und
bezeichnen sie mit S,,.




Werte einer Determinantenfunktion als Summe

Proposition (12.4)

Sei d : Mk — K eine Determinantenfunktion und
A = (ajj) € My k. Dann gilt

d(A) = Z 1o (1)--+9na( n)d(P )

O'GSn

Dabei bezeichnet man fiir o € S, jeweils die Matrix

P, = (eo(1)7 €o(2)s s ecr(n))

als Permutationsmatrix zum Element o.



Vorzeichenwechsel bei Zeilenvertauschung

Sei d : M, k — K eine Determinantenfunktion, und seien
A,B € M, k. Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen,
dann gilt d(B) = —d(A).




Das Signum einer Permutation

Proposition (12.6)

Jedes Element aus S, ist darstellbar als Produkt von
Transpositionen.

Definition (12.7)

Sei o € S, ein beliebiges Element. Eine zweielementige Teilmenge
{i,j} von M, wird Fehlstand von o genannt, wenn

gilt. Ist k € INg die Anzahl der Fehlstinde von o, dann
nennt man sgn(c) = (—1)* das Signum oder Vorzeichen der
Permutation.




123 %53
B o

"oy 5
\|//§_L|7>75
,z.éf%_/,l
éo>1§f4|/\
—,\J [¢)
A
— g
v o N »
e
M T e} 2
G -
Nl o
X (2 o
== ) 7
p e 4 o 5
0 S
~ 57 I
T
.
N 3 9
o — 7
— Vg) P!
s 3
S

AS)e @ (2 Fe(cS)> (¢ %)



D R b ol v

\3@\5‘»& 3 EQSH\AMW«% des &%nmg W~ O = (1 ke ur) £

324 4

Po‘u;u- J\(«’l) ) LG ] 2 S 3'1‘_L’
FM&MJ\ B @onan | e o !

(*> ('Li\ d(’\)-s)z :G(Zr

(%) da dU) =3 < ‘T=<§(3> Lr
A dy Rllstarde - G = (@)= (0 - 4

B = (33 9060




Eine Produktformel fiir das Signum

Lemma (12.8)

Fiir jede Transposition 7 gibt es ein Element o € S, mit
T=00(l 2)oo™ L.

Fiir jedes o € S, gilt die Produktformel sgn(o) = H M

— 1
i<j J
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Multiplikativitat des Signums

Proposition (12.10)

Fiir beliebige Elemente 0,7 € S, gilt sgn(7 o o) = sgn(7)sgn(o).

Folgerung (12.11)

Fiir jede Permutation o € S, gilt sgn(o) = sgn(o~1).
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Berechnung des Signums

(i) Ist 7 eine Transposition, dann gilt sgn(7) = —1.

(ii) Ist o als Produkt von r Transpositionen darstellbar, dann gilt
sgn(o) = (—1)".




\

L Beses v S (el B
- \ ?1«\\\\\ Dre 'TW@‘(msL\nOﬁ (A Z) besi\ 2k Gpnan Ounte
donde| b warlidy M2] = s((12)) = ()=-1
(07| Ser men T et bellelrage Trarsposchaon . (28

\~\\=“ Ioe Sy *kT=co (12)- 3" —

Pap-2A) = (o) = () (O s [o™)

= ga(v\(c?)i EpE = l

2 Plok ik B 1240 duode WAl Trdbhony
her []




Zur Eindeutigkeit der Determinantenfunktion

Folgerung (12.13)

Sei d : M, k — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt

d(P,) = sgn(o) fir alle o€ S,.

Folgerung (12.14)

Sei d : M, k — K eine Determinantenfunktion und
A = (ajj) € M k. Dann gilt

d(A) = ngn 0)a15(1) -+ 3no(n)-

UESn




S Qe Sy aEg 4 ()= 9}m(<9>
Qeres Lekrnad » @ @ T e v TWa‘ooszﬂw
JWWQW‘IAALVE fNo Ezmuo‘uz %%M WMS\

Indvdeion e v
Aol Dl - R R d (%)
= d{EH = | LMMWO‘)
T -odolk el Sx o e Redaded o vl Thas -
?os)ﬂr'\@v\. Schele <= ST | wles 1:(LQ>TW$,
(36$L;\<71:7\. S A e ¢ ,\ram;‘eos& e




\‘ ?os\kzr«@v\ SC&\X@LCK = C° _'-: ,l,ou%e,‘\ - \‘r&) (m,«S’
aetony o %%(}m)\é\ |22 X /\;"6%3';}‘0%(/\&_767\0/!

| -y — A(?é\) = Sf{p\@) = o)
Blnion B3 250, €500
bolon 1 P

IO PREEIRY-/cA

Ple Tavssx Po wldeld ol disda \/Mm@vawg o k-ley
wh dos -fen Zeds o B Lowwna 12, © —
dPs)=-d®E) < 4y =™ = spue) LI




Definition der Determinante

Definition (12.15)

Sei A = (ajj)neN € Ay k. Dann nennen wir

det(A) = ngn 0)a10(1)-+3no(n)

og€S,

die Determinante der Matrix A.

Man bezeichnet die Summe rechts als Leibniz-Formel fiir die
Determinante. Ein wichtiger Spezial ist die Sarrus-Regel fiir n = 3.
Zu beachten: Das Analogon zur Sarrus-Regel fiir n = 4 bestehend
aus acht Summanden ist falsch.
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