
§ 12. Determinanten





Korrektur: ersetze
”
mit dem Wert λ“ durch

”
um den Faktor λ“





Multilineare und alternierende Abbildungen

Definition (12.1)

Sei n ∈ N, seien V ,W zwei K -Vektorräume, und sei φ : V n →W
eine Abbildung. Für jedes k ∈ {1, ..., n} und jedes Tupel

v = (v1, ..., vk−1, vk+1, ..., vn) ∈ V n−1

von Vektoren aus V können wir eine Abbildung φ
(k)
v : V →W

definieren durch

φ
(k)
v (v) = φ(v1, ..., vk−1, v , vk+1, ..., vn).

Man bezeichnet φ als multilinear, wenn φ
(k)
v für jedes k ∈ {1, ..., n}

und jedes v ∈ V n−1 linear ist. Ferner bezeichnet man sie als
alternierend, wenn φ(v1, ..., vn) = 0W gilt, sobald zwei der
Vektoren v1, ..., vn übereinstimmen.



Definition der Determinantenfunktionen

Im weiteren Verlauf identifizieren wir jede A ∈Mn,K mit dem
Tupel ihrer Zeilenvektoren

(a1•, a2•, ..., an•).

Für 1 ≤ k ≤ n gilt ak• ∈ Kn. Der K -Vektorraum Mn,K kann also
mit dem (Kn)n gleichgesetzt werden.

Definition (12.2)

Eine Abbildung d : Mn,K → K bezeichnet man als Determinanten-
funktion, wenn sie, aufgefasst als Abbildung auf (Kn)n, multilinear
und alternierend ist und außerdem d(E (n)) = 1 gilt, wobei E (n) die
Einheitsmatrix bezeichnet.



Definition der symmetrischen Gruppen

Proposition (12.3)

Für jedes n ∈ N sei Mn = {1, ..., n} die Menge der Zahlen von 1
bis n. Dann bilden die bijektiven Abbildungen σ : Mn → Mn mit
der Komposition von Abbildungen als Verknüpfung eine Gruppe.
Wir nennen sie die symmetrische Gruppe in n Elementen und
bezeichnen sie mit Sn.











Werte einer Determinantenfunktion als Summe

Proposition (12.4)

Sei d : Mn,K → K eine Determinantenfunktion und
A = (aij) ∈Mn,K . Dann gilt

d(A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1)...anσ(n)d(Pσ).

Dabei bezeichnet man für σ ∈ Sn jeweils die Matrix

Pσ = (eσ(1), eσ(2), ..., eσ(n))

als Permutationsmatrix zum Element σ.











Vorzeichenwechsel bei Zeilenvertauschung

Lemma (12.5)

Sei d : Mn,K → K eine Determinantenfunktion, und seien
A,B ∈Mn,K . Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen,
dann gilt d(B) = −d(A).






