Definition der Koordinatenabbildungen

Folgerung (11.3)

Sei n € INp, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und

B = (v1, ..., vp) eine geordnete Basis von V. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

gy Vs K"

mit ®5(v;) = ¢ fiir 1 <j < n (wobei ¢; jeweils den j-ten

Einheitsvektor bezeichnet). Wir nennen sie die Koordinatenabbil-

dung zur geordneten Basis %. Es handelt sich dabei um einen
von K-Vektorraumen.

Vorgehensweise zur Berechung von ®4(v) fiir ein v € V:
Stelle v als Linearkombination v = Zle Ajv; dar.
Dann ist ®5(v) = (A1, ..., An).



Eindeutigkeit der Vektorraume bis auf Isomorphie

Folgerung (11.4)

Zwischen zwei beliebigen K-Vektorrdumen derselben endlichen
Dimension existiert ein [somorphismus.

Fiir jedes n € INg und jeden Korper K ist also der K" bis auf
Isomorphie der n-dimensionale K-Vektoraum.



Die lineare Abbildung %/ (A) zu einer Matrix

Definition (11.5)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und

A = (V1yeyVn), B =(W1,..., W) von V bzw.
W. Ferner sei A = (aj;) eine Matrix aus #pmxnk, mit n = dim V
und m = dim W. Dann gibt es nach Satz 11.2 eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

¢:V—W mit G(v)=> ayw fir 1<j<n

Wir bezeichnen diese Abbildung ¢ mit gg(A) und nennen sie die
lineare Abbildung zur Matrix A beziiglich der Basen </ und 4.




Die Darstellungsmatrix .2 (¢) einer linearen Abbildung

Definition (11.6)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume und

A = (V1,..y Vn), B = (w1,..., W) geordnete Basen von V bzw.
W.Sei ¢:V — W eine . Fiir jedes j € {1,...,n}
stellen wir ¢(v;) als Linearkombination von £ dar; es gilt

mit Koeffizienten a;; € K. Wir nennen
A = (ajj) € Mmxnk die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der
Basen &7, % und bezeichnen sie mit .72 (¢).




Wirkung der Darstellungsmatrix auf Koordinatenvektoren

Seien die Bezeichungen wie in der Definition gewahlt. Dann gilt

®(p(v) = A(P)P,(v) firalle veV.




Darstellungsmatrix beziiglich der Einheitsbasen

Sei &, = (e§")7 el )) die geordnete Einheitsbasis des K"

(bestehend aus Elnheltsvektoren) und &, = ( £ ), vy ,(nm)) die
geordnete Einheitsbasis des K.

Proposition (11.8)

Seien m,n € N, A€ Mmxnk und ¢pa: K" — K™ die lineare
Abbildung gegeben durch ¢4(v) = Av fiir alle v € K. Dann gilt

M (a) = A
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1-zu-1-Korrespondenz Matrizen vs. lineare Abbildungen

Satz (11.9)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und <7, %
geordnete Basen von V bzw. W. Dann sind durch die beiden
Abbildungen

Mopnk — Homg(V, W) | A L2 (A)

und
Homu(V, W) = Mmxnk , ¢ — ///g(gb)

zueinander inverse Isomorphismen von K-Vektorraumen definiert.

v

Folgerung (11.10)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt

dim Homg(V, W) = (dim V)(dim W).
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Die Darstellungsmatrix der identischen Abbildung

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und </ eine
geordnete Basis von V. Dann gilt .2 (idy) = E(", d.h. die
Darstellungsmatrix der ist die
Einheitsmatrix.
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Komposition linearer Abbildungen und Matrixprodukt

Satz (11.12)

Seien U, V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit
geordneten Basen o/, # und %. Seien ¢ : U — V und
1 : V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

ME (o) = MLW)MG ().

Das Matrixprodukt entspricht also der linearer
Abbildungen.
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Umkehrabbildung und inverse Matrix

Satz (11.13)

Seien V, W beides n-dimensionale K-Vektorrdume mit geordneten
Basen o7, %. Eine lineare Abbildung ¢ : V — W ist genau dann

, wenn die Darstellungsmatrix .2 (¢) invertierbar ist, und
in diesem Fall gilt

MG(67Y) = MG (97
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Definition der Transformationsmatrizen

Definition (11.14)

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien o/,
zwei geordnete Basen von V. Dann nennt man .77 = .#2 (idy)
die Matrix des Basiswechsels von 7 nach % oder auch einfach
eine Transformationsmatrix.

Proposition (11.15)

Seien Bezeichnungen wie in der Definition und n = dim V.
(i) Fiiralle v e V gilt 770 ,,(v) =
(i) Esgilt 77 = EM und 77 = (7).




Transformationsformel / Satz vom Basiswechsel

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume, <7, ./’ zwei
Basen von V und %, %’ zwei Basen von W. Fiir jede lineare
Abbildung ¢ : V — W gilt dann

My (@) = Ty M) TT .
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