
Definition der Koordinatenabbildungen

Folgerung (11.3)

Sei n ∈ N0, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und
B = (v1, ..., vn) eine geordnete Basis von V . Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

ΦB : V → Kn

mit ΦB(vj) = ej für 1 ≤ j ≤ n (wobei ej jeweils den j-ten
Einheitsvektor bezeichnet). Wir nennen sie die Koordinatenabbil-
dung zur geordneten Basis B. Es handelt sich dabei um einen
Isomorphismus von K -Vektorräumen.

Vorgehensweise zur Berechung von ΦB(v) für ein v ∈ V :

Stelle v als Linearkombination v =
∑n

j=1 λjvj dar.
Dann ist ΦB(v) = (λ1, ..., λn).



Eindeutigkeit der Vektorräume bis auf Isomorphie

Folgerung (11.4)

Zwischen zwei beliebigen K -Vektorräumen derselben endlichen
Dimension existiert ein Isomorphismus.

Für jedes n ∈ N0 und jeden Körper K ist also der Kn bis auf
Isomorphie der einzige n-dimensionale K -Vektoraum.



Die lineare Abbildung L A
B (A) zu einer Matrix

Definition (11.5)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume und
A = (v1, ..., vn), B = (w1, ...,wm) geordnete Basen von V bzw.
W . Ferner sei A = (aij) eine Matrix aus Mm×n,K , mit n = dimV
und m = dimW . Dann gibt es nach Satz 11.2 eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

φ : V −→W mit φ(vj) =
m∑
i=1

aijwi für 1 ≤ j ≤ n.

Wir bezeichnen diese Abbildung φ mit L A
B (A) und nennen sie die

lineare Abbildung zur Matrix A bezüglich der Basen A und B.



Die Darstellungsmatrix M A
B (φ) einer linearen Abbildung

Definition (11.6)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume und
A = (v1, ..., vn), B = (w1, ...,wm) geordnete Basen von V bzw.
W . Sei φ : V →W eine lineare Abbildung. Für jedes j ∈ {1, ..., n}
stellen wir φ(vj) als Linearkombination von B dar; es gilt

φ(vj) =
m∑
i=1

aijwi 1 ≤ j ≤ n

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten aij ∈ K . Wir nennen
A = (aij) ∈Mm×n,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich der
Basen A ,B und bezeichnen sie mit M A

B (φ).



Wirkung der Darstellungsmatrix auf Koordinatenvektoren

Satz (11.7)

Seien die Bezeichungen wie in der Definition gewählt. Dann gilt

ΦB(φ(v)) = M A
B (φ)ΦA (v) für alle v ∈ V .



Darstellungsmatrix bezüglich der Einheitsbasen

Sei En = (e
(n)
1 , ..., e

(n)
n ) die geordnete Einheitsbasis des Kn

(bestehend aus Einheitsvektoren) und Em = (e
(m)
1 , ..., e

(m)
m ) die

geordnete Einheitsbasis des Km.

Proposition (11.8)

Seien m, n ∈ N, A ∈Mm×n,K und φA : Kn → Km die lineare
Abbildung gegeben durch φA(v) = Av für alle v ∈ Kn. Dann gilt

M En
Em

(φA) = A.







1-zu-1-Korrespondenz Matrizen vs. lineare Abbildungen

Satz (11.9)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume und A ,B
geordnete Basen von V bzw. W . Dann sind durch die beiden
Abbildungen

Mm×n,K → HomK (V ,W ) , A 7→ L A
B (A)

und
HomK (V ,W )→Mm×n,K , φ 7→M A

B (φ)

zueinander inverse Isomorphismen von K -Vektorräumen definiert.

Folgerung (11.10)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume. Dann gilt

dim HomK (V ,W ) = (dimV )(dimW ).













Die Darstellungsmatrix der identischen Abbildung

Lemma (11.11)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und A eine
geordnete Basis von V . Dann gilt M A

A (idV ) = E (n), d.h. die
Darstellungsmatrix der identischen Abbildung ist die
Einheitsmatrix.





Komposition linearer Abbildungen und Matrixprodukt

Satz (11.12)

Seien U,V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume mit
geordneten Basen A , B und C . Seien φ : U → V und
ψ : V →W lineare Abbildungen. Dann gilt

M A
C (ψ ◦ φ) = M B

C (ψ)M A
B (φ).

Das Matrixprodukt entspricht also der Komposition linearer
Abbildungen.





Umkehrabbildung und inverse Matrix

Satz (11.13)

Seien V ,W beides n-dimensionale K -Vektorräume mit geordneten
Basen A ,B. Eine lineare Abbildung φ : V →W ist genau dann
bijektiv, wenn die Darstellungsmatrix M A

B (φ) invertierbar ist, und
in diesem Fall gilt

M B
A (φ−1) = M A

B (φ)−1.







Definition der Transformationsmatrizen

Definition (11.14)

Seien V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, und seien A ,B
zwei geordnete Basen von V . Dann nennt man T A

B = M A
B (idV )

die Matrix des Basiswechsels von A nach B oder auch einfach
eine Transformationsmatrix.

Proposition (11.15)

Seien Bezeichnungen wie in der Definition und n = dimV .

(i) Für alle v ∈ V gilt T A
B ΦA (v) = ΦB(v).

(ii) Es gilt T A
A = E (n) und T B

A = (T A
B )−1.



Transformationsformel / Satz vom Basiswechsel

Satz (11.16)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume, A ,A ′ zwei
Basen von V und B,B′ zwei Basen von W . Für jede lineare
Abbildung φ : V →W gilt dann

M A ′
B′ (φ) = T B

B′ M A
B (φ) T A ′

A .




