Fiir jede Matrix A € M mxn i gilt zr(A) = sr(A). Wir bezeichnen
die Zahl zr(A) deshalb einfach als den Rang rg(A) der Matrix.




Dimension des Losungsraums eines LGS

Den Kern der linearen Abbildung ¢4 : K" — K™, v — Av nennt
man auch den Kern der Matrix A und bezeichnet ihn mit ker(A).

Sei A € Mmxnk und £ C K" die Lésungsmenge des linearen
Gleichungssystems Ax = Oxm. Dann gilt

Ist A eine Matrix in Zeilenstufenform mit Kennzahlen r und
Jis-droundist S ={1,...,n} \ {1, ...,Jr}, dann gilt also
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Weitere Folgerung aus dem Dimensionssatz

Erinnerung:

Sei f : A — B eine Abbildung zwischen gleichmachtigen endlichen
Mengen A, B. Dann gilt

f injektiv < f surjektiv < f bijektiv.

Satz (10.17)

Sei n € IN, und sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen
Vektorraumen V, W derselben Dimension n. Dann sind dquivalent

(i) Die Abbildung ¢ ist injektiv.
(i) Sie ist surjektiv.
(iii) Sie ist bijektiv.

v
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Berechnung des Durchschnitts zweier Untervektorraume

Proposition (10.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien U und W
Untervektorraume mit r = dim U und s = dim W. Es sei

{u1, ..., u,} eine Basis von U und {wx, ..., ws} eine Basis von W.
Weiter definieren wir die Teilmenge . C K"*S durch

r S]
£z = (/\1,---7)\”#17---7#5) ’ Z)\,U,—FZ/LJVVJ:OV
il =i

Dann gilt
unw =
{Z )\,‘U,‘ | >\17---7>\r € K,E'ILI,17...,ILL5 mit ()\17 ...,)\,,uh ...,us) € g} o
i=1




Verfahren zur Berechnung von U N W

Sei V = K™, und seien U, W, r, s sowie die Vektoren u; und w;
wie in der Proposition definiert.

e Trage die Vektoren vy, ..., u,, wi, ..., ws als Spalten in eine
Matrix A € Ay (ris).,k €IN.

e Wende das GauBsche Eliminationsverfahren an, um A in eine
Matrix A" = (a;) € M px(r1s),k in normierter
Zeilenstufenform umzuwandeln.

e Seien by, ..., by € K™ die Basisvektoren von .Z. Setze
Vk = »i_q biiuj fiir 1 < k < £. Dann ist {vi, ..., v¢} eine
von UN W.
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Eindeutige Darstellbarkeit als Linearkombination

Sei V ein K-Vektorraum, (vi, ..., v,) ein linear unabhingiges Tupel
von Vektoren aus V und U = (vi, ..., vp) k. Dann besitzt jeder
Vektor v € U genau eine Darstellung der Form v = 27:1 Ajv; mit
A1,y Ap € K.
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen

Satz (11.2)

Sei n € INg, V ein endlich erzeugter und W ein beliebiger
K-Vektorraum. AuBerdem sei (v1, ..., v,) ein Tupel von Vektoren
aus V und (wi, ..., w,) ein Tupel von Vektoren aus W.

(i) Ist (vi, ..., vn) linear unabhangig, dann existiert eine lineare
Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v;) = w; fiir 1 <j < n.

(i) Gilt V = (wv1,..., vn)k, dann existiert eine lineare
Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v;) = w; fiir 1 <j < n.
(iii) Ist (v, ..., vp) eine von V/, dann gibt es genau

eine lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft.
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Definition der Koordinatenabbildungen

Folgerung (11.3)

Sei n € INp, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und

B = (w1, ..., vp) eine geordnete Basis von V. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

gy VK"

mit ®(v;) = ¢ fiir 1 <j < n (wobei ¢; jeweils den j-ten

Einheitsvektor bezeichnet). Wir nennen sie die Koordinatenabbil-

dung zur geordneten Basis %. Es handelt sich dabei um einen
von K-Vektorraumen.
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