Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen

Satz (10.8)

Seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem Korper
K, und sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dmV = dimker(¢) + dimim(¢).




Bedeutung der Spalten einer Matrix

Proposition (10.10)
Sei A = (ajj) eine (m x n)-Matrix iiber K und ¢4 : K" — K™ die
lineare Abbildung gegeben durch v +— Av. Dann gilt
(i) Fir 1 < k < ngilt ¢pa(ex) = aek. Die
sind also genau die der Matrix.

(ii) Es gilt im(da) = (o1, ---, Aen) K -
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Spalten- und Zeilenraum einer Matrix

Definition (10.11)
Sei A eine (m x n)-Matrix iiber K.

(i) Der Untervektorraum im(¢a) = (de1, ..., den)k von K™ wird
der Spaltenraum der Matrix A genannt und von uns mit
SR(A) bezeichnet. Die Dimension sr(A) = dim SR(A) nennt
man den Spaltenrang von A.

(i) Ebenso nennt man den Untervektorraum von K" gegeben
durch (aje, ..., ame) den Zeilenraum von A und bezeichnet ihn
mit ZR(A). Die Dimension zr(A) = dim ZR(A) wird
Zeilenrang von A genannt.
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Zusammenhang mit der Kennzahlen einer normierten ZSF

Proposition (10.12)

Sei A € M mxnk €ine Matrix in normierter Zeilenstufenform, mit r
und ji, ..., jr als Kennzahlen. Dann ist r der Zeilenrang von A im
Sinne von Definition 10.11.
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Hilfsaussage zum Beweis des Rangsatzes

Proposition (10.14)

Sei A€ Mmxnk und i € {1,...,m} eine Zeilennummer mit der

Eigenschaft, dass die i-te Zeile von A eine o1 der
librigen m — 1 Zeilen ist. Entsteht nun die Matrix A € #(;m_1)xn K
aus A durch der i-ten Zeile, dann gilt ZR(A) = ZR(A),

also insbesondere zr(A) = zr(A), und ebenso sr(A) = sr(A).
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| di @) + Ao () = disw dOf T de SRIA)
Al = b SB(R) = sc(M)= s (A)




Fiir jede Matrix A € M mxn i gilt zr(A) = sr(A). Wir bezeichnen
die Zahl zr(A) deshalb einfach als den Rang rg(A) der Matrix.
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Das ,siche oben" (s.0.) in der letzen Zeile soll bedeuten: Die
bisherige Argumentation liefert sr(A) < zr(A) fiir jede Matrix
A. Also gilt die Ungleichung auch fiir *A an Stelle von A. |




