
Definition der Basen eines K -Vektorraums

Definition (9.1)

Sei V ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge B ⊆ V heißt Basis von
V , wenn sie linear unabhängig und ein Erzeugendensystem von V
ist. Ein Tupel (v1, ..., vn) mit n ∈ N0, bestehend aus Vektoren
vi ∈ V , wird geordnete Basis genannt, wenn {v1, ..., vn} aus n
verschiedenen Elementen besteht und eine Basis von V bildet.



Äquivalente Charakterisierungen des Basisbegriffs

Satz (9.2)

Sei V ein K -Vektorraum. Für eine Teilmenge B ⊆ V sind die
folgenden Aussagen äquivalent.

(i) Sie ist eine Basis von V .

(ii) Sie ist ein minimales Erzeugendensystem von V .

(iii) Sie ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V .



Das Austauschlemma

Ein K -Vektorraum V wird als endlich erzeugt bezeichnet, wenn
eine endliche Teilmenge S ⊆ V mit V = 〈S〉K existiert.

Ziel: Je zwei Basen eines endlich erzeugten K -Vektorraums haben
gleich viele Elemente.

Lemma (9.3)

Sei V ein K -Vektorraum, S ⊆ V eine linear unabhängige
Teilmenge und E ⊆ V ein Erzeugendensystem von V . Dann gibt es
für jeden Vektor v ∈ S \ E ein w ∈ E \ S , so dass auch
(S \ {v}) ∪ {w} eine linear unabhängige Teilmenge von V ist.







Der Austauschsatz

Satz (9.4)

Sei V ein K -Vektorraum, S ⊆ V eine linear unabhängige Teilmenge
und E ⊆ V ein Erzeugendensystem. Dann gibt es für jede endliche
Teilmenge T ⊆ S eine Teilmenge F ⊆ E mit der Eigenschaft, dass
|F | = |T | gilt und auch (S \ T ) ∪ F linear unabhängig ist.













Hinreichendes Kriterium für eine Basis

Proposition (9.5)

Sei V ein K -Vektorraum, E ein Erzeugendensystem von V und
B ⊆ E eine maximale linear unabhängige Teilmenge von E . Dann
ist B eine Basis von V .





Gleichmächtigkeit von Basen

Satz (9.6)

Sei V ein endlich erzeugter K -Vektorraum.

(i) In V existiert eine endliche Basis B.

(ii) Für jede Basis B ′ von V gilt |B ′| = |B|, insbesondere ist jede
Basis endlich.

(iii) Ist S ⊆ V linear unabhängig und E ⊇ S ein
Erzeugendensystem von V , dann gibt es eine Basis B ′ mit
S ⊆ B ′ ⊆ E .













Basisergänzungs- und Basisauswahlsatz

Folgerung (9.7)

Sei V ein endlich erzeugter K -Vektorraum.

(i) (Basisergänzungssatz)
Jede linear unabhängige Teilmenge S ⊆ V kann zu einer Basis
von V ergänzt werden.

(ii) (Basisauswahlsatz)
Aus jedem Erzeugendensystem E von V kann man eine Basis
von V auswählen.

• Teil (i) folgt durch Anwendung von Satz 9.6 (iii) auf E = V

• Teil (ii) folgt durch Anwendung von Satz 9.6 (iii) auf S = ∅



Definition der Dimension

Definition (9.8)

Sei V ein K -Vektorraum. Dann ist die Dimension von V definiert
durch

dimK V = dimV =

{
|B| falls B eine endliche Basis von V ist,

∞ falls V nicht endlich erzeugt ist.



Beispiele für die Dimension von Vektorräumen

(i) dimK Kn = n für jeden Körper K und jedes n ∈ N

(ii) dimK Mm×n,K = mn für jeden Körper K und alle m, n ∈ N

(iii) dimK K = 1 für jeden Körper K

(iv) dimRC = 2

(v) dimRC
n = 2n für alle n ∈ N

(vi) dimK{0V } = 0 für jeden Körper K

(vii) dimK K [x ] =∞ für jeden Körper K


