Linearkombinationen eines Tupels von Vektoren

Definition (8.1)

Sei V ein K-Vektorraum, r € INg und (vi, ..., v,) ein Tupel von
Elementen aus V. Wir bezeichnen einen Vektor w € V als

Linearkombination des Tupels, wenn ein Tupel (Aq, ..

existiert, so dass

.
wo = ZA,V,- erfiillt ist.
=1

L) € KT




Definition des erzeugten Untervektorraums

Definition (8.2)
Sei V ein K-Vektorraum und S C V eine beliebige Teilmenge.
Dann bezeichnen wir mit

<S>K = {Z)\kvk ’ rEINo,)\l,...,)\rEK, V1,...,Vr65}
k=1

die Menge aller Linearkombinationen von Tupeln bestehend aus
Vektoren der Menge S. Man nennt (S)x den von S erzeugten oder
aufgespannten Untervektorraum.

v




Definition der linearen Unabhangigkeit eines Tupels

Definition (8.6)

Sei V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen ein Tupel (v, ..., v,) mit
r € INp, bestehend aus Vektoren v, € V, als linear unabhangig,
wenn fiir jedes Tupel (A1,...,A,) € K" die Implikation

Z)\kvk =0y = M=..=X\ =0k erfiillt ist.
k=1

erfiillt ist. Ein Tupel, das nicht linear unabhangig ist, wird linear
abhangig genannt.




Definition der linearen Unabhangigkeit einer Teilmenge

Definition (8.7)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S C V bezeichnen wir
als linear unabhangig, wenn jedes Tupel (v, ..., v,) bestehend aus
lauter Elementen v, der Menge S linear unabhangig
ist.




Kriterien fiir lineare Unabhangigkeit

Proposition (8.9)
Sei V ein K-Vektorraum und S C V eine beliebige Teilmenge.

(i) Genau dann ist S linear abhangig, wenn ein v € S mit
v € (S5\ {v})k existiert.

(ii) Sie ist genau dann linear unabhangig, wenn v ¢ (S\ {v})k
fir alle v € S erfiillt ist.

(iii) Ist S linear unabhingig und v € V' \ (S)k, dann ist auch
S U{v} linear unabhangig.
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Kriterium fiir lineare Unabhangigkeit im K™

Proposition (8.10)
e Seien m,n € IN.
e Sei (v1,...,Vv,) ein Tupel bestehend aus Vektoren v, € K.

o Sei A€ Mmxnk die Matrix mit der Eigenschaft, dass vy
jeweils der k-te Spaltenvektor a.x von A ist, fiir 1 < k < n.

Genau dann ist Tupel , wenn die einzige Losung
des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = Oxm der
Nullvektor Oxn ist.




Definition der Basen eines K-Vektorraums

Definition (9.1)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heiBt Basis von
V., wenn sie und ein von V
ist. Ein Tupel (v1, ..., v,) mit n € INg, bestehend aus Vektoren

v; € V, wird geordnete Basis genannt, wenn {vy,...,v,} aus n
verschiedenen Elementen besteht und eine Basis von V bildet.




Aquivalente Charakterisierungen des Basisbegriffs

Satz (9.2)

Sei V ein K-Vektorraum. Fiir eine Teilmenge B C V sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Sie ist eine Basis von V.
(i) Sie ist ein Erzeugendensystem von V.

(iii) Sie ist eine linear unabhangige Teilmenge von V.
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Beweis von Satz 9.2 (Abschluss)

(iii) = (i) Nach Voraussetzung ist B eine linear unabhangige
Teilmenge von V. Zu zeigen bleibt (B)x = V. Ist dies nicht der
Fall, dann ist (B) eine echte Teilmenge von V. Sei dann

v € V'\ (B)k. Nach Satz 8.9 (iii) ist BN {v} linear unabhingig.
Aber das widerspricht der Voraussetzung, dass B als linear
unabhdngige Teilmenge von V maximal ist. Die Annahme

(B)k # V war also falsch, und folglich ist B ein
Erzeugendensystem von V. *



Das Austauschlemma

Ein K-Vektorraum V wird als endlich erzeugt bezeichnet, wenn
eine endliche Teilmenge S C V mit V = (5)k existiert.

Ziel: Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums haben
gleich viele Elemente.

Sei V ein K-Vektorraum, S C V eine linear unabhangige
Teilmenge und E C V ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es
fiir jeden Vektor v € S\ E ein w € E \ S, so dass auch

(S\ {v})U{w} eine linear unabhingige Teilmenge von V ist.
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