§25. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Definition (25.1)

Sei P C R? eine beliebige Teilmenge. Wir bezeichnen einen Punkt
g € R? als elementar konstruierbar aus P, wenn Punkte

P1, P2, P3, Pa € P mit p1 # p> und p3 # py existieren, so dass auf g
eine der folgenden Aussagen zutrifft.

(1) Der Punkt q ist Schnittpunkt der Geraden durch p; und p;
mit der Geraden durch p3 und ps, wobei die beiden Geraden
aber nicht zusammenfallen.

(2) Der Punkt q ist ein Schnittpunkt des Kreises mit dem
Mittelpunkt p; durch den Punkt po mit der Geraden durch
die Punkte p3 und ps.

(3) Der Punkt q ist ein Schnittpunkt des Kreises mit dem
Mittelpunkt p; durch den Punkt pp mit dem Mittelpunkt p3
durch den Punkt pa.




Mehrschrittige Konstruktionen

Definition (25.2)

Sei P C R2. Wir definieren rekursiv eine Folge (Pp)nen, von
Teilmengen P,, C R? durch folgende Vorschrift: Zunichst setzen
wir Pg = P. Ist nun n € INg und P, bereits definiert, dann
bezeichen wir mit O die Menge der Punkte, die aus P, elementar
konstruierbar sind, und setzen P11 = P, U Q. Die Punkte der
Menge

Pcon = [j Pn
n=0

bezeichnen wir dann als die Menge der aus P konstruierbaren
Punkte.

Es ist Pcon die kleinste Obermenge von P, die abgeschlossen unter
der elementaren Konstruktion von Punkten ist.



Konstruierbare reelle Zahlen

Im weiteren Verlauf sind wir vor allem an einer algebraischen
Interpretation von Py, interessiert. Dazu ordnen wir jeder
Teilmenge P C R? die Teilmenge

Pr = {x[(xy)ePtu{yl(xy)eP}

der reellen Zahlen zu.



Korpereigenschaft der konstruierbaren reellen Zahlen

(i) Ist P eine beliebige Teilmenge mit P 2 {(0,0),(1,0)}, dann
ist (Peon)m €in Zwischenkdrper von R|Q(Pr).

(i) Fir alle a € R mit a € (Peon)r gilt auch € (Peon)R-




Elementare Konstruktion und Erweiterungsgrad

Proposition (25.4)

Sei P C R? eine beliebige Teilmenge und K ein Zwischenkdrper
von R|Q mit (P)r C K. Sei g = (g, qy) aus P elementar
konstruierbar. Dann gilt [K(qgx) : K] < 2 und ebenso auch
[K(ay) : K] <2
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Algebraisches Kriterium fiir die Konstruierbarkeit

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P D {(0,0),(1,0)}. Eine Zahl
a € R liegt genau dann in (Peon )R, wenn eine Korperkette

QPr) = L € L <€ .. € L1 < L

mit a € L, und [Lj41 : Lj] <2 fiir 0 < j < r existiert.

.
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Notwendiges Kriterium fiir die Konstruierbarkeit

Folgerung (25.6)

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P D {(0,0),(1,0)}. Setzen wir
L = Q(Pr), dann ist [L(a) : L] fiir jedes a € (Pcon)Rr €ine
Zweierpotenz .




Die Unmoglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Als Quadratur des Kreises bezeichnet man das Problem, zu einem
gegebenen Kreis in endlich vielen Schritten ein Quadrat mit
demselben Flacheninhalt zu konstruieren.

Folgerung (25.7)

Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.
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Die Unmoglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Unter dem Delischen Problem versteht man die Aufgabe, aus der
Kantenldnge a eines Wiirfels die Kantenldnge eines Wiirfels mit
doppeltem Volumen zu konstruieren.

Folgerung (25.8)

Das Delische Problem ist unldsbar.




Die Unmoglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Als Winkeldreiteilung bezeichnet man die Konstruktionsaufgabe,
zu zwei Geraden, die sich in einem Winkel mit einem Bogenmal «
schneiden, jeweils zwei weitere Geraden zu konstruieren, deren
Schnittwinkel im BogemaB %oz betragt.

Folgerung (25.9)
Die Winkeldreiteilung ist unmoglich.
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Konstruierbarkeit und 2-Potenzgrad

Proposition (25.10)

Sei r € INg und K ein Zwischenkdrper von R|Q mit der
Eigenschaft, dass K|Q eine Galois-Erweiterung und [K : Q] = 2"
ist. Dann gilt K C (Peon)r fiir P = {(0,0), (1,0)}.




Die Konstruierbarkeit der regelmaBigen n-Ecke

Als regelmiaBiges n-Eck bezeichnen wir das Polygon mit den
Eckpunkten P, x = (cos(25T), sin(24%)) mit 0 < k < n.

Die Zahlen der Folge (F,)new, gegeben durch F, = 22" + 1 sind
unter dem Namen Fermat-Zahlen bekannt. Die Primzahlen unter
ihnen werden als bezeichnet. Bisher sind
nur fiinf Fermat-Primzahlen bekannt, namlich Fp = 3, F; = 5,
F2 = 17, F3 = 257 und F4 = 65537.

Sei n € IN mit n > 3. Das regelmaBige n-Eck ist genau dann aus
P = {(0,0),(1,0)} mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
r,s € INg und verschiedene Fermatsche Primzahlen py, ..., ps
existieren, so dass die Gleichung n =2" - p; - ... - ps erfiillt ist.




