










Algebraisches Kriterium für die Konstruierbarkeit

Satz (26.5)

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P ⊇ {(0, 0), (1, 0)}. Eine Zahl
a ∈ R liegt genau dann in (Pcon)R, wenn eine Körperkette

Q(PR) = L0 ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Lr−1 ⊆ Lr

mit a ∈ Lr und [Lj+1 : Lj ] ≤ 2 für 0 ≤ j < r existiert.

Folgerung (26.6)

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P ⊇ {(0, 0), (1, 0)}. Setzen wir
L = Q(PR), dann ist [L(a) : L] für jedes a ∈ (Pcon)R eine
Zweierpotenz .



Die Konstruierbarkeit der regelmäßigen n-Ecke

Als regelmäßiges n-Eck bezeichnen wir das Polygon mit den
Eckpunkten Pn,k = (cos(2kπn ), sin(2kπn )) mit 0 ≤ k < n.

Die Zahlen der Folge (Fn)n∈N0 gegeben durch Fn = 22
n

+ 1 sind
unter dem Namen Fermat-Zahlen bekannt. Die Primzahlen unter
ihnen werden als Fermatsche Primzahlen bezeichnet. Bisher sind
nur fünf Fermat-Primzahlen bekannt, nämlich F0 = 3, F1 = 5,
F2 = 17, F3 = 257 und F4 = 65537.

Satz (26.11)

Sei n ∈ N mit n ≥ 3. Das regelmäßige n-Eck ist genau dann aus
P = {(0, 0), (1, 0)} mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
r , s ∈ N0 und verschiedene Fermatsche Primzahlen p1, ..., ps
existieren, so dass die Gleichung n = 2r · p1 · ... · ps erfüllt ist.















Quadratische Reste und Nichtreste

Definition (27.1)

Sei p eine Primzahl und a ∈ Z. Man nennt a einen quadratischen
Rest modulo p, wenn eine Zahl c ∈ Z mit a ≡ c2mod p existiert.
Andernfalls spricht man von einem quadratischen Nichtrest.



Definition des Legendre-Symbols

Definition (27.2)

Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z . Das Legendre-Symbol
modulo p ist definiert durch

(
a

p

)
=


1 falls a quadratischer Rest modulo p und p - a
0 falls p | a
− 1 falls a quadratischer Nichtrest modulo p.











Elementare Rechenregeln für das Legendre-Symbol

Lemma (27.3)

Sei p eine ungerade Primzahl, und seien a, b ∈ Z. Dann gilt(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
und

(
a

p

)
=

(
b

p

)
falls a ≡ bmod p.



Das Eulersche Kriterium

Satz (27.4)

Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt
(

a
p

)
≡ a(p−1)/2mod p für

alle a ∈ Z mit p - a.



Ergänzungssätze zum Quadratischen Reziprozitätsgesetz

Satz (27.5)

Für jede ungerade Primzahl p gilt(
−1

p

)
= (−1)(p−1)/2 =

{
1 falls p ≡ 1mod 4

−1 falls p ≡ 3mod 4

und(
2

p

)
= (−1)(p

2−1)/8 =

{
1 falls p ≡ 1, 7mod 8

−1 falls p ≡ 3, 5mod 8



Das Quadratische Reziprozitätsgesetz

Satz (27.6)

Für zwei beliebige voneinander verschiedene ungerade Primzahlen
p, q gilt (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2 =

{
1 falls p ≡ 1mod 4 oder q ≡ 1mod 4

−1 falls p ≡ q ≡ 3mod 4.








