
§ 26. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Definition (26.1)

Sei P ⊆ R2 eine beliebige Teilmenge. Wir bezeichnen einen Punkt
q ∈ R2 als elementar konstruierbar aus P, wenn Punkte
p1, p2, p3, p4 ∈ P mit p1 6= p2 und p3 6= p4 existieren, so dass auf q
eine der folgenden Aussagen zutrifft.

(1) Der Punkt q ist Schnittpunkt der Geraden durch p1 und p2
mit der Geraden durch p3 und p4, wobei die beiden Geraden
aber nicht zusammenfallen.

(2) Der Punkt q ist ein Schnittpunkt des Kreises mit dem
Mittelpunkt p1 durch den Punkt p2 mit der Geraden durch
die Punkte p3 und p4.

(3) Der Punkt q ist ein Schnittpunkt des Kreises mit dem
Mittelpunkt p1 durch den Punkt p2 mit dem Mittelpunkt p3
durch den Punkt p4.



Mehrschrittige Konstruktionen

Definition (26.2)

Sei P ⊆ R2. Wir definieren rekursiv eine Folge (Pn)n∈N0 von
Teilmengen Pn ⊆ R2 durch folgende Vorschrift: Zunächst setzen
wir P0 = P. Ist nun n ∈ N0 und Pn bereits definiert, dann
bezeichen wir mit Q die Menge der Punkte, die aus Pn elementar
konstruierbar sind, und setzen Pn+1 = Pn ∪Q. Die Punkte der
Menge

Pcon =
∞⋃
n=0

Pn

bezeichnen wir dann als die Menge der aus P konstruierbaren
Punkte.

Es ist Pcon die kleinste Obermenge von P, die abgeschlossen unter
der elementaren Konstruktion von Punkten ist.



Wichtige geometrische Basiskonstruktionen

I. Konstruktion einer Orthogonalen
durch einen Punkt p0 einer Geraden g

II. Konstruktion einer Parallelen
zu einer Geraden g durch einen Punkt p0 /∈ g

Enthält eine Punktmenge P die Punkte (0, 0) und (1, 0),
so erhält man die x-Achse, indem man die beiden Punkte
verbindet.

Die Orthogonale zur x-Achse durch den Punkt (0, 0)
ist dann die y -Achse.



Konstruierbare reelle Zahlen

Im weiteren Verlauf sind wir vor allem an einer algebraischen
Interpretation von Pcon interessiert. Dazu ordnen wir jeder
Teilmenge P ⊆ R2 die Teilmenge

PR = {x | (x , y) ∈ P} ∪ {y | (x , y) ∈ P}

der reellen Zahlen zu.



Körpereigenschaft der konstruierbaren reellen Zahlen

Satz (26.3)

(i) Ist P eine beliebige Teilmenge mit P ⊇ {(0, 0), (1, 0)}, dann
ist (Pcon)R ein Zwischenkörper von R|Q(PR).

(ii) Für alle a ∈ R+ mit a ∈ (Pcon)R gilt auch
√
a ∈ (Pcon)R.



Elementare Konstruktion und Erweiterungsgrad

Proposition (26.4)

Sei P ⊆ R2 eine beliebige Teilmenge und K ein Zwischenkörper
von R|Q mit (P)R ⊆ K . Sei q = (qx , qy ) aus P elementar
konstruierbar. Dann gilt [K (qx) : K ] ≤ 2 und ebenso auch
[K (qy ) : K ] ≤ 2.











Algebraisches Kriterium für die Konstruierbarkeit

Satz (26.5)

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P ⊇ {(0, 0), (1, 0)}. Eine Zahl
a ∈ R liegt genau dann in (Pcon)R, wenn eine Körperkette

Q(PR) = L0 ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Lr−1 ⊆ Lr

mit a ∈ Lr und [Lj+1 : Lj ] ≤ 2 für 0 ≤ j < r existiert.













Notwendiges Kriterium für die Konstruierbarkeit

Folgerung (26.6)

Sei P eine beliebige Teilmenge mit P ⊇ {(0, 0), (1, 0)}. Setzen wir
L = Q(PR), dann ist [L(a) : L] für jedes a ∈ (Pcon)R eine
Zweierpotenz .



Die Unmöglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Als Quadratur des Kreises bezeichnet man das Problem, zu einem
gegebenen Kreis in endlich vielen Schritten ein Quadrat mit
demselben Flächeninhalt zu konstruieren.

Folgerung (26.7)

Die Quadratur des Kreises ist unmöglich.







Die Unmöglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Unter dem Delischen Problem versteht man die Aufgabe, aus der
Kantenlänge a eines Würfels die Kantenlänge eines Würfels mit
doppeltem Volumen zu konstruieren.

Folgerung (26.8)

Das Delische Problem ist unlösbar.



Die Unmöglichkeit klassischer Konstruktionsaufgaben

Als Winkeldreiteilung bezeichnet man die Konstruktionsaufgabe,
zu zwei Geraden, die sich in einem Winkel mit einem Bogenmaß α
schneiden, jeweils zwei weitere Geraden zu konstruieren, deren
Schnittwinkel im Bogemäß 1

3α beträgt.

Folgerung (26.9)

Die Winkeldreiteilung ist unmöglich.








