
Die Cardanische Formeln

Satz (24.9)

Sei f = x3 + px + q ∈ K [x ], außerdem ∆ = q2 + 4
27p
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und k ∈ {0, 1, 2} so gewählt, dass −3β(ζkγ) = p gilt. Dann sind
α1 = β + ζkγ, α2 = ζ2β + ζk+1γ und α3 = ζβ + ζk+2γ die
Nullstellen von f in L, eventuell mit Vielfachheiten.



Anmerkung zu den Cardanischen Formeln

Auf die Wahl des
”
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verzichtet werden, indem man γ statt dessen durch die
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definiert.







Lösungsformel für Polynome vierten Grades

Satz (24.10)

Sei f = x4 + px2 + qx + r ∈ K [x ], und sei g ∈ K [x ] die kubische
Resolvente von f . Es seien θ1, θ2, θ3 ∈ L̃ die Nullstellen von g ,
eventuell mit Vielfachheiten, und es sei ε ∈ {±1} so gewählt, dass
die Gleichung
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Anmerkung zur Lösungsformel

Ähnlich wie bei den Cardanischen Formeln kann auf die Wahl des

”
richtigen“ Vorzeichens ε verzichtet werden, in dem man an Stelle
von ε

√
−θ3 den Ausdruck γ gegeben durch die Fallunterscheidung

γ =
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in die Formel einsetzt.







Definition der reellen Radikalerweiterungen

Definition (24.11)

Sei K ein Teilkörper von R.

• Wir bezeichnen eine Radikalerweiterung L|K als reelle
Radikalerweiterung, wenn L ⊆ R gilt.

• Die Elemente einer solchen Erweiterungen werde reelle
Radikale genannt.

• Man sagt, ein Polynom f ∈ K [x ] sei durch reelle Radikale
auflösbar, wenn es über einer reellen Radikalerweiterung von
K in Linearfaktoren zerfällt.



Irreduzibilität reiner Gleichungen

Proposition (24.12)

Sei K ein Körper, p eine Primzahl, a ∈ K und f = xp − a ∈ K [x ].
Genau dann ist f in K [x ] irreduzibel, wenn f in K keine Nullstelle
besitzt.







Zwei Hilfsaussagen

Proposition (24.13)

Sei K ein Teilkörper von R, q eine Primzahl und γ ∈ R \ K mit
γq ∈ K . Dann ist das Polynom f = xq − γq ∈ K [x ] irreduzibel,
und es gilt [K (γ) : K ] = q.

Proposition (24.14)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p, wobei L ⊆ R ist. Sei q eine weitere Primzahl und
γ ∈ R ein Element mit γ /∈ K und γq ∈ K . Dann gilt
[L(γ) : K (γ)] = [L : K ] = p.









Zwei weitere Hilfsaussagen

Proposition (24.15)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p mit L ⊆ R. Dann ist L in keiner reellen
Radikalerweiterung von K enthalten.

Lemma (24.16)

Sei K ein Teilkörper von R und L̃|K eine reelle Radikalerweiterung.
Ist M ein Erweiterungskörper von K mit M ⊆ R, dann ist L̃ ·M|M
ebenfalls eine reelle Radikalerweiterung.







Notwendiges Kriterium für reelle Radikalerweiterungen

Satz (24.17)

Sei K ein Teilkörper von R und f ∈ K [x ] irreduzibel mit einem
Zerfällungskörper L ⊆ R. Ist eine Nullstelle von f ein reelles
Radikal, dann ist [L : K ] eine Zweierpotenz.

Folgerung (24.18)

Ist K ein Teilkörper von R und f ∈ K [x ] ein irreduzibles Polynom
mit ausschließlich reellen Nullstellen, dessen Grad keine
Zweierpotenz ist. Dann ist keine Nullstelle von f ein reelles Radikal.








