Die elementarsymmetrischen Polynome

Definition (24.1)

Sei R ein Ring, n € IN und R[xi, ..., xp] der Polynomring iiber R in
n Variablen. Dann bezeichnet man fiir 1 < k < n das Polynom

k
o« = > I

1<i<..<ix<nj=1

als k-tes elementarsymmetrisches Polynom in R[x, ..., X,].




Bedeutung der elementarsymmetrischen Polynome

Sei R ein beliebiger Ring, n € IN und f € R[x] ein normiertes
Polynom n-ten Grades, f = x" + ap_1x""* + ... + aix + ag. Wir
nehmen an, dass f liber R in Linearfaktoren zerfallt, also

f = (x—a1) ...-(x—ap)

mit geeigneten ag, ..., a, € R erfiillt ist. Dann gilt
ax = (—1)" ¥ e,_k(0a, ..., ap) fiir 0 < k < n.




Symmetrische Polynome

Definition (24.3)

Sei R ein beliebiger Ring und n € IN. Wir bezeichnen ein Polynom
f € R[x1, ..., xn] als symmetrisch, wenn o(f) = f fiir alle 0 € S,
erfiillt ist.
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Darstellung der symmetrischen Polynome

Sei K ein Koérper. Ein Polynom f € K|xq, ..., x,] ist genau dann
symmetrisch, wenn ein Polynom g € K|xq, ..., xp] mit
f =g(e1,...,en) existiert.
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Die Diskriminante eines Polynoms

Definition (24.5)

Sei K ein Korper, und sei f € K|[x| gegeben durch
f=c(x—a1) .- (x—ap), mit c e K* und a1, ...,ap € K.
Dann bezeichnet man

A(f) = & J] (ai-ay)

1<i<j<n

als die Diskriminante des Polynoms.
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Algebraische Unabhangigkeit der elementarsymm. Pol.

Proposition (24.6)

Sei K ein Korper. Dann sind die elementarsymmetrischen
Polynome ¢4, ...,e, € K[x1, ..., x5] algebraisch unabhingig. Das
bedeutet: Ist h € K[x1, ..., x| ein Polynom mit h(e1,...,e,) =0,
dann folgt h = Ok.




Die allgemeine Gleichung

Definition (24.7)

Sei K ein Koérper und K|sp, ..., sp—1] ein Polynomring iiber K,
dessen n Variablen mit sg, ..., s,_1 bezeichnet sind. Es sei

F = K(so, ..., Sn—1) der Quotientenkdrper dieses Polynomrings.
Dann bezeichnet man

f o= x"+4+s5 x4+ +sax+s € F[x]

als allgemeines Polynom und die Gleichung f = 0 als allgemeine
Gleichung n-ten Grades iiber dem Koérper K.




Die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung

Satz (24.8)

Sei E ein Zerfillungskorper des allgemeinen Polynoms f iiber F.
Dann ist E|F eine Galois-Erweiterung, mit Gal(E|F) = S,,.
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