
Die elementarsymmetrischen Polynome

Definition (24.1)

Sei R ein Ring, n ∈ N und R[x1, ..., xn] der Polynomring über R in
n Variablen. Dann bezeichnet man für 1 ≤ k ≤ n das Polynom

εk =
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

xij

als k-tes elementarsymmetrisches Polynom in R[x1, ..., xn].



Bedeutung der elementarsymmetrischen Polynome

Satz (24.2)

Sei R ein beliebiger Ring, n ∈ N und f ∈ R[x ] ein normiertes
Polynom n-ten Grades, f = xn + an−1x

n−1 + ...+ a1x + a0. Wir
nehmen an, dass f über R in Linearfaktoren zerfällt, also

f = (x − α1) · ... · (x − αn)

mit geeigneten α1, ..., αn ∈ R erfüllt ist. Dann gilt
ak = (−1)n−kεn−k(α1, ..., αn) für 0 ≤ k < n.



Symmetrische Polynome

Definition (24.3)

Sei R ein beliebiger Ring und n ∈ N. Wir bezeichnen ein Polynom
f ∈ R[x1, ..., xn] als symmetrisch, wenn σ(f ) = f für alle σ ∈ Sn
erfüllt ist.







Darstellung der symmetrischen Polynome

Satz (24.4)

Sei K ein Körper. Ein Polynom f ∈ K [x1, ..., xn] ist genau dann
symmetrisch, wenn ein Polynom g ∈ K [x1, ..., xn] mit
f = g(ε1, ..., εn) existiert.













Die Diskriminante eines Polynoms

Definition (24.5)

Sei K ein Körper, und sei f ∈ K [x ] gegeben durch
f = c(x − α1) · ... · (x − αn), mit c ∈ K× und α1, ..., αn ∈ K .
Dann bezeichnet man

∆(f ) = c2
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)
2

als die Diskriminante des Polynoms.









Algebraische Unabhängigkeit der elementarsymm. Pol.

Proposition (24.6)

Sei K ein Körper. Dann sind die elementarsymmetrischen
Polynome ε1, ..., εn ∈ K [x1, ..., xn] algebraisch unabhängig. Das
bedeutet: Ist h ∈ K [x1, ..., xn] ein Polynom mit h(ε1, ..., εn) = 0,
dann folgt h = 0K .



Die allgemeine Gleichung

Definition (24.7)

Sei K ein Körper und K [s0, ..., sn−1] ein Polynomring über K ,
dessen n Variablen mit s0, ..., sn−1 bezeichnet sind. Es sei
F = K (s0, ..., sn−1) der Quotientenkörper dieses Polynomrings.
Dann bezeichnet man

f = xn + sn−1x
n−1 + ...+ s1x + s0 ∈ F [x ]

als allgemeines Polynom und die Gleichung f = 0 als allgemeine
Gleichung n-ten Grades über dem Körper K .



Die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung

Satz (24.8)

Sei E ein Zerfällungskörper des allgemeinen Polynoms f über F .
Dann ist E |F eine Galois-Erweiterung, mit Gal(E |F ) ∼= Sn.






