Das Kompositum von Korpern

Proposition (24.1)

Ist K ein Korper mit Teilkdrpern L und M, dann gilt
L(M) = M(L).

Man bezeichnet L - M = L(M) = M(L) als das Kompositum der
Korper L und MN in K. Es handelt sich dabei um den kleinsten
Teilkorper von K, der L U M enthalt.




Der Verschiebungssatz der Galoistheorie

Satz (24.2)

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und M|K eine weitere
Korpererweiterung mit der Eigenschaft, dass L und M in einem
gemeinsamen Erweiterungskorper K enthalten sind. Dann sind
auch L- M|M und L|L N M Galois-Erweiterungen, und es gibt einen
Isomorphismus

¢ : Gal(L - M|M) — Gal(L|L N M)

von Gruppen mit ¢(7) = 7|, fiir alle 7 € Gal(L - M|M).
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Definition der Radikalerweiterungen

Definition (24.3)
Eine Radikalerweiterung ist eine endliche Kérpererweiterung L|K
mit folgenden Eigenschaften: Es gibt ein r € INp, eine Kette von
Zwischenkdorpern

K = Lyp ¢ L ¢ .. ¢ L = L,

natiirliche Zahlen ny,...,n, und fiir 1 </ < r Elemente ; € L;, so
dass jeweils Lj = Li_1(v;) und /" € Lj_y erfiillt ist.




" vk 3% AN \ i 4 1
Buped - Os Blued w= Vi + 12

< l\\\

& i € ey ko\»\/lg")\un"@ \'07/ 3 Lo, QQ (/’\X’Q\?\(&'OAI\ ;

| S L= q

| S e a2
2

1\€A‘<k 6"—»P W, =~ 5

\SQ\“ 4« D 21‘(5 “\%'Z‘Ls
\\%“"\ \6‘“\{ ’5\*‘7 ‘V\(‘,=3‘L‘-(=
. Kb
LCW)&\\DM 7—‘2&‘\:‘«;(— el S l;C,, oQo&s W\Q
¥ f
\?m \ st Radiealonoedermg wd- 4= we Ly o,

g |

h




Auflosbarkeit eines Polynoms durch Radikale

Definition (24.4)

Man sagt, ein nicht-konstantes Polynom f € K|[x] ist durch
Radikale auflésbar, wenn eine Radikalerweiterung L|K existiert, so
dass f uber L in Linearfaktoren zerfallt.




Hinreichendes Kriterium fiir die Auflosbarkeit

Sei f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom mit auflésbarer
Galoisgruppe G = Gal(f|K). Dann ist f durch Radikale auflésbar.
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Das Kompositum normaler Erweiterungen

Lemma (24.6)
Seien Li|K und L2|K zwei normale Erweiterungen desselben
Korpers K.

e Dann ist auch die Erweiterung L; N Lp|K normal.

e Sind L und Ly in einem gemeinsamen Erweiterungskorper M

enthalten, dann ist auch L; - Ly|K eine normale Erweiterung,
wobei L - Ly das Kompositum von L; und Ly in M bezeichnet.
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Eigenschaften von Radikalerweiterungen

Proposition (24.7)

(i) Sei L|K eine Radikalerweiterung, K ein algebraischer
Abschluss von K und ¢ : L — K ein K-Homomorphismus.
Dann ist auch o(L)|K eine Radikalerweiterung.

(i) Ein Kompositum zweier Radikalerweiterungen ist eine
Radikalerweiterung.

(iii) Ist L|K eine separable Radikalerweiterung, so gibt es einen
Erweiterungskdrper M von L mit der Eigenschaft, dass M|K
eine Galois-Erweiterung und zugleich eine Radikalerweiterung
ist.
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