
Der Frobenius-Automorphismus endlicher Körper

Erinnerung: Sei p eine Primzahl.

Für jeden Ring R ist durch x 7→ xp ein Endomorphismus
gegeben, der sog. Frobenius-Endomorphismus.

Ist K ein endlicher Körper, dann ist dieser Endomorphismus
auf K sogar ein Automorphismus.

Definition (23.1)

Sei n ∈ N und ϕ der Frobenius-Automorphismus von Fqn . Dann
bezeichnen wir ϕFqn |Fq

= ϕr als den Frobenius-Automorphismus
der Körpererweiterung Fqn |Fq.



Die Galoistheorie endlicher Körper

Satz (23.2)

Sei n ∈ N.

(i) Die Erweiterung Fqn |Fq ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Die Galois-Gruppe G = Gal(Fqn |Fq) wird vom
Frobenius-Automorphismus ϕFqn |Fq

der Erweiterung Fqn |Fq

erzeugt.

(iii) Durch Z/nZ→ G , a + nZ 7→ ϕa ist ein Isomorphismus von
Gruppen definiert.



Die Galoisgruppe von Kreisteilungskörpern

Satz (23.3)

Sei n ∈ N mit n ≥ 2 und G = Gal(Q(ζn)|Q).

(i) Für jedes a ∈ Z mit ggT(a, n) = 1 gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element σa ∈ G definiert durch σa(ζn) = ζan .

(ii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus φn : (Z/nZ)× → G
mit φn(a + nZ) = σa für alle a ∈ Z mit ggT(a, n) = 1.



Verallgemeinerung auf beliebige Grundkörper

Satz (23.4)

Sei n ∈ N mit n ≥ 2, K ein Körper der Charakteristik 0, L|K eine
Körpererweiterung und ζn ∈ L eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist K (ζn)|K eine Galois-Erweiterung, und die Galoisgruppe
G = Gal(K (ζn)|K ) ist isomorph zu einer Untergruppe der primen
Restklassengruppe (Z/nZ)×.









Definition der n-ten Wurzeln

Definition (23.5)

Sei K ein Körper, a ∈ K und n ∈ N. Ein Element α ∈ K wird eine
n-te Wurzel von a genannt, falls αn = a gilt. Im Fall n = 2 spricht
man von Quadrat-, im Fall n = 3 von Kubikwurzeln.

Ein Element α ist also genau dann n-te Wurzel von a, wenn es die
Gleichung xn − a = 0 löst. Eine solche Gleichung wird als reine
Gleichung bezeichnet.



Die Galoisgruppe der reinen Gleichung

Satz (23.6)

Sei n ∈ N mit n ≥ 2 und K ein Körper mit char(K ) - n, was
char(K ) = 0 einschließt. Wir setzen voraus, dass K eine primitive
n-te Einheitswurzel ζ enthält. Weiter sei a ∈ K×, L ein
Erweiterungskörper von K und α ∈ L eine n-te Wurzel von a.

(i) Die Erweiterung K (α)|K ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Sei G die Galoisgruppe von K (α)|K . Dann gibt es einen
Teiler d von n mit der Eigenschaft, dass G isomorph zu
Z/dZ ist.

(iii) Es gilt G ∼= Z/nZ genau dann, wenn das Polynom
f = xn − a in K [x ] irreduzibel ist.













Das Dedekindsche Lemma

Satz (23.7)

Sei H eine Halbgruppe und K ein Körper. Dann ist jede endliche
Menge von Halbgruppen-Homomorphismen H → K× im
K -Vektorraum Abb(H,K ) der Abbildungen H → K linear
unabhängig.









Definition der Lagrangeschen Resolventen

Definition (23.8)

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit einer zyklischen
Galoisgruppe G der Ordnung n, wobei K ein primtive n-te
Einheitswurzel ζ enthält. Sei σ ∈ G ein Element mit G = 〈σ〉.
Dann nennt man für beliebiges α ∈ L das Element

ϑ(σ, α) = α + ζσ(α) + ζ2σ2(α) + ...+ ζn−1σn−1(α)

die Lagrangesche Resolvente von α bezüglich σ.





Zyklische Galois-Erweiterungen und Wurzeln

Satz (23.9)

Sei n ∈ N, K ein Körper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ζ
enthält, und L|K eine Galois-Erweiterung vom Grad n mit
zyklischer Galoisgruppe G . Dann gibt es ein Element ϑ ∈ L mit
L = K (ϑ) und ϑn ∈ K .








