Der Hauptsatz der Galoistheorie

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe

G = Gal(L|K), U die Menge der Untergruppen von G und Z die
Menge der Zwischenkérper von L|K. Dann sind durch die
Zuordnungen

o:U—Z,U—LY und o:Z UM Gal(L|M)

zueinander inverse Bijektionen zwischen I/ und Z gegeben.




Erganzungen zum Hauptsatz der Galoistheorie

(i) Sind Uy, U> € U mit Uy C Us, dann folgt LY+ D LYz,

(i) Sind umgekehrt My, My € Z mit My C M,, dann ist
Gal(L|My) D Gal(L|M>).

(iii) Es gilt 14} =1 16 = K und Gal(L|L) = {id,},
Gal(L|K) = G.

(iv) Ist M ein Zwischenkérper und U = Gal(L|M) die zugehdrige
Untergruppe, dann gilt [L : M] = |U| und [M : K] = (G : U).




Normalteiler und normale Teilerweiterungen

Proposition (21.9)
Sei M ein Zwischenkérper von L|K und U = Gal(L|M) die
zugehorige Untergruppe von G = Gal(L|K). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Erweiterung M|K ist normal.

(ii) Die Untergruppe U ist Normalteiler von G.
In diesem Fall erhalten wir durch o +— ol eine Abbildung

G — Gal(M|K), und diese induziert einen natiirlichen
Isomorphismus G/U = Gal(M|K).




Die Galoisgruppe eines Polynoms

Definition (21.10)

Sei K ein Kérper und f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom,
dessen irreduzible Faktoren alle separabel sind, und sei L ein
Zerfallungskorper von f iiber K. Dann bezeichnet man Gal(L|K)
auch als die Galoisgruppe Gal(f|K) des Polynoms f.




Galoisgruppen als Untergruppen von symm. Gruppen

Sei f € K|[x] ein Polynom wie in Def. (21.10) und L ein
Zerfallungskorper von f iiber K. Seien ag, ..., a, € L die
verschiedenen Nullstellen von f in L. Dann gibt es einen injektiven
Homomorphismus ¢ : Gal(f|K) — S, mit o(ak) = ags) k) fiir
1< k<n.
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Der Frobenius-Automorphismus endlicher Kérper

Erinnerung: Sei p eine Primzahl.

e Fiir jeden Ring R mit char(R) = p ist durch x — xP ein
Endomorphismus von R gegeben, der sog. Frobenius-
Endomorphismus.

@ Ist K dariiber hinaus ein endlicher Kérper, dann ist dieser
Endomorphismus auf K sogar ein Automorphismus.

Sei nun r € N und g = p".

Definition (22.1)

Sei n € IN und ¢ der Frobenius-Automorphismus von IFg». Dann
bezeichnen wir POF gn|Fq = " als den Frobenius-Automorphismus
der Korpererweiterung I gn|IF .
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Die Galoistheorie endlicher Korper

Sei n € IN.

(i) Die Erweiterung IFgn|IF, ist eine Galois-Erweiterung.
(ii) Die Galois-Gruppe G = Gal(IF4n|IF;) wird vom Frobenius-
Automorphismus ¢ _,r, der Erweiterung Fg|IFg erzeugt.
(iii) Durch Z/nZ — G, a+ nZ > 3, o[, ISt €in Isomorphismus
q

von Gruppen definiert. )







