Losung einer Gleichung durch verschachtelte Wurzeln

gegeben: Korper K, Polynom f € K[x] \ K, L Zerfallungskdrper
von f iiber K, G = Gal(L|K) Galoisgruppe der Erwei-
terung, n=[L: K] = |G|

Der Korper K enthalten fiir jeden Primteiler p von n eine primitive
p-te Einheitswurzel, d.h. ein Element (, mit ord((,) = p in K*.

Die Aufldsbarkeit von G liefert in Verbindung mit dem Hauptsatz
der Galoistheorie eine Korperkette

K=L°=L% c (Y c . cVr ciV=19=1L
wobei pj11 = (U; : Ujt1) = [Lj+1 : L] fiir 0 < j < r jeweils eine

Primzahl ist und die Erweiterung L;;1|L; durch Adjunktion einer
pj+1-ten Wurzel zu Stande kommt.



Losung einer Gleichung durch verschachtelte Wurzeln

Allgemeine Vorgehensweise:

Zu Beginn sei j = r — 1. Gegeben seien Elemente aq,...,am
mit der Eigenschaft Lj 11 = L;j(cy;) fiir 1 </ < m. Im Fall

j = r — 1 sind dies die Nullstellen des Polynoms f.

Bestimme ein System von Elementen (1, ..., B¢ mit

Liv1 = Lj(B;) fir 1 <i < ¢, wobei 3; jeweils eine pj;1-te
Waurzel eines Elements aus L; ist. Dies bedeutet, dass die
Elemente v; = 87" in L; liegen.

Bestimme Darstellungen von aj, ..., a;, als Polynomausdriicke
in den Elementen (i, ..., B¢. (In der Regel arbeitet man hierbei
mit sog. Lagrange-Resolventen, siehe §23.)

Im Fall j =1 liegen 71, ...,7¢ im Grundkdrper K, und das
Verfahren ist abgeschlossen.

Ansonsten setze das Verfahren fiir j — 1 mit den Elementen
1, ..., an Stelle von aj, ..., ap, fort.



Allgemeine Gleichung dritten Grades

Ausgangssituation:
f = (x—a)-(x—a)-(x—a3) = x*+px+gq

In diesem Fall hat unsere Korperkette die Form
K=1L% cC I C M=

o Betrachte zunichst die Teilerweiterung L|L** vom Grad 3.

@ Setze B1 = oy + Can + C2a3 und Bo = a1 + Caz + Cas.
Diese Gleichungen kénnen umgestellt werden zu

ar=P1+B2 . a2 =3C%Bi+3(B und az=3(Bi+3C%H.

o Uberpriife: Fiir o = (1 2 3) € A3 und eine primitive dritte
Einheitswurzel ¢ gilt o(81) = (261 und o(B2) = (2. Daraus
folgt, dass L = L*3(1) = L*3(/3;) gilt und dass die Elemente
71 =3 und v2 = B3 in LA liegen.



Allgemeine Gleichung dritten Grades (Forts.)

@ Die Menge {%fyl, %72} bleibt unter der Operation von
S3=1((123),(12)) unverdndert. Also gilt dasselbe fiir die
Koeffizienten des Polynoms

h = (x=gm)(x—%72) = *X*—5(n+r)x+(F)*n%.

Daraus folgt, dass die Koeffizienten im Grundkdrper K

enthalten sind.

@ Durch Rechnung findet man die Gleichungen

P =—3p und S+ 65 =—27q.

Daraus folgt h = x? + gx — 55p> und 71,7 = —3 g + ZLVA
mit A = %q2 + %p3.

@ Insgesamt erhdlt man so fiir a1, ap, a3 die Ausdriicke aus den
Cardanischen Formeln.



Allgemeine Gleichung vierten Grades

Ausgangssituation:
f = (x—a1)-(x—a2)-(x—a3z)-(x—a3) = x*+px®+qgx+r

Die Subnormalreihe S4 O Az O V4 O G D id mit der zweielemen-
tigen Gruppe G, = (o) erzeugt durch o = (1 2)(3 4) liefert die
Korperkette

K=1% C 1™ C IV» Cc 1% C M=,
@ Zunachst betrachten wir die Teilerweiterung L]LC2. Es gilt
o(ai + az) # ai + az und somit L = L2(a; + a3). Das

Element 6 = —(a1 + a3)? = (a1 + a3)(a2 + ag) ist in LS
enthalten.



Allgemeine Gleichung vierten Grades (Forts.)

o Nun betrachten wir die Teilerweiterung L<|L"4. Sei
7 =(13)(2 4). Es gilt 7(a1 + a2) # a1 + a2 und somit
L% = [Y4(a; + ap). Das Element 6; = —(a1 + a2)? =
(1 + a2)(az + ag) ist in LY* enthalten.

e Insgesamt kommen die Erweiterungen L|L% und L%|LY also
durch Adjunktion der Quadratwurzeln v/—01 = a3 + a» und
/=03 = a1 + a3 zu Stande. Setzt 03 = (a1 + a4)?, dann gilt
auBerdem /—03 = a1 + ay. Offenbar kdnnen die Nullstellen
aj des Polynoms durch die Summe von je zwei dieser Quadrat-
wurzeln darstellen.



Allgemeine Gleichung vierten Grades (Forts.)

@ Nun betrachten wir die Teilerweiterung LY4|K. Die Menge
{61,02,03} bleibt unter V4 und p = ((1 2 3)) unverandert,
wegen (V4 U {p}) = S4 also unter der gesamten Gruppe S;.

@ Daraus folgt, dass die Koeffizienten des Polynoms
g = (x—01) (x—02) (x—063)
im Grundkérper K = L enthalten sind.
@ Durch Rechnung findet man
g = x3—2p®+(p®—4r)x+ q¢°.

Dies ist eine kubische Gleichung, die mit den Cardanischen
Formeln gelost werden kann. Wir erhalten eine Darstellung
von 01, 05,03 durch verschachtelte Wurzelausdriicke, und
damit auch eine solche Darstellung fiir a1, as, a3, ag.



Wiederholung: Definition der Galois-Erweiterungen

Definition

Eine Korpererweiterung L|K wird Galois-Erweiterung genannt,
wenn sie normal separabel ist. Die Gruppe

Gal(L|K) = Autk(L)

heiBt dann die Galoisgruppe der Erweiterung L|K.

Ist M ein Zwischenkorper einer galois'schen Erweiterung L|K, dann
ist auch L|M galois'sch.



Eine Kennzeichnung der Galois-Erweiterungen

Eine endliche Korpererweiterung L|K ist genau dann galois’sch,
wenn [L: K] = |Autk(L)| gilt. Insbesondere ist fiir jede Galois-
Erweiterung L|K also die Gleichung |Gal(L|K)| = [L : K] erfiillt.




§22. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Sei L|K eine Galois-Erweiterung und M ein Zwischenkdorper.

bereits bekannt: Dann ist auch L|M eine Galois-Erweiterung.
Seien G = Gal(L|K) und U = Gal(L|M) die zugehdrigen
Galoisgruppen.

leicht zu iiberpriifen:
Dann ist U eine Untergruppe von G.



Der Fixkorper einer Gruppe von Automorphismen

Definition (22.1)

Sei L ein Kérper und G eine Untergruppe von Aut(L). Dann nennt
man L¢® = {a € L|o(a) =a V o € G} den Fixkdrper von G.

@ Wie man leicht iiberpriift, handelt es sich bei L¢ tatsichlich
um einen Teilkorper von L.

@ Ist insbesondere L|K eine Galois-Erweiterung und U eine
Untergruppe von G = Gal(L|K), dann ist LY ein Teilkdrper
von L, dariiber hinaus ein Zwischenkérper von L|K.



Die Definition der Galois-Korrespondenz

Sei L|K eine Galois-Erweiterung und G = Gal(L|K).
Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen

e Die Zuordnung M — Gal(L|M) ist eine Abbildung von der
Menge Z der Zwischenkdrper von L|K in die Menge U der
Untergruppen von G.

@ Die Zuordnung U ~ LY ist eine Abbildung von U nach Z.
Unser Hauptziel in diesem Kapitel ist der Nachweis, dass im Fall

einer Galois-Erweiterung L|K diese Abbildungen bijektiv
und zueinander invers sind.



Vorbereitungen zum Beweis des Haupsatzes

Proposition (22.2)

Sei L ein Korper, G < Aut(L) eine endliche Untergruppe und
K = L der zugehdrige Fixkorper.

(i) Sei @ € Lund G(a) = {o(«) | ¢ € G}. Sind ay, ..., a, die
verschiedenen Elemente der Menge G(«), dann ist das
Polynom f = []7_;(x — «;) das Minimalpolynom 4
von « liber K.

(i) Die Erweiterung L|K ist galoissch.
(iii) Die Erweiterung L|K ist endlich.
(iv) Es gilt G = Gal(L|K).
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Eine weitere Kennzeichnung der Galois-Erweiterungen

Folgerung (22.3)

Sei L|K eine endliche Korpererweiterung und G = Autgk(L).
Genau dann ist L|K galois'sch, wenn erfillt ist.
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Der Hauptsatz der Galoistheorie

Satz (22.4)
Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe
G = Gal(L|K), I/ die Menge der Untergruppe von G und
die Menge der Zwischenkdrper von L|K. Dann sind durch die
Zuordnungen

p:U—-Z,U—LY und Y:Z-U, M- Gal(L|M)

zueinander inverse Bijektionen zwischen I/ und Z gegeben.
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Erganzungen zum Hauptsatz der Galoistheorie

Satz (22.5)
(i) Sind Uy, U> € U mit Uy C Us, dann folgt LY+ D LYz,

(i) Sind umgekehrt My, My € Z mit My C Ma, dann ist
Gal(L|My) D Gal(L|M>).

(iii) Es gilt 14} =1 16 = K und Gal(L|L) = {id,},
Gal(L|K) = G.

(iv) Ist M ein Zwischenkérper und U = Gal(L|M) die zugehdrige
Untergruppe, dann gilt [L : M] = |U| und [M : K] = (G : U).
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Normalteiler und normale Teilerweiterung

Proposition (22.6)

Sei M ein Zwischenkérper von L|K und U = Gal(L|M) die
zugehdrige Untergruppe von G = Gal(L|K). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Erweiterung M|K ist normal.
(ii) Die Untergruppe U ist Normalteiler von G.
In diesem Fall erhalten wir durch o — o|p eine Abbildung

G — Gal(M|K), und diese induziert einen natiirlichen Isomor-
phismus G/U = Gal(M|K).




