
Elementarsymmetrische Polynome

Definition (21.3)

Sei R ein Ring, n ∈ N und R[x1, ..., xn] der Polynomring über R in
n Variablen. Dann bezeichnet man für 1 ≤ k ≤ n das Polynom

εk =
∑

1≤i1<...<ik≤n

k∏
j=1

xij

als k-tes elementarsymmetrisches Polynom in R[x1, ..., xn].



Koeffizienten und elementarsymm. Polynome

Satz (21.4)

Sei R ein beliebiger Ring, n ∈ N und f ∈ R[x ] ein normiertes
Polynom n-ten Grades, f = xn + an−1x

n−1 + ...+ a1x + a0. Wir
nehmen an, dass f über R in Linearfaktoren zerfällt, also

f = (x − α1) · ... · (x − αn)

mit geeigneten α1, ..., αn ∈ R erfüllt ist. Dann gilt
ak = (−1)n−kεn−k(α1, ..., αn) für 0 ≤ k < n.



Symmetrische Polynome

Definition (21.5)

Sei R ein beliebiger Ring und n ∈ N. Wir bezeichnen ein Polynom
f ∈ R[x1, ..., xn] als symmetrisch, wenn σ(f ) = f für alle σ ∈ Sn
erfüllt ist.



Der Hauptsatz über symmetrische Polynome

Satz (21.6)

Sei K ein Körper. Ein Polynom f ∈ K [x1, ..., xn] ist genau dann
symmetrisch, wenn ein Polynom g ∈ K [x1, ..., xn] mit

f = g(ε1, ..., εn) existiert.



Algebraische Unabhängigk. der elementarsymm. Polynome

Proposition (21.8)

Sei K ein Körper. Dann sind die elementarsymmetrischen
Polynome ε1, ..., εn ∈ K [x1, ..., xn] algebraisch unabhängig. Das
bedeutet: Ist h ∈ K [x1, ..., xn] ein Polynom mit h(ε1, ..., εn) = 0,
dann folgt h = 0K .

Beweisskizze: Sei h =
∑

g∈Λ cgg eine Darstellung des Polynoms
h als Summe seiner Terme. Laut Annahme gilt∑

g

cgg(ε1, ..., εn) = 0.

Für verschiedene g ∈ Λ haben g(ε1, ..., εn) verschiedene Leitterme.
Daraus folgt, dass zumindest ein Term der Summe durch die ande-
ren nicht aufgehoben werden kann.



Operation der symmetrischen Gruppe auf Polynomen

Die symmetrische Gruppe Sn operiert auf natürliche Weise auf
dem Polynomring K [x1, ..., xn] über einem beliebigen Grund-
körper K .

Diese Operation kann auf den Quotientenkörper K (x1, ..., xn)
fortgesetzt werden. Auf diese Weise wird jedem σ ∈ Sn ein
Automorphismus des Körpers K (x1, ..., xn) zugeordnet.

Ist nun U eine beliebige Untergruppe von Sn, dann wird

K (x1, ..., xn)U = {f ∈ K (x1, ..., sn) | σ(f ) = f für alle σ ∈ U}

als Fixkörper von U bezeichnet.

Die Elemente des Polynomrings K [x1, ..., xn], die zugleich im
Fixkörper K (x1, ..., xn)Sn liegen, sind genau die symmetrischen
Polynome.



Definition der allgemeinen Gleichung

Definition (21.9)

Sei K ein Körper und K [s0, ..., sn−1] ein Polynomring über K ,
dessen n Variablen mit s0, ..., sn−1 bezeichnet sind. Es sei
F = K (s0, ..., sn−1) der Quotientenkörper dieses Polynomrings.
Dann bezeichnet man

f = xn + sn−1x
n−1 + ...+ s1x + s0 ∈ F [x ]

als allgemeines Polynom und die Gleichung f = 0 als allgemeine
Gleichung n-ten Grades über dem Körper K .





Die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung

Satz (21.10)

Sei E ein Zerfällungskörper des allgemeinen Polynoms f über F .
Dann ist E |F eine Galois-Erweiterung, mit Gal(E |F ) ∼= Sn.









... und schließlich auf F̃ (x1, ..., xn) = Ẽ fortgesetzt werden kann.



Sätze der Galoistheorie (Ausblick)

(1) Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und G = Gal(L|K )
die zugehörige Galoisgruppe. Genau wie wir es oben mit den
Untergruppen von Sn getan haben, kann man auch jeder
Untergruppe U ≤ G einen Fixkörper

LU = {α ∈ L | σ(α) = α ∀σ ∈ U}

zuordnen. Es handelt sich dabei um eine Zwischenkörper von
L|K . Der Hauptsatz der Galoistheorie besagt, dass durch
U 7→ LU eine bijektive Korrespondenz zwischen den
Untergruppen von G und den Zwischenkörpern von L|K
besteht.



Sätze der Galoistheorie (Ausblick)

(2) Die Untergruppenstruktur von G enthält die gesamte
Information über die Zwischenkörperstruktur von L|K .
Insbesondere gilt: Sind U ⊆ V beides Untergruppen von G ,
dann ist LU |LV eine Teilerweiterung von L|K . Dabei gilt
(V : U) = [LU : LV ], und es gilt U E V genau dann, wenn
LU |LV eine normale Erweiterung ist.



Sätze der Galoistheorie (Ausblick)

(3) Besonders interessant ist für uns der Fall, dass U E V gilt,
(V : U) gleich einer Primzahl p ist und der Körper K eine
primitive p-te Einheitswurzel enthält. Dann entsteht die
Erweiterung LU |LV durch Adjunktion einer p-ten Wurzel. Es
gibt also ein Element γ ∈ LU mit der Eigenschaft, dass
LU = LV (γ) und γp ∈ LV gilt. Ein solches Element α kann
explizit bestimmt werden.

Aus diesen Ergebnissen werden wir ableiten, dass sich genau dann
alle Elemente von L als Wurzelausdrücke in geeigneten Elementen
des Grundkörpers K darstellen lassen, wenn die Gruppe G
auflösbar ist.





Daraus folgt insgesamt, dass jedes Element aus L als
verschachtelter Wurzelausdruck über K dargestellt werden kann.












