Ausblick: Die Cardanischen Formeln

Seien K ein Korper mit char(K) # 2,3 und p,q € K, L ein algebraisch

abgeschlossenener Erweiterungskorper, ¢ = —% + % —3 und auBerdem
- +Lp3 falls 3=0
A L T T
falls 8 # 0.

Dann sind die drei Nullstellen des Polynoms f = x3 + px + g € K[x],
eventuell mit Vielfachheiten, geben durch

=B+ , a=(B+¢y und az=(CB+(y.




Wiederholung: Algebraische Korpererweiterungen

o Korpererweiterung L|K = Paar (K, L), wobei L einen Korper
und K einen Teilkorper von L bezeichnet
Beispiele: (i) R|Q (i) IF4|FF2, wobei

F4 =Fs(a)={0,1,a,a+ I} mita’+a+1=0

o Erweiterungsgrad [L : K] = Dim. von L als K-Vektorraum
o Moglichkeiten zur Bestimmung des Erweiterungsgrades

(i) Gradformel: [L: K]=[L: M]-[M: K]
falls M ein Zwischenkdrper von L|K ist

(i) Minimalpolynom: [K(«) : K] = grad(f)
falls o algebraisch iiber K und f = piq k ist



Wiederholung: Algebraische Korpererweiterungen (Forts.)

e Eine Korpererweiterung L|K wird endlich genannt, wenn
[L: K] endlich ist.

e Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

e Es gibt unendliche algebraische Erweiterungen (zum Beispiel
IF?,lg\IFp, wobei F?,lg den algebraischen Abschluss von F,
bezeichnet).

e Jede endlich erzeugte algebraische Erweiterung ist endlich.

e Ist « € L algebraisch iiber K und n = [K(«) : K], dann gilt

K(a) = {ao+ala+...+an_1a”_1 ‘ ag, a1, ..., dn—1 € K}.



Wiederholung: Fortsetzung von Koérperhomomorphismen

Sei L|K eine endliche und M|K eine beliebige Kérperweiterung.

o K-Homomorphismus = Kérperhomomorphismus L — M,
der idk : K — K fortsetzt

e Eindeutigkeit: Ist L = K(ayq, ...cr,), dann ist jeder
K-Homomorphismus o : L — M durch o(ay) mit
1 < k < r eindeutig festgelegt.

e Bedingung: Ist 0 : L — M ein K-Homomorphismus, o € L,
und f € K[x] mit f(a) =0, dann folgt f(c(a)) = 0.

e Existenz: Ist f € K[x] ein Polynom, und ac € L
mit f(a) = 0, dann ist die Anzahl der K-Homomorphismen
K(a) — M gleich der Anzahl der Nullstellen von f in M.



Wiederholung: Normale Korpererweiterungen

e Eine normale Korpererweiterung ist eine algebraische
Erweiterung L|K mit der Eigenschaft, dass jedes
Polynom f € K|[x], das in L eine Nullstelle besitzt, iiber L in
Linearfaktoren zerfallt.

° jede Erweiterung vom Grad 2

o Gegenbeispiel: Q(v/2)|Q

e Ein Zerfallungskorper eines Polynoms f € K|[x] liber einem
Korper K ist ein Erweiterungskorper L von K,
iber dem f in Linearfaktoren zerfdllt. (Dabei bedeutet die
Minimalitat, dass L liber K durch die Nullstellen von f in L

wird.)



Wiederholung: Normale Korpererweiterungen (Forts.)

e Eine endliche Kérpererweiterung L|K ist genau dann normal,
wenn L Zerfallungskorper eines Polynoms f € K|[x] liber K
ist.

e Eine algebraische Korpererweiterung L|K ist genau dann
normal, wenn L Zerfdllungskorper einer S C K[x]
von Polynomen iiber K ist.

e Ist Sk C K|[x] die Menge aller nicht-konstanten Polynome,
dann erhalt man als Zerfillungskorper von Sk iiber K den
algebraischen Abschluss von K.



wichtige Anwendung:

Existenz und Eindeutigkeit der endlichen Korper

@ Ist p eine Primzahl und n € IN, dann existiert ein Korper I n
mit p" Elementen.

@ Dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

@ Es handelt sich um den Zerfallungskérper des Polynoms
f = xP" — x € Fp[x] iiber . (Genauer gesagt Fpn
aus den p" verschiedenen Nullstellen von f.)

e Fiir alle m,n € N gilt F,m C IFn genau dann, wenn m ein
Teiler von n ist.

o Der algebraische Abschluss 52 von I, hat die Form
o0
g _
Fe = |JFp.
n=1
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Definition der Galois-Erweiterungen und Galoisgruppen

Definition (21.1)

Eine Korpererweiterung L|K wird Galois-Erweiterung oder auch
galois'sche Erweiterung genannt, wenn sie normal und separabel
ist. Die Gruppe Gal(L|K) = Autk(L) heiBt dann die Galoisgruppe
der Erweiterung L|K.
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