
Der Separabilitätsgrad einer Erweiterung

Satz (19.8)

Sei L|K eine endliche Erweiterung und K̃ ein algebraisch
abgeschlossener Erweiterungskörper von L. Dann gilt

|HomK (L, K̃ )| ≤ [L : K ]

mit Gleichheit genau dann, wenn die Erweiterung L|K separabel ist.

Definition (19.9)

Sei L|K eine endliche Erweiterung und K̃ ein algebraisch
abgeschlossener Erweiterungskörper von L. Dann nennt man

[L : K ]sep = |HomK (L, K̃ )|

den Separabilitätsgrad der Erweiterung L|K .









Das Minimalpolynom über einem Zwischenkörper

Lemma (19.10)

Sei L|K eine einfache algebraische Erweiterung, also L = K (α) für
ein α ∈ L. Sei M ein Zwischenkörper von L|K und

f = µα,M = xn +
n−1∑
i=0

aix
i ∈ M[x ]

das Min.-polynom von α über M. Dann gilt M = K (a0, ..., an−1).







Charakterisierung der einfachen Erweiterungen

Satz (19.11)

Eine endliche Erweiterung L|K besitzt genau dann nur endlich viele
Zwischenkörper, wenn sie einfach ist.

Folgerung (19.12)

Jede endliche, separable Erweiterung L|K besitzt nur endlich viele
Zwischenkörper.









§ 20. Kreisteilungspolynome

Definition (20.1)

Sei n ∈ N. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element ζ ∈ C mit
ζn = 1. Mit µn bezeichnen wir die Menge aller n-ten
Einheitswurzeln. Es handelt sich um eine Untergruppe von C×.

Lemma (20.2)

Sei k ∈ Z. Genau dann gilt µn = ⟨ζkn ⟩, wenn ggT(k, n) = 1 ist.





Korrektur: Beweis von Lemma 20.2



Definition der Kreisteilungspolynome

Definition (20.3)

Sei n ∈ N, n ≥ 2.

Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element ζ ∈ µn

mit µn = ⟨ζ⟩.
Wir bezeichnen mit µ×

n ⊆ µn die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln.

Das Polynom Φn ∈ C[x ] gegeben durch

Φn =
∏
ζ∈µ×

n

(x − ζ)

wird das n-te Kreisteilungspolynom genannt.





Die Ganzzahligkeit der Kreisteilungspolynome

Aus technischen Gründen setzen wir Φ1 = x − 1, obwohl wir
für n = 1 keine primitiven n-ten Einheitswurzeln definiert
haben.

Für alle n ∈ N ist φ(n) = gradΦn.

Lemma (20.4)

Für alle n ∈ N gilt xn − 1 =
∏

d |n Φd , wobei d die natürlichen
Teiler von n durchläuft.






