Riickblick auf die ersten beiden Vorlesungswochen (§1)

Gruppendefinition und Beispiele

(abelsche Gruppen als Bestandteile algebraischer Strukturen,
Permutationsgruppen, lineare Gruppen, Bewegungs- und
Symmetriegruppen)

Halbgruppen und Monoide

(Die invertierbaren Elemente eines Monoid bilden mit der
eingeschrankten Verkniipfung eine Gruppe.)

wichtiges Ziel:

Klassifikation der Gruppen einer bestimmten Ordnung
(Elementezahl)

Potenzen in Gruppen, Rechenregeln, multiplikative und
additive Schreibweise



Riickblick auf die ersten beiden Vorlesungswochen (§2)

Definition der Untergruppen, Beispiele

Definition der von einer Teilmenge S C G erzeugten
Untergruppe (S)

zyklische und endlich erzeugte Gruppen

Erzeugendensysteme der Permutationsgruppen
Aquivalenzrelationen und Zerlegungen

Satz von Langrange: Ist G eine endliche Gruppe und U eine
Untergruppe, dann ist |U| ein von |G|.

(Grund: Die Menge G kann in endlich viele Teilmengen zerlegt
werden, die alle genauso viele Elemente besitzen wie U, nam-
lich in die Linksnebenklassen gU, wobei g ein Reprasentanten-
system von G/U durchlauft.)



§ 3. Zyklische Gruppen

Definition (3.1)
Sei G eine Gruppe.

o Die Anzahl |G| der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt.

@ Ist g € G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir
ord(g) = |(g)| als die Ordnung von g.




Die Elemente einer zyklischen Gruppe

Sei G eine Gruppe, g € G und m € IN mit g” = eg. Dann ist die
von g erzeugte Untergruppe gegeben durch

(g0 = {g'|0<r<mj.
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Charakterisierung der Elementordnung

Satz (3.3)
Sei G eine Gruppe und g € G ein beliebiges Element. Dann sind

fiir jedes n € IN die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) n=ord(g)

(ii) Es gibt ein m € IN mit g™ = eg, und dariiber hinaus ist n
die minimale natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft.

(iii) Fir alle m € Z gilt g™ = e genau dann, wenn m ein
Vielfaches von n ist.
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Korrektur: in der sechsten Zeile ersetze ,, (iii)* durch , (i) = (i)"
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Die Elemente einer zyklischen Gruppe

Folgerung (3.4)
Sei G eine Gruppe. Besitzt g € G die endliche Ordnung n, dann

sind durch

2 n—1
€G,8,8 ,--»8

die n verschiedenen Elemente der zyklischen Gruppe (g) gegeben.




Elemente unendlicher Ordnung

Satz (3.5)
Ist G eine Gruppe und g € G, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.
(i) ord(g) = oo
(ii) Es gibt kein n € IN mit g" = eg.
(i) Die Abbildung ¢ : Z — G, k — gk ist injektiv.
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Definition von ggT und kgV

Seien a1, ...,a, € Z.

@ Eine Zahl d € IN heiBt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen,
wenn d | a, fir 1 < k < r gilt.

@ Man nennt d den gréBten gemeinsamen Teiler dieser Zahlen
und schreibt d = ggT(ay, ..., ar), wenn d’|d fiir jeden
gemeinsamen Teiler d’ von ay, ..., a, gilt.

@ Zwei Zahlen a und b werden als teilerfremd bezeichnet,
wenn ggT(a, b) = 1 ist.

@ Eine natiirliche Zahl d € IN heiBt gemeinsames Vielfaches von
ai,...,ar, wenn ay | d fir 1 < k < r gilt, und kleinstes
gemeinsames Vielfaches (Notation d = kgV(ay, ..., a,)), wenn
d | d’ fiir jedes gemeinsame Vielfache d’ dieser Zahlen erfiillt
ist.



Die Ordnung der Permutationen

SeineNundo € S,.

(i) Ist o ein k-Zykel (2 < k < n), dann gilt ord(o) = k.
(ii) Ist o ein Element vom Zerlegungtyp (ki, ..., k;), dann gilt
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Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil |

Satz (3.7)

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer
gilt: Sei G eine zyklische Gruppe, g ein Element mit G = (g) und
U eine Untergruppe # {eg}. Dann gibt es ein m € IN mit

u = (g").

Ist ord(g) = n endlich, dann kann die Zahl m so gewahlt werden,
dass sie ein Teiler von n ist.
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