Die Bewegungsgruppen

Erinnerung:
@ Eine Bewegung im R" ist eine Abbildung ¢ : R" — R" mit
fir alle v,w € R".
@ Ist ¢ eine Bewegung, dann gibt es eindeutig bestimmte
u€ R"und A € O(n), so dass ¢(v) = u+ Av fiir alle

v € R" gilt.
@ Ist det(A) = +1, dann spricht man von einer
orientierungserhaltenden, im Fall det(A) = —1 von einer

orientierungsumkehrenden Bewegung.

Definition (1.5)

Die Menge der Bewegungen im R" bildet zusammen mit der
Komposition eine Gruppe, die wir mit B, bezeichnen. Die
orientierungserhaltenden Bewegungen bilden ebenso eine Gruppe;
diese bezeichnen wir mit B;}.




Die Symmetriegruppe einer Menge T C R"

Definition (1.5)

Die Menge der Bewegungen im R" bildet zusammen mit der
Komposition eine Gruppe, die wir mit 3, bezeichnen. Die
orientierungserhaltenden Bewegungen bilden ebenso eine Gruppe;
diese bezeichnen wir mit B}

Definition (1.6)
Ist T C R" eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnet man

Sym(T) = {¢eB,|o(T)=T}

als Symmetriegruppe von T. Die Elemente von
Sym™(T) = Sym(T) N B, bezeichnet man als
orientierungserhaltende Symmetrien der Menge T.




Die Diedergruppen

Definition (1.7)

Sei n € IN mit n > 3, und fiir 0 < k < n sei der Punkt P, € R?
gegeben durch

Pok = (cos(%),sin(%)) :

Dann bezeichnen wir die konvexe Hiille der endlichen Punktmenge
{Pnk|0< k< n}

als das regelmaBiges Standard-n-Eck A,. Die Symmetriegruppe
D, = Sym(A,) wird die n-te Diedergruppe genannt.
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Definition der Plantonischen Korper

Zwei Teilmengen S, T C R3 werden als kongruent bezeichnet,
wenn ein ¢ € B, mit ¢(S) = T existiert.

Definition (1.8)

Ein nicht ausgeartetes Polytop im R3 bezeichnet man als regulir
oder auch als Platonischen Korper, wenn all seine Seiten
zueinander kongruente n-Ecke sind und sich an jeder
Ecke dieselbe Anzahl von Seiten treffen.




Platonische Koérper - Tetraeder




Platonische Korper - Oktaeder




Platonische Korper - Wiirfel




Platonische Koérper - Dodekader




Platonische Koérper - lkosaeder




Die Symmetriegruppen der platonischen Kérper

Definition (1.9)

Bezeichnet T einen beliebigen Tetraeder, dann nennt man Sym(T)
eine Tetraedergruppe und Sym™(T) eine eigentliche
Tetraedergruppe. Ist O ein Oktaeder, dann wird Sym(Q) eine
Oktaedergruppe und Sym™(Q) eine eigentliche Oktaedergruppe.
Entsprechend werden (eigentliche) Wiirfelgruppen,
Dodekaedergruppen und lkosaedergruppen definiert.




AuBeres direktes Produkt

Definition (1.10)

Seien G und H Gruppen. Dann bildet das kartesische Produkt
G x H mit der Verkniipfung * gegeben durch

(g1, h1) * (g2, ) = (g1, Mmh2)

fiir alle (g1, h1), (g2, h2) € G x H ebenfalls eine Gruppe. Man
nennt sie das (duBere) direkte Produkt von G und H. Sind G
und H abelsch, dann gilt dasselbe fiir (G x H, %).
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Halbgruppen und Monoide

Definition (1.11)

(i) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, *) bestehend aus einer

nichtleeren Menge G und einer assoziativen Verkniipfung x
auf G.

(ii) Ein Element e € G der Halbgruppe wird als Neutralelement
bezeichnet, wenn exa=aund axe = afiiralle ac G
erfiillt ist.

(iii) Eine Halbgruppe mit mindestens einem Neutralelement
bezeichnet man als Monoid.

Jede Halbgruppe besitzt hochstens ein Neutralelement.



Invertierbare Elemente in einem Monoid

Definition (1.12)

Sei (G, *) ein Monoid mit dem Neutralelement eg. Ein Element
g € G wird invertierbar in (G, %) genannt, wenn ein h € G mit
g *x h= hx g = eg existiert. Man nennt h in diesem Fall ein
Inverses von g.




Rechenregeln fiir invertierbare Elemente

Proposition (1.13)
Sei (G, *) ein Monoid.

(i) Jedes Element g € G besitzt hochstens ein Inverses; sofern
es existiert, wird es mit g~! bezeichnet.

(ii) Seien g, h € G invertierbare Elemente. Dann sind auch die
Elemente g * h und g~ invertierbar, und es gilt
(gxh)t=h"Txgtund (g7) " =g

(iii) Das Neutralelement eg ist invertierbar, und es gilt ec! = eg.

v
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Unter einer Verkniipfung abgeschlossene Mengen

Definition (1.14)

Sei (X, o) eine Menge mit einer Verkniipfung. Eine Teilmenge

U C X wird abgeschlossen unter o genannt, wenn fiir alle x,y € U
auch das Element xo y in U liegt.




Die Gruppe der invertierbaren Elemente

Satz (1.15)

Sei (G, *) ein Monoid und G* C G die Teilmenge der
invertierbaren Elemente. Dann ist G* abgeschlossen unter der
Verkniipfung *, und (G*, *¢gx ) ist eine . Das Neutral-
“element eg von G ist zugleich das Neutralelement von

(GX, *Gx )




Der Isomorphiebegriff

Definition (1.16)

Man bezeichnet zwei Gruppen (G, -) und (H, %) als isomorph und
schreibt , wenn eine bijektive Abbildung ¢ : G — H
existiert, so dass

og-g") = o(g)*o(g)

fiir alle g, g’ € G erfiillt ist.




Beispiele fiir Isomorphien (Beweise folgen)

(i) Es gilt Z/157Z = 7,/37 x Z7./5Z
(ii) Jede Diedergruppe D, (mit n > 3) ist isomorph zu einer
2n-elementigen Untergruppe von S,,.

(iii) Fur die Symmetriegruppen des Tetraeders gilt
Sym™(T) = A4 und Sym(T) = 5.

(iv) Es gilt Sym™(0Q) & Sym™ (W) = S, und
Sym(0) = Sym(W) = S4 x Z/27Z fir die
Symmetriegruppen von Wiirfel und Oktaeder.

(v) Fiir die Symmetriegruppen von Dodekaeder und lkosaeder
gilt Sym™ (D) = Sym™(I) & As und
Sym(D) = Sym(I) = As x Z/27.



Das Klassifikationsproblem

Definition (1.17)

Das Kilassifikationsproblem fiir endliche Gruppen kann
folgendermaBen formuliert werden: Gegeben ein n € IN, bestimme
alle Gruppen mit n Elementen bis auf Isomorphie.

Damit ist gemeint: Bestimme eine Zahl r(n) und Gruppen
Gi, Gy, ..., Gy mit der Eigenschaft, dass jede Gruppe G mit
|G| =nzu dieser Gruppen isomorph ist.




Ergebnisse der Klassifizierung

Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir zeigen

@ Ist p eine Primzahl, dann ist jede Gruppe G mit |G| = p
isomorph zu Z/pZ. Es gilt also r(p) = 1.

e Fiir jede Primzahl p gilt: Jede Gruppe G mit |G| = p? ist
entweder isomorph zu Z/p?Z. oder isomorph zu
7./pZ x 7./ pZ. Es gilt also r(p?) = 2.

o Fiir jede ungerade Primzahl p gilt auBerdem: Jede Gruppe der
Ordnung 2p ist entweder isomorph zu Z/2pZ. oder zur
Diedergruppe D,. Es gilt also auch r(2p) = 2.



Gruppen der Ordnung < 15 bis auf Isomorphie

|

‘ r(n) ‘ Gruppen bis auf Isomorphie

7]1Z

7.]27.

737

7.J47, 7.]27. x 7.]27,

7./57.

ZJ6Z, S;

777

I N[O OB W NS

=N

7./87, 7.]A7 x 7./]27., (Z./2Z7)3, Dy, Qg




Gruppen der Ordnung < 15 bis auf Isomorphie (Forts.)

| n [ r(n) | Gruppen bis auf Isomorphie

9 2 |Z/9Z, /37 x 7Z./3Z

10| 2 | Z/10Z, Ds

11| 1 |Z/11Z

12| 5 |Z/12Z, 7.J27 x Z./6Z, Do, A4, Z./3Z x Z./4Z
13| 1 |Z/13Z

14| 2 |Z/14Z, D;

15| 1 | Z/15Z




