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Zusammenfassung

Algebraische Strukturen wie Gruppen, Ringe und Korper bilden die unverzichtbare Grundlage fiir jedes
Teilgebiet der Mathematik, angefangen beim Losen elementarer zahlentheoretischer Probleme oder al-
gebraischer Gleichungen, iiber die Klassifikation diskreter geometrischer Strukturen und topologischer
Raume bis hin zu fortgeschrittenen Bereichen wie der Algebraischen Geometrie oder der Harmonischen
Analysis. Auch in vielen Anwendungsgebieten, in der Informatik beispielsweise in der Kryptographie
und in der Theorie der Programmiersprachen, innerhalb der Physik etwa in der Klassischen Mechanik,
der Quantenmechanik und der Elementarteilchenphysik, spielen sie eine wichtige Rolle.

Jeder der drei oben genannten algebraischen Strukturen ist ein eigener Vorlesungsteil gewidmet, wobei
wir allerdings den theoretischen Konzepten, die in allen drei Gebieten auftreten (zum Beispiel Faktor-
strukturen und Homomorphiesatze), besondere Beachtung schenken. Beim Aufbau der Gruppentheorie
orientieren uns unter anderem am sog. Klassifikationsproblem, bei dem wir vor allem durch die zuletzt
behandelten Sylowsétze noch entscheidende Fortschritte erzielen. Bei der Ringtheorie stehen als Moti-
vation vor allem Probleme der klassischen Zahlentheorie im Vordergrund. Im letzten Teil der Vorlesung
befassen wir uns mit der Theorie der algebraischen Kérpererweiterungen. Den kronenden Abschluss der
Algebra wird die (im Sommersemester behandelte) Galoistheorie bilden, bei der die Gruppen- und die
Korpertheorie miteinander verbunden werden. Im Einzelnen werden in der zweisemestrigen Vorlesung
folgende Themen behandelt.

e Definition der algebraischen Grundstrukturen: Gruppen, Ringe und Korper
e Homomorphismen, Unter- und Faktorstrukturen, Konstruktion von Erweiterungen
e zyklische und abelsche Gruppen

o semidirekte Produkte und Auflosbarkeit

e Gruppenoperationen und Sylowsétze

e Kongruenzrechnung

e Teilbarkeit und eindeutige Primfaktorzerlegung

¢ endliche und algebraische Kérpererweiterungen

e Fortsetzung von Kérperhomomorphismen

e normale Kérperweiterungen

e Theorie der endlichen Korper

e Galoistheorie und Anwendungen
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§ 1. Definition der Gruppen, Beispiele

Zusammenfassung. Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, mit dem Gruppenbegriff, den wir schon aus der
Linearen Algebra kennen, besser vertraut zu werden. Zunéchst betrachten wir eine grofe Anzahl konkre-
ter Beispiele von Gruppen: Gruppen als Bestandteile algebraischer Strukturen, Permutationsgruppen, lineare
Gruppen und Symmetriegruppen. Anschliefend sehen wir uns an, wie der Begriff der Gruppe auf einfacheren
Konzepte, denen der Halbgruppe und des Monoids, aufgebaut ist. Mit Hilfe von direkten Produkten kénnen
gegebene Gruppen zu komplexeren Gruppen zusammengesetzt werden. Zum Schluss erldutern wir noch ein
groRBes fernes Ziel der Gruppentheorie, die Klassifikation der Gruppen.

Wichtige Grundbegriffe

— Halbgruppen, Monoide und Gruppen

— Permutationsgruppe, symmetrische Gruppe

— Bewegung, Symmetriegruppe

— Abgeschlossenheit einer Teilmenge unter einer Verkniipfung

— direktes Produkt zweier Gruppen

Im gesamten ersten Teil der Vorlesung dreht sich alles um die folgende Definition, die bereits aus der Linearen Algebra
bekannt ist.

Definition 1.1 FEine Gruppe ist ein Paar (G, * ) bestehend aus einer nichtleeren Menge G und
einer Verkniipfung * auf G (also einer Abbildung GxG — G), so dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt (a * b) xc = a x (b * c) fiir alle a, b,c € G.

(ii) Es gibt ein ausgezeichnetes Element e € G, genannt das Neutralelement der Gruppe, mit
der Eigenschaft, dass e xa = a x e = a fiir alle a € G gilt.

(iii) Fiir jedes Element a € G gibt es ein Element a~! € G, genannt das zu a inverse Element,

i 1

mitaxa - =a xa=e.

Gilt dariiber hinaus a * b = b % a fiir alle a, b € G, dann spricht man von einer abelschen oder
auch einer kommutativen Gruppe.

Bevor wir uns mit dieser Definition genauer auseinandersetzen, sollten wir uns zunichst klarmachen, dass uns viele
konkrete Beispiele von Gruppen bereits bekannt sind.




(1) Gruppen kommen als Bestandteile anderer, uns bereits bekannter algebraischer Strukturen, vor. Ist etwa
(R, +, -) ein Ring, ist (R, +) eine abelsche Gruppe, mit dem Neutralelement Oz. Zum Beispiel ist (Z, +) eine
abelsche Gruppe.

(2) Wichtige Beispiele fiir abelsche Gruppen erhélt man durch die bereits bekannten Restklassenringe Z/nZ. Fiir
jedes n € Nist (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe bestehend aus n Elementen. Hier ist 0 = 0+nZ, die Restklasse
der Null, das Neutralelement.

(3) Ist (K, + -) ein Korper, dann ist (K>, -) eine Gruppe. Dabei bezeichnet K* die Menge K \ {0}, also die Ge-
samtheit aller Kérperelemente ungleich dem Nullelement Og. Beispielsweise ist (C*, - ) eine abelsche Gruppe,
und fiir jede Primzahl p ist (IF;, -) ist eine abelsche Gruppe mit p — 1 Elementen. (Wir erinnern daran, dass
fiir jede Primzahl p der Restklassenring Z/pZ ein Korper ist, den wir dann auch mit I, bezeichnet hatten.)

(4) Ist K ein Korper und (V, +, ) ein K-Vektorraum, dann ist (V, +) eine abelsche Gruppe. Beispielsweise ist
(R%, +) eine abelsche Gruppe, wobei + die Vektoraddition durch (a;,a,) + (b1, by) = (a; + by,a, + by,)
bezeichnet.

Mit den symmetrischen Gruppen sind uns aus der Linearen Algebra auch schon Beispiele fiir nicht-abelsche Gruppen
bekannt. Im Hinblick auf spédtere Anwendungen fithren wir hier einen etwas allgemeineren Begriff ein. Fiir jede
Menge X sei Abb(X) die Menge der Abbildungen X — X.

Definition 1.2 Sei X eine Menge. Dann ist das Paar (Per(X), o) bestehend aus der Teilmenge
Per(X) € Abb(X) der bijektiven Abbildungen X — X und der Komposition o von Abbildungen ei-
ne Gruppe, die man als Permutationsgruppe der Menge X bezeichnet. Die Elemente von Per(X)
nennt man auch Permutationen von X .

Ist n € N und M, = {1,...,n}, dann ist S,, = Per(M,,) die bereits aus der Lineare Algebra bekannte symmetrische
Gruppe. Wir haben in der Linearen Algebra die Gruppeneigenschaft nur fiir S,, nachgewiesen, aber der Beweis ist fiir
eine beliebige Permutationsgruppe Per(X) derselbe: Zunéachst erinnern wir daran, dass die Komposition o o T zweier
bijektiver Abbildungen o, 7 : X — X wiederum eine bijektive Abbildung ergibt, so dass es sich bei o tatsdchlich um
eine Verkniipfung auf Per(X) handelt. Auch wissen wir bereits, dass sich die Komposition von Abbildungen assoziativ
verhilt, also (p c0)o T = p o (0 o 7) fiir alle p,o,T € Per(X) gilt. Der Grund dafiir war, dass die Anwendung
der beiden Abbildungen links und rechts auf ein beliebiges Element x € X jeweils iibereinstimmend das Element

p(o(t(x))) ergibt.

Fiir jedes o € Per(X) gilt jeweils 0 cidy = 0 und idy o 0 = . Auch dies tiberpriift man durch, dass man o oidy und
idy o o auf ein beliebiges x € X anwendet; das Ergebnis ist in beiden Fillen o(x). Also ist idy das Neutralelement
der Gruppe (Per(X), o). SchlieRlich gilt noch o o 0! = idy und 0! o o = idy fiir jedes o € Per(X), wobei 0!
jeweils die Umkehrabbildung bezeichnet. Dies folgt direkt aus der Definition der Umkehrabbildung. Die Gleichungen

zeigen, dass o~ jeweils das zu o inverse Element ist.




Wir geben einige Eigenschaften der symmetrischen Gruppe S, an, die zum Teil in der Lineare Algebra hergeleitet
wurden, und die wir von nun an als bekannt voraussetzen.

(i) Die Gruppe S, besteht aus n! Elementen.

(i) Die Elemente der Gruppe S, konnen in der sog. Tabellenschreibweise dargestellt werden: Sind a,, ..., a,, € M,
vorgegeben, dann verwenden wir den Ausdruck

( 1 2 -« n )

g =

al az e an

zur Darstellung der Abbildung o : M,, — M,, gegeben durch o(k) = q, fiir 1 < k < n. Offenbar ist o genau
dann in S,, enthalten, wenn jede Zahl aus M,, unter den Werten a,, ..., a,, genau einmal vorkommt.

(iii) Sein € IN und k € {2,...,n}. Ein k-Zykel in S,, ist ein Element o € S,, mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt
eine k-elementige Teilmenge {m;,...,m;} € M, so dass

mi,, fallsx=m;, 1<i<k
o(x) = m falls x = my,
x sonst

fiir alle x € M,, erfiillt ist. Fiir ein solches Element wird die Notation o = (m; ... m;) verwendet. Die 2-Zykel
in S, bezeichnet man auch als Transpositionen.

(iv) Die Signumsfunktion ist eine Abbildung sgn : S,, — {£1}, die die Gleichung sgn(c o 7) = sgn(o)sgn(7) fiir
alle o, 7 € S, erfiillt. Ist o ein k-Zykel, dann gilt sgn(o) = (—1)*L.

(v) Die Teilmenge A,, C S,, gegeben durch A, = {0 € S,, | sgn(o) = +1} wird als alternierende Gruppe bezeichet.

Sind o, 7 € A,,, dann gilt dasselbe fiir das Produkt o o 7, denn es gilt sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(7) = (+1)(+1) = +1.
Die Gleichungskette

sgn(c™!) = (+1)sgn(c™') = sgn(o)sgn(c™!) = sgn(coo ) = sgn(idg.) = +1
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zeigt, dass auch 0~ in A, enthalten ist. Es 1dsst sich nun leicht zeigen, dass A, mit der Komposition o als Verkniipfung

tatsdchlich ebenfalls eine Gruppe bildet.

Wir werden spater mit Hilfsmitteln der Gruppentheorie beweisen, dass jedes Element aus S, auf im wesentlichen
eindeutige Weise als Produkt disjunkter Zyklen dargestellt werden kann. Eine solche Darstellung bezeichnet man als
Zykelschreibweise. Die Zykelschreibweise erméglicht es, die Elemente von S, in Klassen einzuteilen und auf diese
Weise eine bessere Ubersicht herzustellen.

Definition 1.3 Ist r € IN und sind ki, ...,k, € IN mit k; > ... = k, = 2, dann bezeichnet man
das Tupel (kq, ..., k) als Zerlegungstyp eines Elements o € S,, wenn o als Produkt disjunkter
Zyklen der Langen (kq, ..., k,) dargestellt werden kann.

Beispielsweise ist o = (1 2 3)(4 5)(6 7) € S, ein Element vom Zerlegungstyp (3,2,2). Der Identitét id wird per
Konvention das leere Tupel () als Zerlegungstyp zugeordnet.




Beispielsweise sind die Elemente der Gruppe S5 durch die folgenden Tabellen gegeben.

icl_123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 3)’\213)’\8321)’\1 3 2/)’\231)’31 2

In Zykelschreibweise ermdglicht eine iibersichtlichere Aufzahlung der Elemente, wenn man diese nach Zerlegungstyp
ordnet; es ist

Auch die Elemente der Gruppe S, lassen sich noch leicht in Zykelschreibweise angeben. Schreiben wir nacheinander
alle Elemente der Zerlegungstypen (), (2), (3), (4) und (2, 2) hin, so erhalten wir die Aufzihlung

S, = {id,(12),(13),(14),(23),(24),((34),
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234), (243),
(1234),(1324),(1432),(1243),(1342),(1423),(12)(34),(13)24),(14(23)}.

Zu beachten ist noch, dass die Zykelschreibweise nicht ganz eindeutig ist. So gilt in S, beispielsweise

1 2 3 4

1234) = (2 3 4 1

) = (2341 ,

also bezeichnen die Schreibweisen (1 2 3 4) und (2 3 4 1) dasselbe Element der Gruppe S,.
Satz 1.4 Die Gruppe S, ist fiir n < 2 abelsch und fiir n > 3 nicht abelsch.

Beweis: Im Fall n =1 ist die Aussage klar, denn es gilt S; = {id}. Fiir n = 2 besteht S,, aus den beiden Elementen id
und (1 2). Hier kann man die Gleichung o o T = 7 o ¢ fiir alle o, T € S, leicht ,,von Hand*“ iiberpriifen, indem man
die vier Moglichkeiten einzeln durchgeht; beispielsweise ist (1 2) oid = (1 2) = id o (1 2). Fiir n > 3 gilt dagegen
(12)0(23)=(123)und (23)0o(12)=(132),und diese Elemente sind offenbar voneinander verschieden. O

Aus der Linearen Algebra sind uns noch weitere Beispiele fiir nicht-abelsche Gruppen bekannt.

(1) Istn € IN und K ein Korper, dann ist das Paar (GL,(K), - ) bestehend aus der Menge GL, (K) der invertierbaren
nxn-Matrizen iiber K mit der Multiplikation - von Matrizen als Verkniipfung eine Gruppe, die sog. allgemeine
lineare Gruppe iiber dem Korper K. Sie ist nur fiir n = 1 abelsch, ansonsten nicht-abelsch.

(2) Auch die Teilmenge SL,(K) bestehend aus den Matrizen A € GL,(K) mit det(A) = 1, bildet mit der Multipli-
kation von Matrizen eine Gruppe. Man bezeichnet sie als spezielle lineare Gruppe. Auch sie ist fiir alle n > 2
nicht-abelsch.

(3) Uber dem Kérper K = R haben wir im dritten Semester noch fiir beliebiges n € IN die orthogonale Gruppe
O(n) kennengelernt. Diese besteht aus den orthogonalen Matrizen von GL,(IR), also den Matrizen A mit der
Eigenschaft 'A-A = E,. Eine zur Orthogonalitit dquivalente Bedingung kann, wie wir wissen, mit dem euklidi-
schen Standard-Skalarprodukt formuliert werden und lautet, dass (Av,Aw) = (v, w) fiir alle Vektoren v,w € R"
gilt. Die Matrizen der Teilmenge SO(n) = O(n) N SL,,(RR) bilden ebenfalls mit der Multiplikation von Matrizen
eine Gruppe, die spezielle orthogonale Gruppe. In der Vorlesung hatten wir gesehen, dass beispielsweise
SO(3) aus Drehungen besteht (um eine beliebige Achse durch Ogs, den Koordinatenursprung), und dass bei
O(3) die Spiegelungen an einer Ebene durch Og: hinzukommen.




(4) Uber dem Koérper K = C gibt es entsprechend die unitire Gruppe U(n) = {A € GL,(C) | "A-A = E,}
und die spezielle unitire Gruppe SU(n) = U(n) N SL,(C). Die Elemente von U/(n) werden auch als unitdre
Matrizen bezeichnet. Eine Matrix A € GL,,(C) ist genau dann unitir, wenn (Av,Aw) = (v, w) fir alle v,w € C"

. . . . . . n -
erfiillt ist, wobei (-, -) in diesem Fall das hermitesche Standard-Skalarprodukt gegeben durch (v, w) = ijl VW,
bezeichnet.

Auch bei den allgemeinen und den speziellen linearen Gruppen kann man sich die Frage stellen, aus wievielen
Elemente diese bestehen. Ist K ein unendlicher Kérper (z.B. K = R), dann ist die Elementezahl von GL,(K) und
SL,(K) ebenfalls unendlich. Wir werden spéter in der Kérpertheorie zeigen, dass es fiir jede Primzahlpotenz q einen
im Wesentlichen eindeutig bestimmten Korper Iy im q Elementen gibt. (Vorsicht: Ist g keine Primzahl, dann stimmt
IF; nicht mit dem Restklassenring Z/qZ {iberein.) Es gilt nun

n
IGL,(F)l = q%”("*l) l_[(qk —1) fiir alle n € IN und jede Primzahlpotenz q.
k=1

Diese Gleichung kann man sich folgendermaf3en klarmachen: Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass eine Matrix
A € M,(IF,) genau dann invertierbar ist, wenn ihre n Spaltenvektoren, die wir hier mit v,,...,v, € ]F;‘ bezeichnen
wollen, linear unabhéngig sind, was wegen dim IE‘;‘ = n dazu &quivalent ist, dass diese Vektoren eine Basis des IF-
Vektorraums IFZ bilden. Der Basisergdnzungssatz aus der Linearen Algebra besagt, dass wir jedes linear unabhangige
System von Vektoren zu einer Basis ergdnzen konnen. Dies bedeutet, dass wir jede Basis von IFg dadurch aufbauen
konnen, dass wir die Vektoren vy, v,, ..., v, nacheinander geeignet wéahlen.

Wir iiberlegen uns nun, wieviele Moglichkeiten es fiir die Wahl einer Basis gibt. Fiir jeden Vektor v; € ]Fg ist {vy}
genau dann linear unabhéngig, wenn v, # OFZ gilt. Dies bedeutet, dass wir g" — 1 Moglichkeiten haben, das erste
Element v; unserer Basis zu wahlen. Ist nun v; bereits bewéhlt, so ist fiir jeden Vektor v, die Menge {v;,v,} genau
dann linear unabhéngig, wenn v, nicht in <V1>]Fq , dem von v; aufgespannten Untervektorraum, enthalten ist. Da dieser
Untervektorraum aus q Elementen besteht, bleiben also g" —q Moglichkeiten fiir die Wahl von v,. Bei der Wahl von v,
sind entsprechend die g? Elemente von (v;, V2)]Fq ausgeschlossen usw. Auf diese Weise kommen wir auf n:;é (q"—q")
Moglichkeiten fiir das gesamte System vy, Vs, ..., v,.. Fiir den k-ten Faktor gilt ¢" — g = ¢*(¢"* —1). Schreiben wir
die Faktoren q* vor das Produkt, so erhalten wir die angegebene Formel, mit dem Vorfaktor qZZ;ék = q%(”_l)”, wobei
die Gleichheit ]_[Z;é(q”_k -1 = nzzl(qk — 1) durch Umparametrisierung zu Stande kommt. Mit Hilfe von etwas
Gruppentheorie beweisen wir spater noch die Gleichung

n
SL(F)l = ¢ D] [t - .
k=2

Gruppen spielen unter anderem in der Geometrie, und hier besonders bei der Klassifikation geometrischer Strukturen,
eine wichtige Rolle. Auf diesen Aspekt soll nun etwas genauer eingegangen werden. Im Linearen Algebra-Teil des
dritten Semesters war uns der Begriff der Bewegung begegnet. Dabei handelte es sich um eine Abbildung ¢ : R" —
R", unter der Abstiande zwischen beliebigen gleich bleiben, d.h. es gilt ||[¢p (v) — p(w)|| = ||lv — w|| flr alle v,w € R",
wobei || - || die bekannte eudklidische Standard-Norm auf dem R" bezeichnet. Dort hatten wir auch erfahren, dass
fiir jede Bewegung ¢ jeweils ein eindeutig bestimmter Vektor u € R"™ und eine eindeutig bestimmte Matrix A € O(n)
existieren, so dass ¢ (v) = u+Av fiir alle v € R" erfiillt ist. Wir verwenden fiir die Bewegung, die durch diesen Vektor
u und diese Matrix A gegeben ist, die Bezeichnung ¢, 4. In dem Fall, dass A in SO(n) liegt, hatten wir von einer
orientierungserhaltenden Bewegung gesprochen, ansonsten von einer orientierungsumkehrenden Bewegung.




Definition 1.5 Die Menge der Bewegungen im R" bildet zusammen mit der Komposition eine
Gruppe, die wir mit B, bezeichnen. Die orientierungserhaltenden Bewegungen bilden ebenso
eine Gruppe; diese bezeichnen wir mit 55} .

Fiir den Nachweis der Gruppeneigenschaften miissen wir zunéchst {iberpriifen, dass die Komposition zweier Bewe-
gungen wiederum eine Bewegung ist. Seien dazu A,A’ € O(n) und u,u’, v € R" vorgegeben. Es gilt

(Pupo Pua)v) = P aW +AV) = u+AW +AY) = (u+Au)+AAv.

Dies zeigt, dass ¢, 4 © ¢,y o mit P4, 44 libereinstimmt, und dies ist wiederum eine Bewegung, weil mit A und A’
auch AA’ ein Element von O(n) ist. Da sich die Komposition beliebiger Abbildungen assoziativ verhalt, gilt auch in
B, das Assoziativgesetz. Das Neutralelement in B, ist durch die identische Abbildung idy. gegeben. Dass es sich
dabei um eine orthogonale Abbildung handelt, erkennt man daran, dass idg. = ¢, 5, gilt und die Einheitsmatrix
E, orthogonal ist. SchlieBlich miissen wir noch zeigen, dass jedes Element ¢, 4, € B, (mit u € R" und A € O(n)) ein
Inverses besitzt. Fiir alle v,w € R" gilt die Aquivalenz

w=¢,.(v) & w=u+tAd & Alw=Alu+v © v=AT(—W+Aw S v=uiia-

Dies zeigt, dass ¢4-1(_) o1 die Umkehrabbildung von ¢, 4 ist, und weil mit A auch A7t in O(n) liegt, handelt es sich
dabei um eine Bewegung. In der Gruppe B,, ist also ¢4-1(_,) 4= das zu ¢, 4 inverse Element. Nach demselben Schema
zeigt man, dass auch B} eine Gruppe ist.

Definition 1.6 Ist T C R" eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnet man

Sym(T) = {¢€B,[¢(T)=T}

als Symmetriegruppe von T. Die Elemente von Sym™(T) = Sym(T) N BB} bezeichnet man als
orientierungserhaltende Symmetrien der Menge T.

Fiir alle ¢,+ € Sym(T) sind auch ¢ o) und ¢! in Sym(T) enthalten. Denn auf Grund der Gruppeneigenschaft
von B, sind die beiden Abbildungen ebenfalls in B, enthalten; auflerdem gilt (¢ o P)(T) = ¢(Y(T)) = d(T) =T
und auf Grund der Bijektivitit von ¢ auch ¢ (T) = ¢ (p(T)) = (¢! 0 ¢p)(T) = idg.(T) = T. Der Nachweis
der Gruppeneigenschaften von Sym(T) ist nun reine Routine. (Er wird sich im néchsten Kapitel noch etwas weiter
vereinfachen, wenn wir Sym(T) als sog. Untergruppe von B, erkennen.) Auch der Nachweis, dass Sym*(T) eine
Gruppe ist, bereitet keine Schwierigkeiten.

Zu interessanten geometrischen Anwendungen kommt man nun, indem man Teilmengen T C R" mit einer bestimm-
ten geometrischen Bedeutung betrachtet. In der Analysis mehrerer Variablen haben wir den Begriff der konvexen
Teilmenge des R" eingefiihrt. Eine Teilmenge T C IR" haben wir konvex genannt, wenn fiir alle v,w € T jeweils die
Verbindungsstrecke [v,w] ganz in T enthalten ist. Ist X C IR" eine beliebige Teilmenge des R" und sind T, T’ C R"
beliebige konvexe Mengen mit T 2 X und T’ 2 X, dann ist auch T N T’ eine konvex Menge mit dieser Eigenschaft.

Die kleinste konvexe Teilmenge des R", die eine Teilmenge X C R" enthélt, wird die konvexe Hiille von X genannt
und mit conv(X) bezeichnet. Die konvexe Hiille einer endlichen Teilmenge vom RR" bezeichnet man als Polytop. Ist
X nicht in einem echten affinen Unterraum des R" enthalten, spricht man von einem nicht ausgearteten Polytop.




Definition 1.7 Sein € IN mit n > 3, und fiir 0 < k < n sei der Punkt P, ; € R? gegeben durch
Py = (cos(@), sin(#)). Dann bezeichnen wir die konvexe Hiille der endlichen Punktmenge
{P,x | 0 < k < n} als das regelmdfsiges Standard-n-Eck A,. Die Symmetriegruppe D, = Sym(A,,)
wird die n-te Diedergruppe genannt.

Es bezeichne p € B} die Drehung um den Koordinatenursprung Og. mit dem Winkel 27” und 7 € B, die Spiegelung
an der x-Achse. Wie man leicht iiberpriift, bleibt die Punktmenge {P,; | 0 < k < n} unter p und 7 unverdndert,
und daraus kann auch leicht p(A,) = A, und 7(4A,) = A, abgeleitet werden. Dies bedeutet, dass p und 7 in
D, = Sym(A,) enthalten sind. Auf Grund der Gruppeneinschaft liegen auch beliebige Kompositionen von p und 7
in D,,. Mit den Methoden der Diskreten Geometrie kann man zeigen, dass D, aus genau 2n Elementen besteht; es gilt

D, = {pFlo<k<n}u{pFor|O0<k<n}.

Wir werden spater sehen, wie sich zumindest mit geringem Aufwand {iberpriifen 1asst, dass die Elemente der Menge
rechts eine Gruppe bilden. Der erste Teil der Menge aus Drehungen; genauer gesagt ist p* die Drehung um O, mit
dem Winkel 2"7“ Bei den Abbildungen p* o7 handelt es sich um Spiegelungen unterschiedlichen Typs. Ist n ungerade,
dann durchlauft die Achse jeder Spiegelung durch eine Ecke und eine gegeniiberliegende Kante des Polytops. Ist n
dagegen gerade, dann lauft die Spiegelungsachse entweder durch zwei gegeniiberliegende Ecken oder durch zwei
gegeniiberliegende Seiten von A,,.

Dass die Abbildungen der Form p* o T Spiegelungen sind, ist keineswegs offensichtlich, deshalb betrachten wir die
Sache etwas genauer. Fiir jedes a € R sei R, € SO(2) die Matrix, welche die Drehung um Op. mit dem Winkel a

R, = (cos(a) —sin(a))'

sin(a) cos(a)

beschreibt, also

Wie man sich leicht anschaulich klar macht (oder auch nachrechnen kann), gilt R, oRg =R, g und ToR,0T =R_,
fiir beliebige a, 8 € R, wobei wir R, der Einfachheit halber als Bezeichnung fiir die Abbildung v — R,v verwenden.
Nach Definition gilt p* = Rojr/n flir 0 <k <n.

Der Einfachheit halber beschrénken wir uns auf den Fall, dass n ungerade ist. Sei k € Z mit 0 < k < n. Die Spiegelung
an der Achse, die durch Og. und den Punkt P, ; verlduft, ist gegeben durch pko10p7* Denn durch p=* wird der
Punkt P, , auf den Punkt P, , der x-Achse gedreht, anschlieGend durch 7 gespiegelt und anschliefend der Punkt P, ,

durch p* wieder zuriickbewegt. Wendet man die Gleichung ToR, o7 = R_, auf den Wert a = —2k% an, so erhilt man

n
die Gleichung 7 o p* o 7 = p*, was auf Grund der Identitit 72 = idg. <> 77! = 7 zu 7 0 p % = p* o T umgeformt

werden kann. Einsetzen ergibt

pkoTopfk = pkopkoT = kaoT,

Es gilt p" = Rgn/n = R,, = idr.. Wahlen wir m € {0,1} so, dass { = 2k — mn die Bedingung 0 < ¢ < n erfiillt,
dann gilt p% = Rokr/n = Rokrjn—omn = Rek—mm)n/n = Ratrm = pl. Es gilt also p* o 70 p7* = p o 1. Damit ist
nachgewiesen, dass es sich bei dem Element p‘ o 7 tatsichlich um eine Spiegelung von A, handelt. Wie man leicht
iiberpriift, durchlduft ¢ alle ganzen Zahlen mit 0 < £ < n, wenn k denselben Bereich durchliuft (sofern n ungerade
ist). Dies zeigt, dass der zweite Teil der Menge von oben tatsichlich vollstindig aus Spiegelungen besteht.




Es gibt noch eine andere Moglichkeit, dies zu {iberpriifen. Wie p wird auch die Bewegung © durch eine orthogonale

s=(5 2)

Diese Matrix hat die Determinate —1, wihrend fiir alle & € R jeweils det(R,) = +1 gilt. Die Abbildung p‘ o
besitzt nun die Darstellungsmatrix Ry,/,S, und deren Determinante ist gleich det(Ry,/,S) = det(Ry,,,)det(S) =

Matrix dargestellt, ndmlich durch

(+1)(—1) = —1. Nun verwendet man die bekannte Tatsache, dass die orthogonalen Matrizen mit Determinante —1
genau die linearen Abbildungen sind, welche die Spiegelung bzgl. einer Achse durch Og. beschreiben. Die Matri-
zen dieser Form besitzen immer die beiden Eigenwerte £1, und die Spiegelungsachse ist durch einen beliebigen
Eigenvektor zum Eigenwerte +1 gegeben.

Wir betrachten nun einige geometrisch interessante Polytope in Dimension 3. Ein Punkt, den man als Durchschnitt
eines Polytops P mit einer (affinen) Ebene erhilt, wird als Ecke von von P bezeichnet. Eine Strecke, die als Durch-
schnitt von P mit einer Ebene zu Stande kommt, wird Kante von P genannt. Jede nichtleere Teilmenge, die als
Durchschnitt von P mit einer Ebene E zu Stande kommt, bei der der Rest P vollstindig auf einer Seite von E liegt
und die weder eine Ecke noch eine Kante ist, wird als Seite von P bezeichnet. Wir bezeichnen zwei Teilmengen
S,T € R? als kongruent, wenn ein ¢ € B, mit ¢(S) = T existiert. Von grundlegender Bedeutung in der Geometrie
ist nun die folgende Definition.

Definition 1.8 Ein nicht ausgeartetes Polytop im R® bezeichnet man als regulér oder auch
als Platonischen Korper, wenn all seine Seiten zueinander regelmél3ige kongruente n-Ecke sind
und sich an jeder Ecke dieselbe Anzahl von Seiten treffen.

Zwei Teilmengen S, T C R? bezeichnet man als dhnlich, wenn ein Skalierungsfaktor r € R* und ein ¢ € B, existie-
ren, so dass T = ¢(rS) gilt. Dabei ist S = {rp | p € S} die Teilmenge des R, die durch Skalierung von S mit dem
Faktor r zu Stande kommt. Seit der Antike ist bekannt, dass es bis auf Ahnlichkeit genau fiinf Platonische Kérper
gibt.

(1) Einen Tetraeder erhélt man als konvexe Hiille der vier Punkte P, = (1,1,1), P, = (1,—1,—1), P; =(—1,1,—1),
b, =(—1,—1,1). Allgemein kommt eine Tetrader dadurch zu Stande, dass man iiber dem Schwerpunkt eines
gleichseitigen Dreiecks eine weitere Ecke hinzufiigt und dabei die Hohe so wéhlt, dass alle Kanten gleich lang
werden. Jeder Tetraeder hat vier regelmé@ige Dreiecke als Seiten, auflerdem sechs Kanten und vier Ecken.

(2) Einen Oktader erhilt man zum Beispiel als konvexe Hiille der sechselementigen Punktmenge bestehend aus
(£1,0,0), (0,£1,0), (0,0,£1). Allgemein konstruiert man einen Oktaeder dadurch, dass man {iber und unter
dem Mittelpunkt eines Quadrats zwei weitere Ecken hinzufiigt, wobei die Abstédnde so gewahlt werden, dass
alle Kanten dieselbe Linge haben. Jeder Oktaeder hat acht Seiten, zwolf Kanten und sechs Ecken.

(3) Einen Wiirfel erhélt man unter anderem als konvexe Hiille der achtelementigen Punktmenge bestehend aus
(£1,£1,%1) (d.h. man bildet alle acht Vorzeichenkombinationen). Geometrisch wird jeder Wiirfel dadurch
konstruiert, indem man von einem Quadrat im Raum ausgeht, durch Parallelverschiebung ein weiteres Qua-
drat bildet und dann die korrespondierenden Ecken miteinander verbindet, wobei der Verschiebungsvektor
so gewahlt wird, dass die neu entstandenen Kanten auf den Quadraten senkrecht stehen und dieselbe Liange
wie die Seiten der Quadrate haben. Jeder Wiirfel besitzt sechs Seiten, zwolf Kanten und acht Ecken.




(4) Einen Dodekaeder erhilt man zum Beispiel als konvexe Hiille der 20 Punkte
(ﬂ:T, :l:T; :l:T)’ (:l:Tla:t]-)O), 5(:|:1’O’ :l:Tl)’ a(O’iTlail) B

wobei jeweils alle Vorzeichenkombinationen zu beriicksichtigen sind, T = %(«/3 + 1) das Verhiltnis des gol-
denen Schnitts bezeichnet und 7, = 7 + 1 ist. (Wenn eine Strecke s im Verhéltnis 7 : 1 in zwei Teilstrecken
a und b geteilt wird, dann gilt T = § = 2.) Fiir eine geometrische Konstruktion geht man von einem regel-
maligen Fiinfeck aus, setzt an jede Seite ein gleichartiges Fiinfeck und fiigt anschliefend die sechs Fiinfecke
zu einer Halbkugelschale zusammen. Zwei identische Halbkugelschalen dieser Form konnen dann zu einem

Dodekaeder zusammengesetzt werden. Jeder Dodekaeder besitzt 12 Seiten, 30 Kanten und 20 Ecken.

(5) Einen Ikosaeder erhilt man unter anderem als konvexe Hiille der zwolf Punkte
(Oyi]-: :l:T)’ (:*:1, 0: j:T)’ (il,iT; 0)

Fiir eine geometrische Konstruktion geht man von zwei parallel {ibereinanderliegenden, regelmé3igen Fiinf-
ecken aus und verdreht diese in einem 36°-Winkel gegeneinander. Jede Ecke des oberen Fiinfecks wird mit
den zwei nichstgelegenen Ecken des unteren Fiinfecks verbunden. Man erhélt auf diese Weise zwischen den
beiden Fiinfecken zehn gleichschenklige Dreiecke. Anschlieend wird der Abstand zwischen den parallelen
Fiinfecken so eingestellt, dass die zehn gleichschenkligen Dreicke zu gleichseitigen Dreiecken werden. Nun
setzt man noch einen Punkt senkrecht iiber den Mittelpunkt des oberen Fiinfecks und verbindet diesen Punkt
mit den Eckpunkten des Fiinfecks. Auf diese Weise erhalt man fiinf weitere Dreiecke. Die Hohe des neuen
Punkts wird so gewéhlt, dass die fiinf Dreiecke zu gleichseitigen Dreiecken werden. Zum Schluss setzt man
einen Punkt unter das untere Fiinfeck und erzeugt auf dieselbe Weise fiinf weitere gleichseitige Dreiecke, die
an dem neuen Punkt anliegen. Jeder Ikosaeder besteht aus 20 Seiten, 30 Kanten und besitzt 12 Ecken.

Definition 1.9 Bezeichnet T einen beliebigen Tetraeder, dann nennt man Sym(T) eine Te-
traedergruppe und Sym*(T) eine eigentliche Tetraedergruppe. Ist O ein Oktaeder, dann wird
Sym(Q) eine Oktaedergruppe und Sym*(Q) eine eigentliche Oktaedergruppe. Entsprechend
werden (eigentliche) Wiirfelgruppen, Dodekaedergruppen und Ikosaedergruppen definiert.

Ein typische Element von Sym*(Q) erhilt man dadurch, dass man zwei gegeniiberliegen Ecken, die Mittelpunkte
zweier gegeniiberliegender Kanten oder die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten durch Achsen mitein-
ander verbindet und dann Rotationen um diese Achse betrachtet, die das Polytop O in sich iiberfithren. Auf diese
Weise erhélt man sogenannte dreizdhlige bzw. zweizédhlige bzw. vierzahlige Symmetrien. Jedes nicht orientierungs-
erhaltende Element aus Sym(Q) kommt durch eine Spiegelung zu Stande, wobei die Spiegelungsebene durch zwei
gegeniiberliegende Ecken, Kanten oder Seiten laufen kann.




Nachdem wir nun eine Vielzahl konkreter Beispiele von Gruppen zu sehen bekommen haben, wenden wir nun wieder
allgemeineren, abstrakten Konzepten zu.

Definition 1.10 Seien G und H Gruppen. Dann bildet das kartesische Produkt G x H mit der
Verkniipfung * gegeben durch

(81,h1) x(g2,hy) = (8182,h1hy) fir alle (g,h;),(g2,hy) €GXxH

ebenfalls eine Gruppe. Man nennt sie das (4uflere) direkte Produkt von G und H. Sind G und
H abelsch, dann gilt dasselbe fiir (G x H, ).

Beweis: Zunichst beweisen wir das Assoziativgesetz. Seien (gi,h1), (g, h5),(g3,h3) € G x H vorgegeben. Nach
Definition der Verkniipfung * und auf Grund der Assoziativitdt der Verkniipfungen von G und H erhalten wir

((g1,h1) (82, h2)) x (g3,h3) = (g182,Mhy) *x(g3,hs) =  ((8182)8s, (Mhydhs) =
(81(8283),hi(hah3)) = (g1,h1) # (8283, hahs) = (g1,hy) x ((82,hy) * (g3, h3)).

Seien nun eg, ey die Neutralelemente der Gruppen G und H. Fiir alle (g,h) € G x H gilt dann (g, h) * (eg,ey) =
(geg,hey) = (g,h) und ebenso (eg,ey) * (g, h) = (eqg,exyh) = (g, h). Dies zeigt, dass e,y = (eg, ey) das Neutral-
element von (G x H, x) ist. SchlieRlich gilt auch (g,h)*(g™1,h™!) =(gg ™, hh™!) = (eg,ey) = egxy und (g7, A1) %
(g,h) = (g7'g,h th) = (eg,ey) = egxy- Dies zeigt, dass (g71,h!) jeweils ein Inverses von (g,h) ist, fiir alle
(g,h) € G x H. Insgesamt sind damit alle Gruppenaxiome verifiziert.

Beweisen wir nun noch die zusétzliche Aussage. Laut Annahme sind G und H abelsch. Seien (g;,h;), (g5,h,) € GxH
vorgegeben. Dann gilt (g1, 1) * (82, h2) = (8182, h1ha) = (8281, hah1) = (82, h2) * (81, hy)- O

Beispielsweise ist Z /27 x 7./ 4Z. eine achtelementige abelsche Gruppe, und S, x S5 ist eine nicht-abelche Gruppe be-
stehend aus (4!)-(5!) = 24-120 = 2880 Elementen. Als nichstes sehen wir uns, auf welche Weise der Gruppenbegriff
auf einfacheren algebraischen Strukturen aufgebaut ist.

Definition 1.11

(i) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, * ) bestehend aus einer nichtleeren Menge G und einer
assoziativen Verkniipfung * auf G.

(ii) Ein Element e € G der Halbgruppe wird als Neutralelement bezeichnet, wenn e xa = a
und a x e = a fiir alle a € G erfiillt ist.

(iii) Eine Halbgruppe mit mindestens einem Neutralelement bezeichnet man als Monoid.

Jede Halbgruppe besitzt hdchstens ein Neutralelement. Sei ndmlich (G, %,) eine Halbgruppe, und seien e, ¢’ Neu-
tralelemente von (G, * ). Weil e Neutralelement ist, gilt a *x e = a fiir alle a € G, insbesondere also ¢’ x e = ¢’. Weil ¢’
Neutralelement ist, gilt e/ * a = a fiir alle a € G, also insbesondere e’ x e = e. Insgesamt erhalten wir e’ = e’ xe =e.




Jedes Monoid (G, *) besitzt also ein eindeutig bestimmtes Neutralelement, fiir das wir, wie beiden Gruppen, die
Bezeichung e oder e einfiihren.

Definition 1.12 Sei (G, *) ein Monoid mit dem Neutralelement e;. Ein Element g € G wird
invertierbar in (G, *) genannt, wenn ein h € G mit g xh = h * g = e existiert. Man nennt h in
diesem Fall ein Inverses von g.

Wir formulieren einige einfache Regeln fiir das Rechnen mit inversen Elementen.

Proposition 1.13 Sei (G, *) ein Monoid.

(i) Jedes Element g € G besitzt hochstens ein Inverses; sofern es existiert, wird es mit g—*
bezeichnet.

(ii) Seien g,h € G invertierbare Elemente. Dann sind auch die Elemente g xh und g~! inver-
tierbar, und es gilt (g xh) ' =h'xglund (g') ' =g.

(iii) Das Neutralelement eg; ist invertierbar, und es gilt egl =eg-

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass h und h’ beides Inverse von g sind. Dann gilt g *h = e; und h’ * g = e, und
esfolgth=e;xh=(N*g)xh=h x(gxh)=hxe;=h".

zu (ii) Die Gleichungen (h™'xg V) x(gxh) =h 'x(g 7 xg)xh=h"lxe;xh=h"'xh=e; und (gxh)x(h txg™1) =
gx(hxh VDxgl=gxexg ! =gxg ! =e; zeigen, dass h™! x ¢! das (eindeutig bestimmte) Inverse von G ist.
Ebenso sieht man anhand der Gleichungen g™! x g = e; und g * g~! = e, dass es sich bei g um das Inverse von g~ !
handelt.

zu (iii) Wie unter (ii) folgt dies direkt aus der Gleichung e; x e; = eg. O

Als Folge dieser Proposition ist nun klar, dass die Gruppen genau diejenigen Monoide sind, bei denen alle Elemente
invertierbar sind. Wie wir nun aber sehen werden, lasst sich aus jedem Monoid stets eine Gruppe gewinnen.

Definition 1.14 Sei (X, o) eine Menge mit einer Verkniipfung. Eine Teilmenge U C X wird
abgeschlossen unter o genannt, wenn fiir alle x, y € U auch das Element x o y in U liegt.

Ist U C X abgeschlossen unter o, dann ist die Abbildung o;; : U x U — X, die man durch Einschrankung von o auf
die Teilmenge U x U C X x X erhélt, zugleich eine Abbildung U x U — U, also eine Verkniipfung auf U.

Beispielsweise ist die Teilmenge IN C Z abgeschlossen unter der Addition und der Multiplikation auf Z, denn die
Summe und das Produkt von zwei positiven ganzen Zahlen ist wiederum positiv. Dagegen ist die Menge A = {1, 2, 3}
nicht abgeschlossen unter der Addition auf Z, denn es gilt 1,3 € A, aber das Element 4 = 1+ 3 ist nicht in A enthalten.
Die Menge A ist auch nicht abgeschlossen unter der Multipliktation, denn einerseits gilt 2,3 € A, andererseits aber
6=2-3¢A.




Satz 1.15 Sei (G, *) ein Monoid und G* C G die Teilmenge der invertierbaren Elemente. Dann
ist G* abgeschlossen unter der Verkniipfung *, und (G*, ¢~ ) ist eine Gruppe. Das Neutralele-
ment e; von G ist zugleich das Neutralelement von (G, g ).

Beweis: Nach Proposition (ii) ist das Produkt zweier invertierbarer Elemente wiederum invertierbar. Die Teil-
menge G* C G ist also unter x abgeschlossen, und somit existiert, wie oben erldutert, eine Verkniipfung 5. auf G*.
Wir iiberpriifen nun fiir (G*, ¢« ) die Gruppenaxiome. Das Assoziativgesetz ist in G* erfiillt, denn fiir alle g, h, k € G*
gilt

g*ge (hxg< k) = gx(hxk) = (gxh)xk = (g*gh)*g k.

Das Assoziativgesetz ,iibertragt“ sich also von (G, %) auf (G, #4x ). Nach Proposition (iii) ist e; in G* enthalten,
und fiir alle g € G* gilt g %5« eq = g *eg = g und eg *g« § = e * g = g. Dies zeigt, dass e; in der Halbgruppe
(G*,xgx) ein Neutralelement ist. Somit ist (G*, *4~ ) ein Monoid, mit Neutralelement eg« = e.

Wiederum auf Grund von Proposition (ii) folgt aus g € G* auch g™} € G*. Wegen g#s« g ' =g*g ! =eg
und g ' kg g = gt % g = e, ist g1 das Inverse von g in (G*, *). Jedes Element aus G* ist also im Monoid (G*, )
invertierbar. Somit ist (G*, *g«) eine Gruppe. |

Der Einfachheit halber wird die Verkniipfung der Gruppe (G*, *g~) von nun an einfach wieder mit * bezeichnet.

Wie wir anhand der bisherigen Beispiele bereits deutlich geworden ist, werden bei Halbgruppen, Monoiden und
Gruppen in zwei unterschiedlichen Schreibweisen verwendet, die von der Form des Verkniipfungssymbols abhiangen.
Bei einem ,,punktéhnlichen” Symbol wie - oder ® bezeichnet man das Neutralelement eines Monoids neben e; auch
mit 1, und die Schreibweise fiir das Inverse eines Elements g ist stets g~'. Man spricht in diesem Zusammenhang von
multiplikativer Schreibweise. Haufig wird ein punktéhnliches Verkniipfungssymbol auch weggelassen, das Element
g - h also mit gh bezeichnet.

Bei einem ,,plusartigen“ Verkniipfungssymbol wie + oder & verwendet man fiir das Neutralelement die Notation O,
und die Schreibweise fiir das Inverse von g ist —g statt g~1. Die Gleichungen (g-h) ' =h'-glund (g7}) =g
haben bei additiver Schreibweise also die Form —(g + h) = (—h) + (—g) und —(—g) = g. Hier spricht man von
additiver Schreibweise; sie ist nur bei abelschen Halbgruppen (bzw. Monoiden oder Gruppen) gebrauchlich.

Ein wichtiges (und zugleich noch weit entferntes) Ziel der Algebra besteht darin, fiir jede Zahl n € IN , alle“ Gruppen
mit n Elementen zu bestimmen. Ein grundséitzliches Problem besteht aber darin, dass es einerseits uniiberschaubar
viele n-elementige Mengen M gibt, auf den man jeweils eine Gruppenstruktur definieren konnte (durch Angabe
einer Verkniipfung -, einem Neutralelement e € M und einer Inversenabbildung M — M, a — a™ '), dass sich aber
andererseits viele dieser Gruppen anhand ihrer Strukturmerkmale gar nicht unterscheiden. (Was fiir Merkmale das
sein konnen, ist das Thema der folgenden Kapitel.) Um diesem Problem zu begegnen, fiir man den Isomorphiebegriff
in die Gruppentheorie ein.

Definition 1.16 Man bezeichnet zwei Gruppen (G, -) und (H, %) als isomorph und schreibt
G = H, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : G — H existiert, so dass ¢(g - g’) = ¢(g) * ¢ (g’) fiir
alle g, g’ € G erfiillt ist.




Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes werden wir beispielsweise zeigen konnen, dass die Gruppen Z /157 und Z /37, x
7./57. zueinander isomorph sind. Durch die Hilfsmittel, die wir im Kapitel {iber Gruppenoperationen entwickeln
werden, werden wir beziiglich der Diedergruppen und der Symmetriegruppen der platonischen Korper zeigen konnen

(i) Jede Diedergruppe D,, (mit n > 3) ist isomorph zu einer 2n-elementigen Untergruppe von S,,.
(ii) Fir die Symmetriegruppen des Tetraeders gilt Sym™ (T) = A, und Sym(T) = S,,.

(iii) Es gilt Sym*(0) = Sym*(W) = S, und Sym(Q) = Sym(W) = S, x Z/27 fiir die Symmetriegruppen von Wiirfel
und Oktaeder.

(iv) Fiir die Symmetriegruppen von Dodekaeder und Ikosaeder gilt Sym* (D) = Sym*(I) = As und Sym(D) =
Sym(I) £ A x Z/27.

Dass die Symmetriegruppe von Wiirfel und Oktaeder bzw. Dodekaeder und Ikosaeder isomorph sind, hat folgenden
Grund: Jedem nicht-ausgearteten Polytop P mit dem Nullpunkt Oy in seinem Inneren kann mit Hilfe des euklidischen
Skalarprodukts durch

PY = {xeR®|(x,y)<1VyeP}

ein sogenanntes duales Polytop zugeordnet werden. Dieses ist ebenfalls nicht-ausgeartet und enthilt Op; als inneren
Punkt. Jede Ecke von P entspricht einer Seite von PV, jede Seite von P entspricht einer Ecke von PV, und es gibt
eine bijektive Korrespondenz zwischen den Kanten von P und denen von P". Es ist relativ leicht zu sehen, dass stets
P und PV isomorphe Symmetriegruppen besitzen, und dass (PV)Y = P gilt. Durch Dualisierung eines Wiirfels erhélt
man einen Oktaeder, und ein Dodekaeder wird durch diesen Vorgang in ein Ikosaeder iiberfiihrt. Ein Tetrader geht
durch Dualisierung in einen anderen Tetraeder iiber.

Wie wir sehen werden, haben stimmen zwei isomorphe Gruppen beziiglich jedes Strukturmerkmals iiberein. Dazu
gehort zum Beispiel die Anzahl der Untegruppen und Normalteiler, die Anzahl der Elemente bestimmter Ordnung
und Eigenschaften wie ,zyklisch®, ,,abelsch® oder ,auflosbar”, um nur ein paar der Merkmale zu nennen, mit denen
wir uns im weiteren Verlauf befassen. Die Frage, welche , wesentlich voneinander verschiedenen® Untergruppen einer
bestimmten Ordnung n es gibt, lisst sich mit dem Isomorphiebegriff folgendermafien konkretisieren.

Definition 1.17 Das Klassifikationsproblem fiir endliche Gruppen kann folgendermafRen
formuliert werden: Gegeben ein n € IN, bestimme alle Gruppen mit n Elementen bis auf Isomor-
phie. Damit ist gemeint: Bestimme eine Zahl r(n) und Gruppen Gy, G, ..., G,(,) mit der Eigen-
schaft, dass jede Gruppe G mit |G| = n zu genau einer dieser Gruppen isomorph ist.

Aus der Formulierung ergibt sich unmittelbar, dass in der Liste der r(n) Gruppen fiir 1 < i, j < r(n) nur dann G; = G;
gilt, wenn i = j ist. Mit Hilfe der Theorie, die wir hier entwickeln, werden wir zeigen kénnen

* Ist p eine Primzahl, dann ist jede Gruppe G mit |G| = p isomorph zu Z/pZ. Es gilt also r(p) = 1.

* Fiir jede Primzahl p gilt: Jede Gruppe G mit |G| = p? ist entweder isomorph zu Z/p?Z oder isomorph zu
Z/pZ x Z./pZ. Es gilt also r(p?) = 2.

* Fiir jede ungerade Primzahl p gilt auerdem: Jede Gruppe der Ordnung 2p ist entweder isomorph zu Z/2pZ
oder zur Diedergruppe D,,. Es gilt also auch r(2p) = 2.




Des Weiteren werden wir in der Lage sein, alle Gruppen mit < 15 Elementen bis auf Isomorphie zu bestimmen. Das
Ergebnis kann in der folgenden Tabelle zusammengefasst werden.

| n | r(n) | Gruppen bis auf Isomorphie
1| 1 |z/1z
2 1 |Z/27Z
3 1 | Z/3%Z
4 | 2 |Z/AZ, Z/2Z x 7./]27Z
5 1 | Z/57Z
6 2 |Z/6Z, S,
7 1 |Z/7Z
8 5 | Z/8Z, 7./AZ x 7./]2Z, (Z]27.)*, D,, Qg
9 2 |Z/97, 7./]37. x Z.]3Z
10| 2 |z/10Z, Ds
11| 1 |z/11Z
12| 5 | Z/127, Z./]27. x 2|67, D¢, A4, Z2./37. % Z./4Z.
13| 1 |z/137
14| 2 | Z/14Z, D,
15| 1 |z/15Z

Dabei bezeichnet Qg die sog. Quaternionengruppe bestehend aus der achtelementigen Menge {£E,+I,+J,+K} C
GL,(C) mit den Matrizen

1 0 —i 0 0 -1 0 i
E = , I= . , J= und K=/ . .
0 1 0 i 1 0 i O

Bei Z/37. % 7./ 47 handelt es sich um ein semidirektes Produkt, eine Verallgemeinerung des direkten Produkts aus
diesem Kapitel, das wir zu einem spéteren Zeitpunkt noch definieren werden.




§2. Untergruppen und der Satz von Lagrange

Zusammenfassung. Eine Untergruppe ist eine Teilmenge U einer Gruppe G mit der Eigenschaft, dass e; in
U liegt, und mit g,h € U auch gh und g~! in U enthalten sind. Durch diese Bedingungen ist sichergestellt,
dass auch U die Struktur einer Gruppe besitzt. Jeder Teilmenge S einer Gruppe G kann eine Untergruppe
(S) zugeordnet werden. Es handelt sich dabei um die kleinste Untergruppe von G, die S enthélt. Oft reicht
eine recht kleine Teilmenge S aus, um sogar ganz G zu erzeugen; bei den symmetrischen Gruppen S,, gentigt
beispielsweise eine zweielementige Menge. Untergruppen, die von einem einzigen Element erzeugt werden,
nennt man zyklisch.

Der Satz von Lagrange besagt, dass bei einer endlichen Gruppe G die Ordnung jeder Untergruppe U ein Teiler
von |G| ist. Der Beweis beruht auf der Beobachtung, dass jede Untergruppe U eine Zerlegung der Gruppe in
gleich grofde Teilmengen ermoglicht, die sog. Links- und Rechtsnebenklassen der Untergruppe. Wir wiederho-
len den bereits aus der Linearen Algebra bekannten Zusammenhang zwischen Zerlegungen und Aquivalenz-
relationen. Fiir den praktischen Umgang mit Nebenklassenzerlegungen ist das Konzept der Reprdsentantensy-
steme hilfreich.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze
— n-te Potenz eines Gruppenelements (n € Z) ° — Gruppen-Eigenschaft der Untergruppen
— Definition der Untergruppen — Existenz und Eindeutigkeit der von einer Teilmenge

. S C G erzeugten Untergruppe (S)
- Erzeugendensysteme einer Gruppe

. — Vertauschbarkeit von Permutationen mit disjunktem
— zyklische Gruppe i
Trager

— Konjugation von Gruppenelementen
Jus PP — Satz von Lagrange

— Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe .
gruppe - _ Kleiner Satz von Fermat

— Représentantensystem

— Index (G : U) einer Untergruppe

Bereits in der Analysis-Vorlesung wurde die n-te Potenz eines Korperelements fiir alle n € Z definiert. Die Definition
lésst sich problemlos auf die Elemente einer Halbgruppe bzw. eines Monoids iibertragen.

Definition 2.1 Ist (G, ) eine Halbgruppe und g € G ein beliebiges Element, dann definiert
man rekursiv g! = g und g"*! = g" x g fiir alle n € IN. Ist (G, *) ein Monoid, dann setzt man
g% = e;. Ist g dariiber hinaus invertierbar, dann setzt man g™ = (g")™* fiir alle n € IN und hat
damit insgesamt g" fiir alle n € Z definiert.




Lemma 2.2 Sei (G, %) eine Halbgruppe.

m+n

(i) Fiir alle ge Gund m,ne N gilt g™ * g" = g™ und (g™)" = g™".

(ii) Sind g,h € G vertauschbare Elemente, gilt also gxh = h* g, dann folgt (g *h)" = g"«h"
fir g,he Gund ne N.

(iii) Ist allgemeiner {gy, ..., &, A1, ..., h,} eine Menge in G bestehend aus paarweise vertausch-
baren Elementen (mit r € IN), dann gilt die Regel

(gy*..xg)x(hyx...xh,) = (gy*xhy)*..x(g,xh)

und auBerdem (g; ... % g, )™ = g7" *...x g".

In einem Monoid gelten alle Regeln entsprechend fiir m, n € IN, im Falle invertierbarer Elemente
g,h firm,neZ.

Den Beweis dieses Lemmas behandeln wir in den Ubungen.

Liegt die Halbgruppe (G, +) in additiver Schreibweise vor, dann schreibt man ng statt g". Die rekursive Definition
der n-ten Potenz lautet dann 1 g = g und (n+ 1)g = ng + g, und die {ibrigen Rechenregeln nehmen die folgende
Form an.

mg+ng=(m+n)g , n(mg)=(mn)g , n(g+h)=ng+nh ,
(g1 +...+g )+ +...+h)=(g+h)+...+(g-+h.) , g+.+g=g+..+g ,
m(g,+...+g,)=mg; + ...+ mg,.

Man beachte, dass die dritte bis sechste Regel wiederum die Vertauschbarkeit der Elemente erfordert. Allerdings
hatten wir ja bereits bemerkt, dass die additive Schreibweise nur bei kommutativen Strukturen verwendet wird.

Definition 2.3 Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G wird Untergruppe von G genannt,
wenn e in U liegt und fiir alle a, b € U auch die Elemente a- b und a ! in U liegen.

Die Schreibweise U < G bedeutet, dass U eine Untergruppe von G ist.
Wir erginzen die Definition um zwei Bemerkungen.

(1) In der Definition enthalten ist die Bedingung, dass U eine unter der Verkniipfung - abgeschlossene Teilmenge
ist. Wie in § 1 ausgefiihrt, erhdlt man somit durch Einschrankung eine Verkniipfung -; auf U.

(2) Unmittelbar aus Definition ergibt sich auch, dass fiir alle a € U und m € Z auch a™ in U enthalten ist, und
das fiir jedes r € IN mit aq, ..., a, € U auch das Produkt a; - ...-a, in U enthalten ist. Beide Aussagen zeigt man
durch einfache Induktionsbeweise.




An die Bemerkung (1) schlief3t sich folgende Feststellung an, durch den Begriff ,,Untergruppe® letztlich rechtfertigt.

Proposition 2.4 Das Paar (U, -y) ist eine Gruppe.

Beweis: Die Verkniipfung -; stimmt auf ihrem gesamten Definitionsbereich mit - iiberein. Wieder iibertragt sich das
Assoziativgesetz von (G, -) auf (U, -y), d.h. fir alle a,b,c € U gilt (a-y b) -yc=(a-b)-c=a-(b-c)=a-yz(b-yc)
fiir alle a, b,c € U. Auf Grund der Voraussetzung e; € U und wegen e; -y a =e;-a =a,d -yeg =da-e; = a ist
e; ein Neutralelement der Halbgruppe (U, -;); die Halbgruppe ist also ein Monoid. Fiir jedes a € U ist auch a ! in
U enthalten. Die Gleichungen a-ya™! =a-a=-e; und a! -y a = a™! - a = e zeigen jeweils, dass a im Monoid
(U, -y) ein invertierbares Element ist, und das Inverse von a in (G, -) zugleich das Inverse von a in (U, -;;). Insgesamt
ist (U, -yy) also tatséchlich eine Gruppe. m|

Bereits im ersten Kapitel sind uns eine Vielzahl von Untergruppen begegnet.

(1) Ist G eine beliebige Gruppe, dann sind {e;} und G Untergruppen von G. Man bezeichnet {e;} auch als die
triviale Untergruppe von G. Fiir beide Mengen kontrolliert man unmittelbar, dass die Untergruppen-Bedin-
gungen erfiillt sind.

(i) Die Gruppe (Z, +) ist eine Untergruppe von (Q, + ), und diese wiederum ist eine Untergruppe von (R, +).

(iii) Fiir jedes n € N ist die alternierende Gruppe A, eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,. Des Weiteren
ist die vierelementige Menge

v, = {id,(12)(34),(13)(24),(14)23)}

ihrerseits eine Untergruppe von A,. Man nennt sie die Kleinsche Vierergruppe. Zum Nachweis der Untergruppen-
Eigenschaft bemerken wir zunédchst, dass das Neutralelement id von A, in V, liegt. Die Verkniipfungstabelle

o id (12)(34)|(13)24) | (14)(23)

id id (12)34)|(13)24) | (14)(23)
(12)34) || (1234 id 14)23)|13)24)
13)24) | (13)24) | (14)(23) id (12)(34)
14)23)|01423)|(13)249) | (12)34) id

hat nur Eintrédge in V,; dies zeigt, dass V, eine beziiglich o abgeschlossene Teilmenge von A, ist. Auflerdem
rechnet man unmittelbar nach, dass

(2E49)? = (132497 = (14923) = id
gilt und somit neben id auch jedes andere Element in V, sein eignes Inverses ist. Fiir jedes o € V, gilt also
insbesondere ™! € V,, wodurch auch die letzte Untergruppen-Eigenschaft nachgewiesen ist.

(iv) Die spezielle lineare Gruppe SL,,(K) ist eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL,(K) (fiir jeden
Korper K und n € IN). Ebenso ist O(n) eine Untergruppe von GL,(IR), und ¢(n) ist eine Untergruppe von
GL,(C).

(v) Die Gruppe B, der Bewegungen ist eine Untergruppe von Per(R"), und B ist eine Untergruppe von 5,, und
wiederum auch von Per(IR").




(vi) Fiir jede Teilmenge T C R" ist die Symmetriegruppe Sym(T) eine Untergruppe von 3,, und Sym™*(T) ist eine
Untergruppe von B;.

Um die Struktur einer Gruppe G zu verstehen, ist es wichtig, einen Uberblick iiber die Untergruppen von G zu
erhalten. Als nichstes befassen wir uns deshalb mit der Frage, wie sich die Untergruppen auf moglichst effiziente
Weise spezifieren lassen. Dies fiihrt uns auf den Begriff des Erzeugendensystems.

Proposition 2.5 Sei (G, -) eine Gruppe, und sei (U;),; eine Familie von Untergruppen von G.

Dann ist auch U = ﬂ U; eine Untergruppe von G.

iel
Beweis: Weil jedes U; eine Untergruppe von (G, ) ist, gilt e; € U; fiir alle i € I und damit auch e; € U. Seien nun

a,b € U vorgegeben. Dann gilt a,b € U, fiir alle i € I, und aus der Untergruppe-Eigenschaft von U; folgt jeweils
ab € U; und a™! € U, fiir jedes i € I. Daraus wiederum folgt ab€ U und a™! € U. O

In vielen Situationen ist es wiinschenswert, Untergruppen auf moéglichst kurze und einfache Art und Weise zu spezi-
fizieren. Eine einfache Moglichkeit ist die Beschreibung von Untergruppen durch Erzeugendensysteme.

Satz 2.6 Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Untergruppe U von G mit den folgenden Eigenschaften.

@»H U2S

(i) Ist V eine weitere Untergruppe von G mit V 2 S, dann folgt V 2 U.

Beide Bedingungen lassen sich zusammenfassen in der Aussage, dass U die kleinste Untergruppe
von G ist, die S als Teilmenge enthilt.

Beweis: Existenz: Sei (U;) die Familie aller Untergruppen von G mit U; 2 S. Dann ist nach Proposition [2.5]auch
U =(");; U; eine Untergruppe von G, und aus U; 2 S fiir alle i € I folgt U 2 S. Sei nun V eine weitere Untergruppe
von G mit V 2 S. Dann gilt V = U; fiir ein j € I, und weil nach Definition U C U; fiir alle i € I gilt, folgt V 2 U.

Eindeutigkeit: Seien U,U’ zwei Untergruppen von G, die beide (i) und (ii) erfiillen. Dann gilt U 2 S und U’ 2 S.
Aus der Eigenschaft (ii) fiir U folgt U’ 2 U, und aus Eigenschaft (ii) fiir U’ folgt U 2 U’, insgesamt also U = U’. 0O

Definition 2.7 Die Untergruppe U aus Satzwird die von S erzeugte Untergruppe genannt
und mit (S) bezeichnet. Ist V eine beliebige Untergruppe von G, dann wird jede Teilmenge T
von G mit V = (T) ein Erzeugendensystem von V genannt.

Ist S eine einelementige Teilmenge einer Gruppe G, S = {g} fiir ein g € G, dann verwendet man die Notation {(g) an
Stelle der korrekten, aber umstindlichen Schreibweise ({g}). Auch bei endlichen Mengen mit mehr Elementen wird
haufig an Stelle von ({g4, ..., g,}) die einfachere Notation (g, ..., g,) verwendet. Wir betrachten nun eine Reihe von
Beispielen fiir Erzeugendensysteme von Untergruppen.




(i) In jeder Gruppe G gilt (&) = {e;}. Denn wie wir bereits festgestellt haben, ist {e;} eine Untergruppe, und
diese enthalt trivialerweise & als Teilmenge. Andererseits ist e in jeder Untergruppe U von G enthalten, also
ist {eg} eine Teilmenge jeder Untergruppe V von G mit V 2 @.

(ii) Es ist leicht zu sehen, dass die Gruppe (Z, +) von der einelementigen Menge {1} erzeugt wird, denn jedes
Element k € Z kann in der Form k - 1 dargestellt werden, wobei k - 1 die k-te Potenz des Elements 1 in
additiver Schreibweise bedeutet. Ebenso ist {—1} ein Erzeugendensystem, denn jedes k € Z hat die Darstellung
k = (—k) - (—1). Allgemein gilt (m) = mZ = {ma | a € Z} fiir jedes m € IN,,.

Wir werden spater sehen, dass alle Untergruppen von (Z,+) diese Form haben. Dass sich alle Untergruppen
einer Gruppe so leicht angeben lassen, ist leider nur sehr selten der Fall.

Definition 2.8 Eine Gruppe G wird zyklisch genannt, wenn ein g € G mit G = (g) existiert.
Existiert eine endliche Teilmenge S € G mit G = (S), dann nennt man G eine endlich erzeugte
Gruppe.

Die zyklischen Gruppen werden wir in § 3 ausfiihrlich studieren. Ein einfaches Beispiel ist, wie wir oben gesehen
haben, die Gruppe (Z, +). Die endlich erzeugten Gruppen sind leider nicht so {ibersichtlich, aber in § 5 werden wir
zumindest die endlich erzeugten abelschen Gruppen bis auf Isomorphie klassifizieren. Es ist relativ leicht zu sehen,
dass beispielsweise die Gruppe (Q, +) nicht endlich erzeugt ist. Den Beweis behandeln wir in den Ubungen.

Unser néchstes Ziel besteht darin, die in einer Untergruppe der Form (S) liegenden Elemente explizit anzugeben. Dazu
verwenden wir sowohl die im Anschluss an Definition [2.3|formulierte Eigenschaft von Untergruppen als auch die in
Proposition[1.13|formulierten Rechenregeln fiir invertierbare Elemente. Um die folgenden Aussagen zu vereinfachen,
fiihren wir die folgende Konvention ein: Das Neutralelement e einer Gruppe G ist bei uns stets ein Produkt aus null
Faktoren. Der Ausdruck g; - ... g, steht also im Fall r = O fiir das Element e.

Satz 2.9 Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge.
(i) Die Elemente von (S) sind gegeben durch
() = {g' g7 lreNy, g,...8 €S, e, €{1} fir1 <k <r}.

(ii) Sei S endlich, S = {g, ..., gn} fiir ein m € IN;, und setzen wir voraus, dass jedes Element
der Menge S mit jedem anderen vertauschbar ist. Dann gilt

(S)={gy" .- g |y € Zfiir 1 <k <m}.

Beweis: zu (i) Sei U die Teilmenge auf der rechten Seiten der Gleichung. Zunéchst iiberpriifen wir, dass U eine
Untergruppe von G ist. Da wir in der Definition von U Produkte der Lange r = O eingeschlossen haben, ist das
Neutralelement e; in U enthalten. Seien nun g, g’ € U vorgegeben. Dann gibt es nach Definition Elemente r,s € IN,),




81,8 81> 8 €S und &1, ...,&,,¢€],...,6, € {£1}, so dass g = gy g und g’ = (g{)g1 .- (g% erfiillt ist.
Offenbar sind die Elemente

gg'=gy' g (gD (gD und  gTl=gelg”
nach Definition ebenfalls in U enthalten. Also handelt es sich bei U tatsachlich um eine Untergruppe von G. Aullerdem
enthélt sie S als Teilmenge: Ist g € S beliebig vorgegeben, dann setzt man g; = g, €; = 1 und erhélt g = gil ev.

Nun miissen wir noch zeigen, dass U die kleinste Untergruppe von G mit U 2 S ist. Sei V eine beliebige Untergruppe
von G mit V 2 S; nachzuweisen ist V 2 U. Zunéchst bemerken wir, dass das Produkt der Liange r = 0 in V enthalten
ist, denn als Untergruppe von G enthélt V das Neutralelement e;. Seiennunr € N, g4, ..., g, € Sund ¢4, ..., €, € {£1}.
Wegen S C V gilt dann auch g,...,g, € V. Weil V eine Untergruppe von G ist, folgt gZ" eV firl <k <rund
schlieBlich gil -...- g € V. Damit ist der Nachweis der Inklusion U € V erbracht.

zu (ii) Hier gehen wir nach demselben Schema vor und zeigen zunichst, dass die Menge auf der rechten Seite der

Gleichung, die wir mit U bezeichnen, eine Untergruppe von G ist. Durch Setzen von e, = 0 fiir 1 < k < m sieht man,

/

dass U das Neutralelement enthlt. Seien nun g, g’ € U vorgegeben. Dann gibt es Elemente ey, ...,e,, e}, ...,e,, € Z

mit g = gil “ergimund g’ = gil -...- g Es folgt

/ e/ / / +/ m+:n
g8 = (g5 8Ny &) = (878 (gmgm) = gy tregm
und
g = (g = @) (g)T = gmg = g gy el

Damit ist der Nachweis der Untergruppen-Eigenschaft abgeschlossen. Nun zeigen wir, dass U 2 S gilt. Sei dazu
k € {1,...,m} vorgegeben. Setzen wir e, = 1 und e; = 0 fiir 1 <i < m miti # k, dann erhalten wir g, = gil-...-g,‘j;" ev.
Sei nun V eine beliebige Untergruppe von G mit V 2 S. Dann gilt g, € V fiir 1 < k < m. Sind ey,...,e,;, € Z
beliebig vorgegeben, dann folgt auf Grund der Untergruppen-Eigenschaft gik € V fiir 1 < k < m und schlief3lich
gil “...* grm € V. Damit ist der Nachweis von U C V abgeschlossen. m|

Folgerung 2.10

(i) Ist G eine Gruppe und g € G, dann gilt (g) = {g¢ | e € Z}.
(i) Jede zyklische Gruppe ist abelsch.

Beweis: Die Aussage (i) ist der Spezialfall von Satz (i) mit m = 1. Zum Beweis von (ii) sei G eine zyklische
Gruppe und g; € G ein Element mit G = (g;). Sind g,h € G beliebig vorgegeben, dann gilt nach (i) g = gI" und
h = g} fiir geeignete m,n € Z. Es folgt gh = g"g} = gI"*" = g™ = g1g" = hg. O

Als konkretes Beispiel betrachten wir nun Erzeugendensysteme der symmetrischen Gruppen S,, und der alternieren-
den Gruppen A,,. Fiir den Beweis benétigen wir den folgenden Begriff: Der Tréiger supp(c) eines Elements o € S,
ist die Menge aller j € M,, mit o(j) # j. Wird o als Produkt disjunkter Zykel dargestellt, so besteht der Tréger aus
genau denjenigen Elementen, die in einem der Zykel vorkommen.




Das Konzept des Tragers ist vor allem aus folgendem Grund wichtig: Seien o, T € S,, mit supp(c) N supp(7) = &.
Dann sind die Elemente o und © vertauschbar, d.h. es gilt

ooT = TOCO.

Zum Beweis bemerken wir vorweg: Fiir jedes o € S,, und jedes k € M,, gilt k € supp(c) genau dann, wenn auch o (k)
in supp(o) liegt. Denn wire k € supp(o) und o (k) ¢ supp(c), dann wiirde o (k) = o(o(k)) gelten, im Widerspruch
zur Bijektivitdt von o. Der Fall k ¢ supp(o) und o (k) € supp(c) kann ebenfalls nicht eintreten, denn aus k ¢ supp(o)
folgt o(k) = k.

Nun {iberpriifen wir, dass unter der Voraussetzung supp(c) N supp(7t) = @ die Abbildungen o o T und 7 o o auf
jedem k € M, iibereinstimmen. Fiir k ¢ supp(c) U supp(t) gilt (o o 7)(k) = k = (7 o o)(k). Betrachten wir nun
den Fall k € supp(o) und k ¢ supp(t). Dann gilt (o o 7)(k) = o(7(k)) = o(k) und wegen o (k) € supp(c) und
o (k) ¢ supp(t) auch (7 o o)(k) = t(o(k)) = o(k). Der Fall k ¢ supp(c) und k € supp(7) lduft analog. Der Fall
k € supp(o) und k € supp(7) schliellich kann auf Grund der Voraussetzung nicht eintreten.

Satz 2.11 Sein € IN beliebig.

(i) Die Menge der Transpositionen bildet ein Erzeugendensystem von S,,.

(ii) Die Menge der 3-Zykel bilden ein Erzeugendensystem von A,,.

Beweis: zu (i) Wir beweisen durch vollstindige Induktion tiber |supp(c)|, dass jedes o € S, als Produkt von
Transpositionen dargestellt werden kann, wobei wir id wie immer als ,leeres“ Produkt mit null Faktoren ansehen.
Im Fall [supp(o)| = 0 gilt supp(o) = @ und o =1id, also ist hier nichts zu zeigen. Elemente o € S, mit |supp(c)| =1
existieren nicht, und die Elemente mit |[supp(c)| = 2 sind genau die Transpositionen.

Seinunk € {3, ...,n} und o € §,, mit |supp(c)| = k, und setzen wir die Aussage fiir Werte < k per Induktionsannahme
voraus. Sei i € supp(o) beliebig gewéhlt und 7 = (i o(i))oo. Miti auch o (i) in supp(c’) enthalten. Damit ist klar, dass
jedes k ¢ supp(o) auch nicht in supp(7) enthalten ist, also supp(7) € supp(o) gilt. Andererseits ist offenbar (i) =i,
also i € supp(o) \ supp(7) und deshalb sogar supp(t) & supp(c). Wir kénnen damit die Induktionsvoraussetzung
auf T anwenden und erhalten eine Darstellung T = 7, o... o 7, von 7 als Produkt von Transpositionen 7. Folglich
istauch o = (i 0(i)) Yot = (i 0(i)) ' 0 75 0... 0 T, als Produkt von Transpositionen darstellbar.

zu (ii) Sei T C S, die Menge der 3-Zyklen in S,. Wir zeigen zunéichst, dass jedes o € A, das Produkt von 3-
Zyklen dargestellt werden kann und beweisen damit die Inklusion A, € (T). Nach (i) besitzt o eine Darstellung
0 = Ty 0...0 7, als Produkt von Transpositionen, und wegen sgn(c) = 1 und sgn(7;) = —1fiir 1 < k < ristr
gerade. Nun gilt allgemein fiir je zwei Transpositionen mit einem gemeinsamen Element im Tréger die Gleichung
(i j)o(i k) =(i k j), wie man unmittelbar {iberpriift. Stimmen zwei Elemente im Tréger iiberein, dann gilt offenbar
(i j)o(ij)=id. Sind (i j) und (k £) schlief8lich disjunkte Zykel, dann gilt (i j) o (k £) = (i k j)o (i k £). Somit kann
jeder der Faktoren 7,0 7,, T307y, ..., T,_; © T, als Produkt von 0 bis zwei 3-Zyklen dargestellt werden. Damit ist der
Beweis von A, C (T) abgeschlossen. Umgekehrt hat jeder 3-Zykel ein positives Signum, somit gilt T € A,,. Da (T) die
kleinste Untergruppe ist, die T als Teilmenge enthélt, folgt (T) € A,, und insgesamt (T) =A,,. O

Wie wir gleich sehen werden, gentigen sogar zwei Elemente, um die gesamte Gruppe S,, zu erzeugen; dieses Resultat
wird auch spéter in der Galoistheorie benétigt. Hierfiir benétigen wir den Begriff der Konjugation. Sind g und h
Elemente einer Gruppe G, dann bezeichnet man ghg™! als das Element, dass durch Konjugation h mit g entsteht.




Proposition 2.12 Fiir jedes n € IN ist die Menge {o, T} bestehend aus den beiden Elementen
o =(12..n)und T = (1 2) ein Erzeugendensystem von S,. Ist n eine ungerade Primzahl,
dann wird S, sogar von jeder zweielementigen Menge bestehend aus einem n-Zykel und einer
Transposition erzeugt.

Beweis: Fiir das Verstdndnis dieses Beweises ist es hilfreich, sich vorher die Auswirkung der Konjugation eines
Elements von S, mit einem anderen Element klar zu machen. (Wir gehen im Kapitel iiber die Klassengleichung
detailliert darauf ein.) Beispielsweise entsteht durch Konjugation von T mit o das Element

oto ! = (c(Do(2) = (23)

Ebenso erhilt man durch Konjugation von T mit o2, o, ... die Transpositionen (3 4), (4 5), ... und durch Konjugation
von T mit o™ 2 schlieBlich die Transposition (n—1 n). Seinun i € {1, ...,n— 1} vorgegeben. Dann gilt

(i+1i+2)o(i i+1)o(i+1 i+2)=(i+2), ((+2i+3)o(i i +2)o(i+2i+3)=( i+3) usw

Insgesamt kann auf diese Weise jedes Element (i i+ k) mit i + k < n gebildet werden. Dies zeigt, dass (o, T) die
gesamte Menge T C S, aller Transpositionen enthilt. Es folgt (o, ) = (T), und wegen (T) = S, nach Satz ist
damit die erste Aussage bewiesen.

Der Beweis der zweiten Aussage ist recht umfangreich; dariiber hinaus miissen wir im hinteren Teil auf ein wenig
Zahlentheorie und Kongruenzrechnung zuriickgreifen, die wir erst spater in der Vorlesung entwickeln. Sei p = n eine
ungerade Primzahl, o = (i; 1 ... i,) ein p-Zykel und 7 eine beliebige Transposition. Definieren wir p € S, durch

-1
1 2 ves D
P = . . . >
1T 1y lp

dannist das Element & = pop~! gegeben durch & = (p(i;) ... p(i,)) =(12...p). Seiaulerdem 7 = oTp L. Wieman
leicht tiberpriift, ist durch die Konjugationsabbildung ¢,(a) = pap ! ein Automorphismus von S, definiert. Es gilt
¢,({0,7)) =(¢,(0),9,(7)) = (5, 1), denn einerseits ist {G, T} eine Teilmenge von ¢ ,({c, 7)), und andererseits gilt
{o,7} € ¢.1((5, 7)), woraus (0, 7) € ¢, ({5, 7)) und ¢, ({0, 7)) = (G, 7) folgt. Wenn wir nun zeigen konnen, dass
(6,%) =S, gilt, dann folgt daraus (o, T) = d);l(S ») = ¢,-1(S,) =S,. Aus diesem Grund diirfen wir im nachfolgenden
Teil des Beweises o, T durch &, T ersetzen und annehmen, dass o = (1 2 ... p) gilt.

Sei T = (i j) miti,j € M, und i < j. Dann ist auch das Element olitg=! = (1 j—i+1)in (o, 7) enthalten. Nach
Ersetzung von T durch dieses Element konnen wir annehmen, dass 7 die Form (1 i) mit 1 < i < p hat. Wir zeigen
nun: Sind k,r € Nmit 1 <k < p—1und r € My, und gilt r = 1+ k(i — 1) mod p, dann liegt das Element (1 r)
in (o, 7). Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber k; die Zahl r ist durch k jeweils eindeutig
festgelegt. Fiir k = 1 ist r = i, und dass (1 i) in (o, T) liegt, ist bereits bekannt. Setzen wir nun die Aussage fiir ein
k € N mit 1 <k < p—1 voraus, und seien r,s € M,, die eindeutig bestimmten Elemente mit r =1+ k(i — 1) mod p
unds =1+ (k+1)(i—1)mod p. Ist r + (i — 1) < p, dann gilt s = r + (i — 1) und somit o 1(1 i)o*™ = (r s).
ImFallr+(i—1)>pgilts=r+(i—1)—p und " 'P(1 i)oo'~ = (r 5). In beiden Fillen zeigt die Gleichung
(r s)(1 r)(r s)=(15s), dass auch (1 s) in (o, ) enthalten ist.

Wegen ggT(i — 1, p) = 1 existieren nun nach dem Lemma von Bézout k,{ € Z mit k(i —1) + {p = 1. Dabei ist p kein
Teiler von k, da aus der Gleichung ansonsten p | 1 folgen wiirde. Sei x € Z so gewihlt, dass 1 < k+ px < p—1 gilt.
Dann folgt (k+ px)(i—1)+ ({ —x(i—1))p = 1; nach Ersetzung von k durch k + px und £ durch £ —x(i — 1) kénnen
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wir also 1 < k < p—1 voraussetzen. Wenden wir nun die im vorherigen Abschnitt bewiesene Aussage auf dieses k an
und setzen wir r =2, dann gilt r € M,, r =1+1=1+k(i—1)+{p=1+k(i—1) mod p und (1r)=(12) € (o, 7).
Wegen 0 = (1 2 ... p) € (o, 1) enthilt (o, T) auf Grund der ersten Aussage der Proposition also ein vollstandiges
Erzeugendensystem von S,,. a

Wenden wir uns nun dem zweiten Thema dieses Kapitels zu, dem Satz von Lagrange.

Definition 2.13 Sei (G, -) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Eine Teilmenge von G, die mit
einem geeigneten g € G in der Form

gu = {gulueU}

geschrieben werden kann, wird Linksnebenklasse von U genannt. Ebenso bezeichnet man die
Teilmengen der Form Ug = {ug | u € U} mit g € G als Rechtsnebenklassen von U.

Desweiteren flihren wir die Bezeichnung G/U fiir die Menge der Linksnebenklassen und U\G fiir die Menge der
Rechtsnebenklassen von U ein. Es gilt also G/U = {gU | g € G} und U\G = {Ug | g € G}. Sei beispielsweise G = S
und U = {(1,2)) = {id, (1 2)}. Dann sind die Linksnebenklassen von U gegeben durch

idoU = {idoid,id o (1 2)} = {id, (1 2)}
(12)oU = {(12)0id,(12)o(12)} = {(1 2),id}
(13)oU = {(13)0id,(13)o(12)} = {(13),(123)}
(23)oU = {(23)0id,(23)0o(12)} = {(23),(132)}

(123)oU = {(123)0id,(123)0(12)} = {(123),(13)}
(132)oU = {(132)0id,(132)0(12)} = {(132),(23)}

Es gilt also S5 /U = { {id, (1 2)}, {(13),(123)}, {(23),(132)}}.

Graphisch kann die Menge S;/U der Linksnebenklassen folgendermaf3en dargestellt werden.
Sy /U
U

a3u @23)U

Die Elemente von S;/U sind die Linksnebenklassen U, (1 2)U und (2 3)U, also die blau gezeichneten Objekte. Die
Permutation (1 2 3) ist ein Element von S; und auch ein Element der Linksnebenklasse (1 3)U, die ja ihrerseits eine
Teilmenge von S5 ist. Aber (1 2 3) ist kein Element von S;/U, denn die Elemente von S;/U sind nach Definition
bestimmte Teilmengen von Ss, keine Elemente von S;!




Offenbar ist es moglich, dass zwei Nebenklassen gU und hU iibereinstimmen, ohne dass g = h ist. In unserem
Beispiel gilt etwa (1 3)o U = (1 2 3) o U. Nach dem gleichen Schema kénnen wir auch die Rechtsnebenklassen von
U bestimmen.

Uoid = {idoid, (1 2)oid} = {id,(12)}
Uo(12) = {ido(12),(12)0o(12)} = {(12),id}
Uo(13) = {ido(13),(12)0(13)} = {(13),(132)}
Uo(23) = {ido(23),(12)0(23)} = {(23),(123)}
Uo(123) = {ido(123),(12)0(123)} = {(123),(23)}
Uo(132) = {ido(132),(12)0(132)} = {(132),(13)}

Die Menge der Rechtsnebenklassen U\G ist also gegeben durch {U , {(1 3),(1 3 2)}, {(2 3),(1 2 3)}}.

Das Beispiel zeigt, dass Links- und Rechtsnebenklassen im Allgemeinen nicht iibereinzustimmen brauchen. Beispiels-
weise ist {(1 3), (1 2 3)} zwar eine Links- aber keine Rechtsnebenklasse von U. Ist U aber Untergruppe einer abelschen
Gruppe, dann gilt gU = Ug fiir alle g € G. Ist ndmlich h € gU vorgegeben, dann gilt h = gu = ug fiir ein u € U, und
es folgt h € Ug. Damit ist gU C Ug nachgewiesen, und die umgekehrte Inklusion beweist man genauso.

Wir bemerken noch, dass jedes g € G sowohl in der Linksnebenklasse gU als auch in der Rechtsnebenklasse Ug
enthalten ist. Dies folgt direkt aus den Gleichungen g = g - e; = e - g und der Tatsache, dass e in U liegt.

Bei unserem Beispiel féllt auf, dass jede Links- oder Rechtsnebenklasse genauso viele Elemente enthilt wie die Un-
tergruppe U selbst. Diese Beobachtung ist auch im allgemeinen Fall zutreffend.

Lemma 2.14 Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und g € G ein beliebiges Element.
Dann sind die Abbildungen

Ti :U—-gU,h—gh und "L'; :U—->Ug, h—hg jeweils bijektiv.

Ist U endlich, dann gilt also |U| = |gU| = |Ug| fiir alle g € G.

Beweis: Wir beschranken und auf den Beweis der Surjektivitdt und der Injektivitdt der Abbildung ‘L'Zg .Seih e gU
vorgegeben. Dann existiert nach Definition von gU ein u € U mit h = gu. Es gilt also Tg (u) = gu = h. Damit ist
die Surjektivitdt bewiesen. Seien nun u;,u, € U mit Tg(ul) = T‘é(uz). Dann folgt u; = g 'gu; = g_lfrg(ul) =
g_lrﬁ, (u,) = g~ ' gu, = u,. Dies zeigt, dass 7¢ auch injektiv ist. Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dass zwei Mengen, zwischen denen eine Bijektion existiert, gleichméchtig sind. m|

Fiir das Hauptziel dieses Abschnitts, den Beweis des Satzes von Lagrange, ist die Beobachtung entscheidend, dass die
Linksnebenklassen in G/U eine Zerlegung der Menge G bilden, ein Begriff, den wir bereits aus der Linearen Algebra
kennen. Zur Erinnerung: Unter einer Zerlegung einer Menge X verstehen wir ein System Z C P(X) von Teilmengen
von X mit den Eigenschaften @ ¢ Z, UAezA =X und VA,B € Z:A# B = AN B = @; zwei verschiedene Mengen in
einer Zerlegung sind also disjunkt. Man vergewissere sich anhand des Beispiels vom Anfang des Kapitels mit G = S,
und U = ((1 2)), dass sowohl G/U als auch U\G in der Tat eine Zerlegung von Ss liefert.

Aus der Linearen Algebra wissen wir auch, dass der Begriff der Zerlegung mit dem Konzept der Aquivalenzrelation
eng verbunden ist. Eine Aquivalenzrelation = auf einer Menge X ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation. Fiir jedes x € X wird [x] = {y € X | x = y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich = genannt. Zwischen den
Aquivalenzrelationen auf einer Menge X und den Zerlegungen von X besteht nun der folgende Zusammenhang: Ist




= eine Aquivalenzrelation auf X, so bilden die Aquivalenzklassen beziiglich = eine Zerlegung von X. Ist umgekehrt
Z eine Zerlegung von X, so erhdlt man durch

x=z;y & dAeZ:x,y€A

eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir eine Menge X und eine Zerlegung Z von X gilt offenbar allgemein: Genau dann
ist X endlich, wenn sowohl | Z| als auch |A| fiir jedes A € Z endlich ist, und in diesem Fall ist dann die Gleichung
IX| = >,z |Al erfiillt. Diese einfache Beobachtung wird spéter beim Beweis des Satzes von Lagrange eine wichtige
Rolle spielen.

Lemma 2.15 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann folgt fiir alle g,h € G
aus h € gU jeweils gU = hU.

Beweis: Setzen wir h € gU voraus. Dann gibt es ein u € U mit h = gu. Zum Nachweis der Inklusion ,,C“ sei h; € gU
vorgegeben. Dann gibt es ein u; € U mit h; = gu;, und es folgt h; = h(u'u,) € hU. Ist umgekehrt h; € hU, dann
gilt hy = hu,, fiir ein u, € U. Wir erhalten h; = g(u u,) € gU. O

Satz 2.16 Sei G eine Gruppe und U < G. Dann ist sowohl durch G/U als auch durch U\G eine
Zerlegung von G gegeben. Die zugehorigen Aquivalenzrelationen auf G sind definiert durch
g=heshegUbzw. g=. h& helUg.

Beweis: Wir beweisen die beiden Teilaussagen lediglich fiir die Menge G /U der Linksnebenklassen. Zunéchst zeigen
wir, dass es sich dabei um eine Zerlegung von G handelt, und tiberpriifen dafiir die drei definierenden Bedingungen,
die wir gerade wiederholt haben. Jede Teilmenge A € G/U hat die Form A= gU fiirein g € G,undes gilt g = g-e; €
gU wegen e; € U. Dies zeigt, dass A # @ gilt, die leere Menge in G/U also nicht vorkommt. Weil jedes g € G in
gU liegt, also einem Element von G/U, ist auch die Eigenschaft G = | J,. suA erfiillt. Seien nun A,B € G/U mit
ANB # @ vorgegeben, und sei h € AN B. Nach Lemma folgt daraus A = hU = B. Setzen wir fiir A,B € G/U
umgekehrt A # B voraus, dann muss also AN B = & gelten.

Nach Definition ist die zur Zerlegung G/U gehorende Aquivalenzrelation =, definiert durch die Bedingung, dass fiir
je zwei Elemente g,h € G jeweils genau dann g =, h erfiillt ist, wenn ein A € G/U mit g, h € A existiert. Aber wegen
Lemma [2.15| folgt aus g € A bereits A = gU, so dass g =, h also h € gU impliziert. Setzen wir umgekehrt h € gU
voraus, dann ist durch A = gU ein Element von G/U mit g,h € A gegeben, und es folgt g =, h. O

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit X /= die Menge der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation =. Es handelt
sich also nach Definition um die Menge {[x] | x € X}.

Definition 2.17 SeiX eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf X . Eine Teilmenge R C X
wird Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen von = genannt, wenn durch R — X/=,
x — [x] eine bijektive Abbildung gegeben ist. Mit anderen Worten, in jeder Aquivalenzklasse ist
genau ein Element aus R enthalten.




Im Beispiel G = S5, U = {(1 2)) von oben ist {id, (1 3),(2 3)} ein Reprasentantensystem von G/U. Gleiches gilt fiir
die Mengen {id, (1 2 3),(2 3)} und {(1 2),(1 3),(1 3 2)}. Die Wahl eines Reprasentantensystems ist also keineswegs
eindeutig.

Als néchstes zeigen wir, wie sich aus einem Reprasentantensystem der Linksnebenklassen ein Reprdsentantensystem
der Rechtsnebenklassen gewinnen lasst.

Proposition 2.18 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Ist R ein Reprdsentantesystem
der Linksnebenklassen, dann ist R = {g™! | g € R} ein Reprisentantensystem der Rechtsneben-
klassen, und durch g — g~ ist eine Bijektion zwischen R und R’ definiert.

Beweis: Zu zeigen ist, dass fiir jedes h € G die Rechtsnebenklasse Uh genau ein Element aus R’ enthilt. Sei also
h € G vorgegeben. Zunichst beweisen wir, dass in Uh ein Element aus R’ liegt. Nach Voraussetzung enthilt die
Linksnebenklasse h™'U ein Element g € R. Es gibt also ein u € U mit g = h™'u. Daraus folgt g~! = u'h. Diese
Gleichung wiederum zeigt, dass die Rechtsnebenklasse Uh das Element g~ € R’ enthiilt.

Nehmen wir nun an, die Rechtsnebenklasse Uh enthilt die beiden Elemente hy,h, € R’. Dann gibt es u,v € U
mit h; = uh und hy, = vh. Nach Definition von R’ gibt es auferdem g;,g, € R mit g, = hy, g,' = h,. Es folgt
g1 =h{' =h7'u' und g, = h;' = h™'v~. Die Gleichungen zeigen, dass die Elemente g;,g, € R beide in der
Linksnebenklasse h~'U liegen. Weil R ein Reprisentantensystem der Linksnebenklassen ist, muss g; = g, gelten.
Daraus wiederum folgt h; = h,,.

Dass die Abbildung R — R/, g — g~ ! surjektiv ist, folgt direkt aus der Definition von R’. Andererseits folgt aus
g7t =h! sofort g = h, somit ist die Abbildung auch injektiv. O

Aus der Proposition folgt unmittelbar, dass zwischen G/U und U\G eine Bijektion existiert, die aus den Bijektionen
G/U — R — R’ - U\G zusammengesetzt ist. Dies bedeutet, dass die Mengen G/U und U\G gleichmichtig sind.

Definition 2.19 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Méachtigkeit |G/U| der Menge
G/U wird der Index von U in G genannt und mit (G : U) bezeichnet.

Aus unserer Voriiberlegung folgt, dass man zur Definition des Index genauso gut die Méchtigkeit der Menge U\G der
Rechtsnebenklassen verwenden kénnte. Im Beispiel oben haben wir gesehen, dass es im Fall G = S; und U = {(1 2))
jeweils drei Links- und drei Rechtsnebenklassen gibt. Hier gilt also (G : U) = 3.

Satz 2.20 (Satz von Lagrange)

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt |G| = (G : U)|U|. Insbesondere
ist die Ordnung |U| der Untergruppe immer ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Beweis: SeiR C G ein Reprasentantensystem der Linksnebenklassen. Weil nach Definition der Reprasentantensysteme
eine Bijektion R — G/U existiert, gilt |R| = |G/U| = (G : U). Nach Proposition ist G/U eine Zerlegung von G,
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und nach Lemma gilt |gU| = |U| fiir alle Linksnebenklassen. Wir erhalten

Gl = >l = Dllgul = YUl = RI-Ul = (G:U)UL O

AEG/U g€R g<€R

Im Beispiel oben ist die Gleichung aus dem Satz von Lagrange offenbar erfiillt, denn im Fall G = S5, U = {(1 2)) gilt
|G| =6 und (G : U)|U| =3 -2 = 6. Die Untergruppe V = {(1 2 3)) in S5 ist von Ordnung 3, da (1 2 3) ein Element
der Ordnung 3 ist. Der Satz von Langrange liefert hier fiir den Index den Wert

Il _ 6

- = 2.

(G:V) e

Die Zerlegung einer Gruppe in ihre Linksnebenklassen liefert auch eine Aussage fiir beliebige, nicht notwendigerweise
endliche, Gruppen.

Folgerung 2.21 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Genau dann ist G endlich, wenn
sowohl U als auch G/U endliche Mengen sind (und in diesem Fall gilt dann natiirlich der Satz
von Lagrange).

Beweis: ,,=“ Ist G endlich, dann ist U als Teilmenge von G offenbar ebenfalls endlich. Sei R C G ein Représentan-
tensystem der Menge G /U der Linksnebenklassen. Dann gibt es eine Bijektion von R nach G/U. Weil R als Teilmenge
von G endlich ist, handelt es sich auch bei G/U um eine endliche Menge.

,<=“ Setzen wir nun voraus, dass U und G/U endlich sind. Weil fiir jedes g € G zwischen U und gU jeweils
eine Bijektion existiert, ist damit auch jede Linksnebenklasse endlich. Weil es nach Voraussetzung nur endlich viele
Linksnebenklassen gibt, ist G als Vereinigung der endlich vielen Linksnebenklassen selbst eine endliche Menge. O

Wir haben beim Beweis der bisherigen Sétze mehrmals verwendet, dass fiir die Linksnebenklassen einer Untergruppe
U in einer Gruppe G stets ein Reprisentantensystem existiert. Dass dies tatsdchlich der Fall ist, wird durch das soge-
nannte Auswahlaxiom der Mengenlehre gewéhrleistet. Dieses stellt sicher, dass aus jeder Linksnebenklasse ein Re-
prasentant ausgewahlt und die ausgewéhlten Elemente zu einer neuen Menge R zusammengefiihrt werden kénnen.
Da in den Vorlesungen die Axiome der Mengenlehre normalerweise nicht behandelt werden, féllt die Verwendung
des Auswahlaxioms nicht auf, zumal seine Giiltigkeit selbstverstdndlich und trivial erscheint.

Wir notieren noch zwei Folgerungen aus dem Satz von Lagrange.

Satz 2.22

(i) Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

(ii) Sei G eine Gruppe, und seien U,V C G endliche Untergruppen teilerfremder Ordnung.
Dann gilt UNV = {es}.




Beweis: zu (i) Wegen |G| > 1 gibt es mindestens ein Element g € G \ {e;}. Nach dem Satz von Lagrange ist
ord(g) = |(g)| ein Teiler der Gruppenordnung p. Weil p eine Primzahl ist, gibt es nur die beiden Mdoglichkeiten

ord(g) = 1 oder ord(g) = p. Wegen g # e scheidet die erste Moglichkeit aus. Es gilt damit |[{g)| = p = |G|, also
G=(g).

zu (ii) Sei U; = UNV. Dann ist U; eine Untergruppe von U, und nach dem Satz von Lagrange ist |U; | ein Teiler von
|U|. Ebenso ist U; eine Untergruppe von V, also teilt |U; | auch |V|. Die Zahl |U, | ist also ein gemeinsamer Teiler von
|U| und |V|. Weil |U| un d |V| teilerfremd sind, folgt |U;| =1 und U; = {es}. |




§ 3. Elementordnungen und die Struktur zyklischer Gruppen

Zusammenfassung. Die Ordnung ord(g) eines Gruppenelements ist die kleinste natiirliche Zahl m mit
g™ = eg; existiert eine solche Zahl nicht, dann setzt man ord(g) = oo. Die Ordnung kann auf zwei weite-
re Arten charakterisiert werden. Kennt man ord(g), so kann ord(g?) fiir jedes a € Z berechnet werden. Im
weiteren Verlauf des Kapitels untersuchen wir die Untergruppenstruktur zyklischer Gruppen. Eine Besonder-
heit dieser Gruppen besteht darin, dass die Anzahl der Untergruppen mit der Anzahl der Teiler ihrer Ordnung

iibereinstimmt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— Ordnung einer Gruppe — &dquivalente Charakterisierung der Elementordnung
— Ordnung eines Gruppenelements — Rechenregeln fiir die Elementordnung

— Eulersche ¢-Funktion — Beschreibung der Untergruppen zyklischer Gruppen

— Charakterisierung zyklischer Gruppen

— Kleiner Satz von Fermat

Wir beginnen mit der Definition der Gruppen- und Elementordnung.

Definition 3.1 Sei G eine Gruppe. Die Anzahl |G| der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt. Ist ¢ € G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir ord(g) = |(g)| als die Ordnung
von g.

Da (g) fiir jedes g € G jeweils eine Untergruppe von G ist, folgt aus dem Satz von Lagrange unmittelbar: Ist n = |G|
endlich, dann folgt

ord(g) |n fiir alle g €G.

In § 2 wurde gezeigt, dass die Elemente einer zyklischen Gruppe (g) genau die ganzahligen Potenzen von a sind, also
die Elemente der Form g® mit a € Z. Es kann allerdings vorkommen, dass g¢ = g? gilt, obwohl a # b ist.

Lemma 3.2 Sei G eine Gruppe, g € G und m € IN mit g™ = e;. Dann ist die von g erzeugte
Untergruppe gegeben durch (g) ={g" |0 <r <m}.

Beweis: Die Inklusion ,2“ ergibt sich direkt aus Folgerung Zum Nachweis von ,,C“ sei h € (g) vorgegeben.
Wiederum auf Grund der Proposition gibt es ein n € Z mit h = g". Dividieren wir n durch m mit Rest, so erhalten
wireing,r € Zmitn=qm+rund 0<r <m.Esgilth=g" = g = (g")?-g" =el -g" = g". Also ist h in der
Menge auf der rechten Seite enthalten. |




Satz 3.3 Sei G eine Gruppe und g € G ein beliebiges Element. Dann sind fiir jedes n € IN die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) n=ord(g)

(i) Es gibt ein m € IN mit g™ = e, und dariiber hinaus ist n die minimale natiirliche Zahl
mit dieser Eigenschaft.

(iii) Fiir alle m € Z gilt g™ = e, genau dann, wenn m ein Vielfaches von n ist.

Beweis: (i) = (i) Da ord(g) und damit die Menge (g) nach Voraussetzung endlich ist, kénnen die Elemente
2,82, ¢°,... nicht alle voneinander verschieden sein. Es gibt also i,j € N miti < j und g’ = g’. Setzen wir m = j —1i,
dann gilt g™ = g/t = g/ - (g')7! = e, also existiert ein m € IN mit g™ = e;.

Weil die zyklische Gruppe (g) insgesamt nur n verschiedene Elemente besitzt, kénnen bereits die Elemente g, g2, ...,
g™ nicht alle verschieden sein. Wir kénnen also fiir das j von oben j < n+ 1 und damit m < n voraussetzen. Wire
m < n, dann wiirde (g) auf Grund des Lemmas aus der héchstens m-elementigen Menge {e;, g, ..., g™ '} bestehen,
im Widerspruch zu [{g)| = n. Es gilt also m = n, und n ist die minimale natiirliche Zahl mit der Eigenschaft g" = e.

,(ii) = (ii)“ Sei m € Z mit g™ = e; vorgegeben. Dann gibt es g,r € Z mit m =qn+r und 0 < r < n. Es gilt
gh=g" 1" =g".(g") % =ez0ez; = e;. Da n nach Voraussetzung die minimale natiirliche Zahl mit g" = e ist,
muss r = 0 gelten, und m ist somit ein Vielfaches von n. Setzen wir umgekehrt voraus, dass m ein Vielfaches von n

n)k_ k

ist, m = kn fiir ein k € Z, dann gilt g™ = gk" = (g")* = ec = eg.

,(iii) = ()“ Nach Voraussetzung gilt g" = e, und auf Grund des Lemmas ist (g) = {e;, g, ..., g" ' }. Wiirden zwei
Elemente in dieser Menge iibereinstimmen, dann gibe esi,j € Zmit 0 <i < j<n—1und g' = g/, es wire also
g/~ = e;. Dies aber wire ein Widerspruch zur Voraussetzung, da n wegen 0 < j—i < n kein Teiler von j —i ist. Dies
zeigt, dass (n) tatséchlich aus genau n verschiedenen Elementen besteht, also ord(g) = |[{g)| = n gilt. O

Wir geben einige Beispiele fiir Elementordnungen an.

() Istn€ N und G = (Z/nZ,+), dann ist 1 = 1 + nZ ein Element der Ordnung n, denn es gilt k - 1 = k # 0 fiir
1<k<nundn-1=n+nZ=0+nZ=0.

(i) In §1 (auf Seite 9) haben wir fiir jedes a € R das Element D, der orthogonalen Gruppe O(2) definiert. Es
handelte sich dabei um die Matrix, die eine Drehung um den Ursprung Ok. mit dem Winkel o im Bogenmalf3
beschreibt. Wie man leicht tiberpriift, ist D/, fiir jedes n € IN ein Element der Ordnung n in O(2).

(iii) In den Diedergruppen D, (mit n > 3) sind die n Spiegelungen alles Elemente der Ordnung 2.

Mit Hilfe von Satz konnen wir die Elemente einer endlichen, zyklischen Gruppe nun genau angeben.

Folgerung 3.4 Sei G eine Gruppe. Besitzt g € G die endliche Ordnung n, dann sind durch
ec> 8,82, ...,g" ! die n verschiedenen Elemente der zyklischen Gruppe (g) gegeben.




Beweis: Nach Satz [3.3)gilt g" = eg, und auf Grund von Lemma [3.2] gilt (g) = {eg, g, g% .-, g"'}. Wegen |(g)| =n
sind alle Elemente in dieser Aufzdhlung verschieden. m|

Fiir Elemente unendlicher Ordnung l&sst sich eine zu Satz weitgehend analoge Aquivalenzaussage formulieren.

Satz 3.5 Ist G eine Gruppe und g € G, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(D) ord(g) = o0
(ii) Es gibt kein n € IN mit g" = e;.
(iii) Die Abbildung ¢ : Z — G, k — g* ist injektiv.

Beweis: (i) = (i))“ Angenommen, es gilt g" = e, fiir ein n € IN. Dann wiirde aus Lemma die Gleichung
(g) ={eg, g,...,g" !} folgen, im Widerspruch dazu, dass ord(g) = |(g)| unendlich ist.

,(il) = (ili)“ Angenommen, ¢ ist nicht injektiv. Dann gébe es Elemente k,{ € Z mit k < £ und ¢ (k) = ¢(£). Daraus
wiirde gk = ¢! & g'(gF) ™! = e; & g"* = ¢, folgen, was aber wegen { —k € IN im Widerspruch zur Voraussetzung
steht.

(i) = () Es gilt ¢(Z) = {g* | k € Z} = (g). Auf Grund der Injektivitit von ¢ erhalten wir ord(g) = |(g)| =
|¢(Z)| = |Z| = oo. O

Beispielsweise ist 1 ein Element unendlicher Ordnung in (7, +), denn es gilt n- 1 # 0 fiir alle n € IN.

In den symmetrischen Gruppen lassen sich die Ordnungen von Elementen leicht ermitteln. Zur Vorbereitung erinnern
wir an die Definition des grof3ten gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen einer endlichen
Menge ganzer Zahlen. Seien ay,...,a, € Z vorgegeben. Eine Zahl d € N heil3t gemeinsamer Teiler dieser Zah-
len, wenn d | q; fiir 1 < k < r gilt. Man nennt d den gréfSten gemeinsamen Teiler dieser Zahlen und schreibt
d = ggT(ay,...,a,), wenn d’|d fiir jeden gemeinsamen Teiler d’ von ay,...,a, gilt. Zwei Zahlen a und b werden als
teilerfremd bezeichnet, wenn ggT(a, b) = 1 ist.

Eine natiirliche Zahl d € IN hei3t gemeinsames Vielfachesvon a;, ...,a,, wenn a;. | d fiir 1 < k < r gilt, und kleinstes
gemeinsames Vielfaches, wenn d | d’ fiir jedes gemeinsame Vielfache d’ dieser Zahlen erfiillt ist. Wir bezeichnen
das kleinste gemeinsame Vielfache mit kgV(ay,...,a,). Sowohl der gro3te gemeinsame Teiler als auch das kleinste
gemeinsame Vielfache existieren, sobald die Zahlen aj, ..., a, nicht alle gleich Null sind, und sie sind in diesem Fall
auch eindeutig bestimmt.

Satz 3.6 SeineNundo €S,.
(i) Ist o ein k-Zykel (2 < k < n), dann gilt ord(o) = k.

(ii) Ist o ein Element vom Zerlegungtyp (ky, ..., k), dann gilt ord(c) = kgV(ky, ..., k,).




Beweis: zu (i) Nach Voraussetzung gibt es eine k-elementige Teilmenge {ay,...,a,} € M, mit 0 = (a; a, ... a;).
Durch vollstindige Induktion iiber m € IN, kontrollieren wir zunéchst, dass fiir alle m € IN;, und ¢, j € {1, ..., k} mit
o™(a,) = a; jeweils die Kongruenz £ + m = j mod k erfiillt ist.

Fiir m = 0 gilt dies wegen 0°(a;) = id(a;) = a; und £ + 0 = £ mod k. Sei nun m € INy, und sei j € {1,...,k} die
eindeutig bestimmte Zahl mit 0™(qa;) = a;; dann gilt £ + m = j mod k auf Grund der Induktionsvoraussetzung. Ist
nun j < k, dann gilt 6™*(a,) = o(0™(a,)) = 0(a;) = aj4; und £ + (m+1) = j + 1 mod k. Im Fall j = k gilt
o™ (a,) = o(a;) = a;, und wegen £ + (m+1) =k + 1 =1 mod k ist die Kongruenz auch in diesem Fall erfiillt.

Es ist nun leicht zu sehen, dass k die kleinste natiirliche Zahl mit o = id ist. Ist ndmlich m € IN mit m < k und
0™(a;) = a;, dann gilt j =1+m # 1 mod k, und somit erst recht j # 1 und a; # a;, also o™ # id. Fiir ¢, j € {1, ..., k}
mit o%(a,) = a; gilt dagegen £ + k = j mod k, also £ = j mod k und damit ¢ = j. Die Zahlen aj, ..., a, werden also
durch o* auf sich abgebildet, und fiir die Elemente von i € M, \ {ay, ..., a;} gilt dies wegen o (i) = i natiirlich ebenso.

zu (i) Nach Definition des Zerlegungstyps existiert fiir 1 < j < r jeweils ein k;-Zykel 0}, so dass 0 = 0, 0...00,
gilt und die Zykel o; paarweise disjunkt sind. Wie wir in § 2 festgestellt haben, sind o; und o; fir 1 <i,j < r als
Elemente mit disjunktem Tréger jeweils vertauschbar, und wegen Lemma folgt daraus o™ = o] o...o o} fiir alle
n € Z.. Auf Grund der Disjunktheit der Trédger ist auch leicht zu sehen, dass genau dann o" = id gilt, wenn 0'5‘ =id
fiir 1 < j <r erfiillt ist.

Sei nun m = ord(c); wir zeigen, dass m die definierenden Eigenschaften des kgV von kj,...,k, besitzt. Aus der
Gleichung o' o...0 o' = o™ = id folgt 0'}" =id fiir 1 < j < r. Nach Satz zeigt dies, dass m ein gemeinsames
Vielfaches von k; = ord(c;) mit 1 < j < r ist. Sei nun n ein beliebiges gemeinsames Vielfaches von ky, ..., k.. Dann
folgt 0} =id fiir 1 < j < r mit Satz Wir erhalten 0" = o] o...0 07 = id und somit m | n, erneut durch eine
Anwendung von Satz Es handelt sich bei m also tatsdchlich um die Zahl kgV(k,, ..., k,). |

Der Satz zeigt uns zum Beispiel, dass in der Gruppe S; nur Elemente der Ordnungen 1,2,3,4,5 und 6 existieren.
Denn neben der Identitit, den 2-, 3-, 4- und 5-Zyklen gibt es in Ss noch Elemente der Zerlegungtypen (2,2) und
(3,2), und es gilt kgV(2,2) = 2 und kgV(3,2) = 6. Insbesondere ist o = (1 2 3)(4 5) ein Element der Ordnung 6 in
Ss. Im weiteren Verlauf beschéftigen wir uns nun mit der Untergruppenstruktur zyklischer Gruppen.

Satz 3.7 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer gilt: Sei G eine zy-
klische Gruppe, g ein Element mit G = (g) und U eine Untergruppe # {e;}. Dann gibt es ein
m € IN mit U = (g™). Ist ord(g) = n endlich, dann kann die Zahl m so gewéhlt werden, dass sie
ein Teiler von n ist.

Beweis: Weil U nichttrivial ist, gibt es ein r € Z, r # 0 mit g" € U. Weil mit g" auch (g")™* = g" in U enthalten
ist, gibt es auch natiirliche Zahlen r mit g" € U. Sei nun m € IN die minimale natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
g™ € U. Wir zeigen, dass dann U = (g™) gilt.

Die Inklusion ,2“ gilt nach Definition der erzeugten Untergruppe. Nehmen wir nun an, dass ,,C“ nicht erfiillt ist.
Dann gibt es ein Element h € U \ (g™) und ein b € Z mit h = g°. Durch Division mit Rest erhalten wir q,r € Z mit
b=gm+r und 0 < r < m. Dabei ist der Fall r = 0 ausgeschlossen, denn ansonsten wére b ein Vielfaches von m und
h damit doch in {(g™) enthalten. So aber gilt h- (g™)™9 = g" € U, im Widerspruch zur Minimalitdt von m. Damit ist
die Gleichung U = (g™) bewiesen.




Sei nun n = ord(g) endlich, und nehmen wir an, dass m kein Teiler von n ist. Dann gibt es g, r € Z mit n = gm+r und
0<r<m.Esgiltdann g" = g""™ =g"-(g™)1=(g™)" % € U, im Widerspruch dazu, dass m mit der Eigenschaft
g™ € U minimal gewéhlt wurde. a

Aus der Klassifikation der Untergruppen einer zyklischen Gruppe kénnen wir das folgende zahlentheoretische Resul-
tat herleiten.

Satz 3.8 (Lemma von Bézout)

Seien m,n € Z, (m,n) # (0,0). Dann gibt es a, b € Z mit am + bn = ggT(m, n).

Beweis: Sei G = (Z,+) und U = (m,n), die von m und n erzeugte Untergruppe. Nach Satz (i) gilt U =
Zm+Zn = {am+bn|a,b € Z}. Weil (Z,+) zyklisch ist, gibt es nach Satz[3.7]ein d € N mit U = (d). Wir zeigen,
dass d = ggT(m, n) erfiillt ist.

Wegen m,n € (d) gibt es k,{ € Z mit m = kd und n = {d. Dies zeigt, dass d jedenfalls ein gemeinsamer Teiler
von m und n ist. Sei nun d’ ein weiterer gemeinsamer Teiler. Dann gibt es k’,{’ € Z mit m = k'd’ und n = ¢’'d’.
Die Elemente m, n liegen also in der Untergruppe {(d’), und nach Definition der erzeugten Untergruppe folgt (d) =
U = (m,n) C (d’). Insbesondere ist d in (d’) enthalten, es gibt also ein r € Z mit d = rd’. Folglich ist d’ ein Teiler
von d. Damit ist der Beweis der Gleichung d = ggT(m,n) abgeschlossen. Wegen d € U gibt es nun a,b € Z mit
am+ bn =d = ggT(m,n). O

Mit Hilfe des Lemma von Bézout lassen sich wichtige Rechenregeln fiir Elementordnungen herleiten.

Satz 3.9 Sei G eine Gruppe und g € G ein Element der endlichen Ordnung n.

(i) Fiir beliebiges m € Z gilt ord(g™) = n genau dann, wenn ggT(m,n) = 1 ist.
(i) Istd € N ein Teiler von n, dann gilt ord(g?) = =

(iii) Fiir beliebiges m € Z gilt ord(g™) = 5 mit d = ggT(m, n).

Beweis: zu (i) ,=“ Wegen g™ € (g) ist (¢™) eine Untergruppe von (g). Ist ord(g™) = n = ord(g), dann muss
(g™) = (g) gelten. Es existiert also ein k € Z mit g = (g™)* = g™. Wir erhalten g'~*™ = e, und damit n|(1 — km),
weil n die Ordnung von g ist. Sei nun d € IN ein Teiler von n und m. Aus d|n folgt dann insbesondere d|(1 — km).
Damit ist d auch ein Teiler von km + (1 —km) = 1, also muss d = 1 sein. Wir haben damit gezeigt, dass 1 der einzige
(natiirliche) gemeinsame Teiler von m und n ist, und es folgt ggT(m,n) = 1 wie gewiinscht.

~=“ Wegen g™ € (g) ist (g™) eine Untergruppe von (g). Auf Grund des Lemmas von Bézout gibt es a, b € Z mit
am+ bn = ggT(m,n) = 1. Es folgt

1 _ am+bn

g = g = g = (g

M@ = @ed = g e (g

Also ist auch umgekehrt (g) eine Untergruppe von {(g™). Insgesamt erhalten wir (g) = (¢g™) und ord(g™) = [(g™)| =
I(g)| = ord(g) =n.




zu (i) Wegen n = ord(g) gilt fiir jedes k € Z die Aquivalenz (g) = e; & g% =e; < n|(dk) & 3 | k. Auf Grund
von Satz (iii) folgt daraus ord(g?) = %

zu (ili) Seien m’ und n’ so gewihlt, dass m = m’d und n = n’d gilt. Zu zeigen ist, dass ord(g™) = n’ gilt. Da d ein
Teiler von n ist, konnen wir zunéchst den bereits bewiesenen Teil (ii) anwenden und erhalten ord(gd) = n’. Ferner
sind m’ und n’ teilerfremd. Denn wire p ein gemeinsamer Primfaktor dieser beiden Zahlen, dann kénnten wir m =
m’d = m”pd und n = n’d = n”pd mit geeigneten m”,n” € IN schreiben. Folglich wire pd ein groferer gemeinsamer
Teiler von m und n als d, im Widerspruch zur Definition von d. So aber kénnen wir (i) auf das Gruppenelement g¢ und
die Zahl m” anwenden und erhalten ord(g?) = ord((g?)™) = ord(g™?) = ord(g™), insgesamt also das gewiinschte
Ergebnis. a

Ist beispielsweise G eine Gruppe und g € G ein Element der Ordnung 24, dann gilt ord(g”) = ord(g) = 24, ord(g®) =
4 und ord(g'%) = 12.

Die in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielende Eulersche ¢-Funktion ist fiir jedes n € IN definiert durch
e(n) = |{keZ|0<k<n, ggT(k,n)=1}.

In der Ringtheorie (Kapitel § 13) werden wir zeigen, dass fiir alle m,n € IN mit ggT(m,n) = 1 stets p(mn) =
@(m)(n) gilt, auBerdem ¢(p") = p"~!(p — 1) fiir jede Primzahl p und jedes r € IN. Damit lisst sich ¢(n) fiir jede
natiirliche Zahl n leicht berechnen.

Ist G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n, dann sind g* mit 0 < k < n nach Folgerung (i) die n verschie-
denen Elemente von G. Aus Satz[3.9] (i) kann daher unmittelbar abgeleitet werden, dass G insgesamt ¢(n) Elemente
der vollen Ordnung n enthilt. Es gibt also genau ¢ (n) Elemente h in G mit der Eigenschaft G = (h). Beispielsweise
besitzt jede zyklische Gruppe der Ordnung 24 jeweils genau ¢(24) = ¢©(22)p(3) = 4 - 2 = 8 erzeugende Elemente.

Gelegentlich ist auch das folgende Kriterium fiir die Bestimmung der Ordnung hilfreich.

Satz 3.10 Sei G eine Gruppe und n € IN. Ein Element g € G hat genau dann die Ordnung n,
wenn g" = e, und fiir jeden Primteiler p von n jeweils g"/? # e; gilt.

Beweis: ,=*“ Ist n =ord(g), dann ist n € IN nach Satz minimal mit g" = e;. Insbesondere gilt dann g"/P # e;
fiir jeden Primteiler p von n. ,&<“ Sei m = ord(g) und das angegebene Kriterium fiir ein n € IN erfiillt. Aus der
Gleichung g" = e folgt zunichst m|n. Nehmen wir nun an, dass m ein echter Teiler von n ist. Dann besitzt die Zahl
- € IN einen Primteiler p. Ist k € IN mit .- = kp, dann folgt n = kpm und g = km. Wegen g™ = e; wiirden wir

g"P = (g™)k = ek = ¢, erhalten, im Widerspruch zur Annahme g"/? # e;. |

Satz 3.11 Sei G eine zyklische Gruppe und g € G mit G = (g).

(i) Ist ord(g) = oo, dann sind die verschiedenen Untergruppen von G gegeben durch U, =
{eg} und U,, = (g™), wobei m die natiirlichen Zahlen durchlauft.

(i) Ist ord(g) = n endlich, dann sind U; = (g¢) die verschiedenen Untergruppen von G,
wobei d die Teiler von n durchlauft. Dabei gilt jeweils |U,| = 7.

In (i) und (ii) gilt U,, C U,,, fiir m, m’ € IN genau dann, wenn m’ ein Teiler von m ist.




Beweis: zu (i) Sei U eine beliebige Untergruppe # {e;} von G. Nach Satz gibt es ein m € IN mit U = (g™),
also ist U = U,, fiir dieses m. Seien nun m, m’ € IN vorgegeben. Setzen wir U,, C U, voraus, dann gilt insbesondere

km'—m

g™ € Uy, und folglich gibt es ein k € Z mit g™ = (gm/)k = gkm/, also g = e;. Weil die Ordnung von g unendlich
ist, folgt daraus km’ —m = 0 & m = km’, wie wir im Anschluss an Folgerung gesehen haben. Also ist m’ ein
Teiler von m. Sei nun umgekehrt m’|m vorausgesetzt, also m = km’ fiir ein k € Z. Dann gilt g™ = (g™ )¥ € U,y und

somit U,, C U,,.

zu (i)  Sei auch hier eine beliebige Untergrupe U # {e} vorgegeben. In diesem Fall folgt aus Satz[3.7] dass U = Uy
fiir einen Teiler d von n gilt. Im Fall U = {e;} ist offenbar U = U,,. Fiir jeden Teiler d von n gilt auRerdem ord(g?) = H
nach Satz (ii). Daraus folgt jeweils |Uy| = 5.

Der Beweis der Implikation ,,m’|m = U,, C U,,“ lauft genau wie im Fall unendlicher Ordnung. Auch der Beweis
der Umkehrung braucht nur geringfiigig modifiziert werden. Aus g™ € U, folgt g™ = (g™ )* = ¢™* und somit
g™ ™k = ¢, fiir ein k € Z. Wegen ord(g) = n erhalten wir n | (m — m’k) nach Satz Es gibt also ein ¢ € Z mit
fn=m—m'k oder m’k = m—{n. Aus m’ | (m—£n) und m’ | ({n) folgt, dass m’ ein Teiler von m ist. O

Bei einer zyklischen Gruppe der Ordnung n € IN stimmt die Anzahl der Untergruppen also iiberein mit der Anzahl
der Teiler d € IN von n. Die Zahl 12 = 22 - 3! besitzt beipielsweise die sechs Teiler 2!3/ mit i € {0,1,2} und j € {0,1};
dies sind die Zahlen 1,2, 3,4, 6 und 12. Dementsprechend besitzt jede zyklische Gruppe der Ordnung 12 genau sechs
Untergruppen. Genauer gilt: Ist G zyklisch von Ordnung 12 und g € G ein erzeugendes Element, dann sind die
Untergruppen von G durch folgende Tabelle gegeben.

Untergruppe || U; | Uy | Uz | Uy | Ug | Upy
Ordnung 1216 | 4|3 |2 1

Dabei ist U; = (g¢) fiir jeden Teiler d von 12, insbesondere U; = (g') = G und U;, = (g'%) = (eg) = {eg}.

Zum Abschluss zeigen wir noch, dass die zyklischen Gruppen durch die soeben beschriebene Untergruppeneigen-
schaft sogar charakterisiert werden kénnen.

Satz 3.12 Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit der Eigenschaft, dass G fiir jedes
Teiler d € IN von n genau eine Untergruppe U; mit |Uy| = d besitzt. Dann ist G eine zyklische
Gruppe.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Gleichung >’ din ¢ (d) = n fiir die Eulersche ¢-Funktion. Sei dazu H eine zyklische
Gruppe der Ordnung n. Nach Satz[3.11]gibt es fiir jeden Teiler d € IN in H genau eine Untergruppe V; der Ordnung d.
Diese ist nach Satz[3.7|ebenfalls zyklisch, und wie wir oben festgestellt haben, besitzt diese genau ¢(d) Elemente der
Ordnung d. Umgekehrt muss jedes h € H mit ord(h) = d in V; liegen, weil ansonsten (h) eine von V; verschiedene
Untergruppe der Ordnung d wére. Also ist p(d) die Gesamtzahl der Element der Ordnung d in H. Weil nun die
Ordnung jedes Elements nach dem Satz von Lagrange ein Teiler von n ist, und weil n auch die Gesamtzahl der
Elemente von H ist, erhalten wir die Gleichung >’ dln #(d) = n, wenn die Anzahlen der Elemente der Ordnung d in
H fiir alle Teiler d von n aufaddieren.




Sei nun G eine Gruppe mit den im Satz angegebenen Eigenschaften, und sei d ein echter Teiler von n. Ist g € G mit
ord(g) = d, dann ist (g) die einzige Untergruppe der Ordnung d von G, und diese ist zyklisch. Als solche besitzt sie
genau ¢(d) Elemente der Ordnung d. Gabe es in G mehr als ¢(d) Elemente der Ordnung d, dann kénnten diese nicht
alle in (g) liegen, und folglich hitte G mehr als eine Untergruppe der Ordnung d, im Widerspruch zur Voraussetzung.
, Fiir jeden echten Teiler d von n gibt es also hochstens ¢ (d) Elemente der Ordnung d in G. Bezeichnet D die Menge
der echten Teiler von n in IN, dann liefert der Beweisanfang die Ungleichung »_,.,, ¢(d) < n. Dies zeigt, dass es in G
nicht nur Elemente geben kann, deren Ordnung ein echter Teiler von n ist. Statt dessen muss es in G auch Elemente
der Ordnung n geben. Daraus folgt, dass G zyklisch ist. m|

Aus dem Satz von Lagrange und dem Konzept der Elementordnung ergibt sich noch eine fiir die elementare Zahlen-
theorie wichtige Folgerung.

Folgerung 3.13 (Kleiner Satz von Fermat)

Fiir jede Primzahl p und alle a € Z gilt a’? = a mod p. Ist p kein Teiler von a, dann gilt dariiber
hinaus a?~* = 1 mod p.

Beweis: Es gilt (Z/pZ)* = 7Z./pZ \ {0}, somit ist (Z/pZ)* eine Gruppe der Ordnung p — 1. Fiir jedes a € Z ist
a+pZ e (Z/pZ)* aquivalent zu p } a. Weil die Ordnung jedes Elements der Gruppe (Z/pZ.)* die Gruppenordnung
teilt, gilt (a + pZ)P~* = 1 + pZ fiir diese a, was zu a?~! = 1 mod p dquivalent ist. Durch Multiplikation dieser
Kongruenz mit a folgt a? = a mod p. Diese Kongruenz ist auch im Fall p | a erfiillt, denn dann gilt auch p | a” und
somit a’? =0 =a mod p. m|




§4. Homomorphismen und Faktorgruppen

Zusammenfassung. Ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen G, H ist eine Abbildung G — H, die ver-
traglich mit den Gruppenverkniipfungen ist. Diese spielen in der Gruppentheorie eine wichtige Rolle, weil man
durch sie die Struktur der Gruppen G und H zueinander in Beziehung setzen und sie miteinander vergleichen
kann. Beispielsweise hdngen die Untergruppen von G und H sowie die in G und H auftretenden Elementord-
nungen miteinander zusammen.

Als zweites wichtiges Thema dieses Kapitels behanden wir die Faktorgruppen. Diese kommen dadurch zu Stan-
de, dass man auf der Menge G/N der Linksnebenklassen einer Untergruppe N von G eine Gruppenstruktur
definiert. Dies funktioniert allerdings nur bei Untergruppen N von G mit einer zuséatzlichen Eigenschaft, den
sogenannten Normalteilern. Der Homomorphiesatz fiir Gruppen stellt zwischen den Homomorphismen und
den Faktorgruppen einen Zusammenhang her. Der Korrespondenzsatz bringt zum Ausdruck, dass sich ein Teil
der Struktur der Gruppe G auch in der Faktorgruppe G/N widerspiegelt. Allerdings ist Letzere haufig einfacher
zu untersuchen, da sie aus weniger Elementen besteht.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Gruppenhomomorphismus — Erhaltung der Untergruppen-Eigenschaft un-

. . ter Homomorphismen
— Mono-, Epi- und Isomorphismus

— Isomorphismus Aut(G) = (Z/nZ.)* fiir eine

— Endo- und Automorphismen einer Gruppe zyklische Gruppe G der Ordnung n

— Normalteiler einer Gruppe (Notation N < G) — Isomorphismus zwischen innerem und dufe-

— Komplexprodukt zweier Teilmengen einer Gruppe rem direkten Produkt zweier Normalteiler
— inneres (semi-)direktes Produkt — Homomorphiesatz fiir Gruppen

— Faktorgruppe, kanonischer Epimorphismus - Isomorphiesitze fiir Gruppen

— induzierter Homomorphismus — Korrespondenzsatz fiir Gruppen

Wir beginnen mit der Definition der Gruppenhomorphismen.

Definition 4.1 Sind (G, *) und (H, o) Gruppen, so bezeichnet man eine Abbildung ¢ : G - H
als Gruppenhomomorphismus, wenn ¢ (g * g') = ¢ (g) o ¢(g’) fiir alle g, g’ € G gilt.

Obwohl in der Definition nur gefordert wird, dass ¢ vertraglich mit den Verkniipfungen der Gruppen G und H ist,
werden auch das Neutralelement und inverse Elemente aufeinander abgebildet.

Lemma 4.2 Sei ¢ ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, %) und (H, o). Dann gilt

pleg)=ey und (g H)=¢(g)"! fiiralle geaG.
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Beweis: Es gilt ¢p(eg) = p(eg xeg) = ¢p(eg) © ¢p(eg), und durch Multiplikation beider Seiten von links mit ¢ (eg)™*
erhdlt man

Pleg) T opleg) = ¢leg)  ogleg)odles)
also ey; = e o (eg) und schlieRlich e;; = ¢ (eg). Fiir jedes g € G gilt auBerdem ¢(g)op(g71) = p(gxg ™) = p(eg) =
ey. Multipliziert man beide Seiten von links mit ¢ (g)™?, so erhilt man ¢(g) o ¢p(g)op(g™!) = p(g) ! oey, somit
ey o ¢(g)™" = ¢(g)~" und schlieRlich $(g™") = p(g) 7" O

Definition 4.3 Seien (G, x) und (H, o) Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus von
Gruppen. Man bezeichnet ¢ als

(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv

(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Einen Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — G von (G, -) nach (G, -) bezeichnet man als Endomorphismus von G.
Ist die Abbildung ¢ aul’erdem bijektiv, dann spricht man von einem Automorphismus der Gruppe G. Die Menge
der Automorphismen bezeichnen wir mit Aut(G). Wir bemerken, dass nach Definition [1.16|zwei Gruppen G und H
genau dann zueinander isomorph sind, wenn ein Isomorphismus ¢ : G — H existiert.

Lemma 4.4 Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt ¢(g") = ¢(g)" fiir alle
geGundneZ.

Beweis: Sei g € G vorgegeben. Zunéchst beweist man die Gleichung fiir alle n € IN;, durch vollstdndige Induktion.
Fiir n = 0 ist die Gleichung wegen ¢ (g°) = ¢ (eg) = ey = ¢(g)° erfiillt, und setzen wir sie fiir n voraus, dann ist sie
wegen

(™) = d(g"g) = g9 = o@ &) = ¢

auch fiir n + 1 giiltig. Fiir alle n € IN gilt auRerdem ¢(g™) = ¢((g™)™1) = d(g™) ! = (¢(g)") ! = ¢p(g)™. Dies
zeigt, dass die Gleichung auch fiir negative Exponenten, und damit insgesamt fiir alle n € Z giiltig ist. |

Der folgende Isomorphismus wird spater im Kapitel {iber Gruppenoperationen eine wichtige Rolle spielen.

Satz 4.5 Seien X,Y Mengen und ¢ : X — Y eine Bijektion. Dann ist durch die Abbildung
é : Per(X) — Per(Y), o — ¢ oo o ¢! ein Isomorphismus von Gruppen definiert.

Beweis: Sei o € Per(X) vorgegeben. Durch Komposition der Abbildungen ¢ ' :Y - X,0:X >Xund ¢ : X - Y
erhilt man eine Abbildung Y — Y, und als Komposition bijektiver Abbildungen ist ¢ oo o ¢! ebenfalls bijektiv. Also
ist durch die angegebene Zuordnung qg tatsdchlich eine Abbildung Per(X) — Per(Y') definiert. Um zu zeigen, dass d;
ein Homomorphismus von Gruppen ist, seien o, T € Per(X) vorgegeben. Dann gilt
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$loor) = gogoropl = pooo(¢loglorod =
(porog™o(poood™ = ¢(0)od(r).

Um zu zeigen, dass q§ bijektiv ist, geniigt es zu bemerken, dass durch die Zuordnung o — ¢ oo o ¢ eine Umkehr-
abbildung 1[) : Per(Y) — Per(X) von qg gegeben ist. Fiir jedes o € Per(Y) ist ndmlich ¢ ! o o o ¢ eine Abbildung
X — X, und wiederum bijektiv als Komposition bijektiver Abbildungen. Also ist 1[) tatséchlich eine Abbildung von
Per(Y) nach Per(X). AuRerdem gilt fiir alle o € Per(X) jeweils

(Wod)o) = YP($(0) = Y(pooogp™) = ¢ lo(poocop™ogp =
(ploploogo(plop) = idgoooidy = o = idpeu(o) ,

also 1ﬁ o q!; = idpey(x). Durch eine analoge Rechnung zeigt man <;t; o 1,[1 = idper(y). Dies zeigt, dass 1/3 tatsdchlich die
Umkehrabbildung von qI; ist. |

Nach Satz gilt Per(X) £ S, fiir jede n-elementige Menge X, denn die Gleichung |X| = n bedeutet ja gerade, dass
eine bijektive Abbildung zwischen M, und X existiert.

Wir befassen uns noch mit den Endo- und Automorphismen einer Gruppe und legen dafiir eine beliebige Gruppe
(G, -) zu Grunde. Sind ¢, ¢, : G = G zwei Endomorphismen von G, dann ist auch ¢; o ¢, ein Endomorphismus
von G, denn fiir alle g,h € G gilt

(P10o¢2)(gh) = ¢1(da(gh)) = ¢1(da(g)-Pa(h)) =
$1(P2(8)) - P1(2(h)) = (1 0¢2)(g) - (P10 P2)(h).

Ist ¢ ein weiterer Endomorphismus, dann gilt (¢, 0 ¢,) 0 p3 = ¢, 0 (¢4 © ¢3); diese Gleichung wurde frither bereits
fiir beliebge Kompositionen von Abbildungen verifiziert. Auerdem gilt ¢; cid; = idg; o ¢ = ¢;. Dies zeigt, dass die
Menge End(G) der Endomorphismen von G zusammen mit der Komposition o als Verkniipfung ein Monoid bildet,
mit id; als Neutralelement. Es gilt nun

Proposition 4.6 Die invertierbaren Elemente in End(G) sind genau die Automorphismen der
Gruppe G.

Beweis: Ist ¢ in End(G) ein invertierbares Element, dann gibt es ein ¢ € End(G) mityo¢ =id; und ¢ orp =ids. Aus
den Gleichungen folgt, dass ¢ bijektiv ist. Als bijektiver Homomorphismus ist ¢ nach Definition ein Automorphismus.

Sei nun umgekehrt ¢ ein Automorphismus von G. Dann ist ¢ bijektiv. Wir zeigen weiter unten, dass die Umkehrab-
bildung ¢ ! von ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Weil mit ¢ auch ¢ ! bijektiv ist, ist durch ¢~ dann insgesamt
ein Automorphismus gegeben. Dariiber hinaus zeigen die Gleichungen ¢ ' o ¢ =id; und ¢ o ¢! =id,;, dass es sich
bei ¢ im Monoid End(G) um ein invertierbares Element handelt.

Zum Nachweis der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢! seien g,h € G vorgegeben. Auf Grund der Homomor-
phismus-Eigenschaft von ¢ gilt ¢(¢1(g) - ¢ (h)) = (¢ 1(g)) - (¢ *(h)) = gh. Durch Anwendung von ¢! auf
beide Seiten dieser Gleichung erhalten wir ¢ ~'(g)¢p~(h) = ¢ '(gh). Also ist ¢~ vertriglich mit der Verkniipfung
von G und damit ein Homomorphismus. |




Durch Anwendung von Satz erhalten wir nun

Satz 4.7 Die Automorphismen einer Gruppe G bilden mit der Verkniipfung o selbst eine Gruppe.
Man nennt sie die Automorphismengruppe Aut(G) der Gruppe G.

Ergédnzend bemerken wir noch, dass allgemein gilt: Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, dann gilt dasselbe
fiir die Umkehrabbildung ¢ ! : H — G. Der Nachweis dafiir funktioniert genauso wie im zweiten Teil des Beweises
von Proposition Allerdings lassen sich zwei Isomorphismen G — H in der Regel nicht verkniipfen (jedenfalls
nicht durch die Komposition von Abbildungen), also bilden die Isomorphismen zwischen G und H im Allgemeinen
keine Gruppe.

Als nachstes befassen wir uns mit der Beziehung zwischen Homomorphismen und Untergruppen.

Proposition 4.8 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, auerdem U eine Untergruppe
von G und V eine Untergruppe von H. Dann gilt

(i) Die Bildmenge ¢ (U) ist eine Untergruppe von H.
(ii) Die Urbildmenge ¢ ~!(V) ist eine Untergruppe von G.

Beweis: zu (i) Wegen e; € U und ¢(e;) = ey ist ey € ¢(U) enthalten. Seien nun g’,h’ € ¢ (U) vorgegeben. Dann
gibt es Elemente g,h € U mit ¢(g) = g’ und ¢ (h) = h’. Mit g, h liegen auch die Elemente gh und g~ in U. Es folgt
g'h' = ¢(g)¢p(h) = ¢(gh) € ¢(U), und ebenso erhalten wir (') = ¢(g)™ = ¢(g™") € (V).

zu (ii) Aus ¢(eg) = ey € V folgt e; € ¢~1(V). Sind g,h € ¢ ~1(V) vorgegeben, dann gilt ¢(g), ¢(h) € V. Es folgt
¢(gh) = ¢(g)¢(h) € V und somit gh € ¢ (V). Ebenso gilt p(g7) = ¢p(g) €V, also g7t € p71(V). O

Eine besonders wichtige Rolle spielen in der Gruppentheorie der Kern ker(¢) = ¢ *({ey}) und das Bild im(¢) =
¢(G) eines Gruppenhomomorphismus. Nach Proposition ist ker(¢) eine Untergruppe von G und im(¢) ei-
ne Untergruppe von H. Beispielsweise ist fiir jedes n € IN die alternierende Gruppe A, als Kern des Signums-
Homomorphismus sgn : S, — {£1} eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass die Determinante auf der Menge M,, x der (n x n)-Matrizen iiber einem
Korper K die Multiplikativitatsregel det(AB) = det(A) det(B) erfiillt. AuBerdem gilt det(A) # O genau dann, wenn A
invertierbar ist. Daraus folgt, dass die Determinantenfunktion einen Gruppenhomomorphismus det : GL,(K) — K*
definiert. Die spezielle lineare Gruppe SL,(K) ist nach Definition genau der Kern dieses Homomorphismus.

Kerne und Bilder sind bereits aus der Linearen Algebra im Zusammenhang mit linearen Abbildungen bekannt. Wie
dort gilt auch hier der Zusammenhang

Proposition 4.9 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung ¢ ist genau
dann injektiv, wenn ker(¢) = {es} gilt.

Beweis: ,=“ Ist ¢ ein Monomorphismus, dann ist e; das einzige Element, das auf ey abgebildet wird. Also gilt
ker(¢p) = {eg}. ,&“ Setzen wir ker(¢) = {es} voraus, und seien g,h € G mit ¢(g) = ¢ (h) vorgegeben. Dann gilt
¢(g)¢p(h)™! = ey, und wir erhalten ¢p(gh™!) = ¢(g)¢(h) ! = ey. Nach Definition des Kerns folgt gh™* € ker(¢).
Auf Grund der Voraussetzung bedeutet dies gh™! = e; und somit g = h. |




In vielen Anwendungen erweist es sich als niitzlich, dass ein Homomorphismus G — H bereits durch die Bilder eines
Erzeugendensystems eindeutig festgelegt ist. Der Grund dafiir besteht darin, dass viele bedeutende Gruppen (wie
zum Beispiel die symmetrische Gruppen) sehr kleine Erzeugendensysteme besitzen.

Satz 4.10 (Eindeutigkeit von Homomorphismen)

Seien G,H Gruppen und S C G ein Erzeugendensystem von G. Sind ¢, ¢’ : G — H Gruppenho-
momorphismen mit ¢(s) = ¢’(s) fiir alle s € S, dann folgt ¢ = ¢’.

Beweis: Wir zeigen, dass die Teilmenge U = {g € G | ¢(g) = ¢’(g)} eine Untergruppe von G ist. Wegen ¢ (eg) =
ey = ¢’(eg) ist eg € U. Sind g,h € U beliebig vorgegeben, dann gilt

P(gh) = ()p(M)=d'(g)p'(W)='(gh) und (g N=9¢() " '=¢'(g) ' =9¢'(g") ,

also gilt gh € U und g~ € U. Weil U nach Voraussetzung die Menge S enthilt, gilt G = (S) C U und somit G = U.
Die Abbildungen ¢ und ¢’ stimmen also auf der gesamten Gruppe G {iberein. |

Ist also beispielsweise S = {a, b} ein zweielementiges Erzeugendensystem einer Gruppe G, dann ist jeder Homomor-
phismus ¢ : G — H in eine beliebige Gruppe H bereits durch die Bilder ¢ (a), ¢ (b) € H eindeutig festgelegt.

Kommen wir nun zur Frage nach der Existenz von Homomorphismen. Fiir zwei beliebige Gruppen G und H ist durch
G — H, g — ey ein Homomorphismus definiert; man bezeichnet ihn als den trivialen Homomorphismus. Ob es
weitere Homomorphismen zwischen G und H gibt, ist in der Regel nicht leicht zu entscheiden. Der Fall, dass es
sich bei G um eine zyklische Gruppe handelt, ist eine der seltenen Situationen, in denen weit reichende allgemeine
Aussagen moglich sind.

Proposition 4.11 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Ist g € G ein Element von
endlicher Ordnung n, dann ist auch ord(¢(g)) endlich, und ein Teiler von n.

Beweis: Auf Grund der Homomorphismus-Eigenschaft gilt ¢ (g)" = ¢(g") = ¢(eg) = ey. Aus den Teilen (ii) und
(iii) von Satz folgt sowohl die Endlichkeit von ord(¢(g)) als auch die Teiler-Eigenschaft. |

Proposition 4.12 (Existenz von Homomorphismen auf zyklischen Gruppen)

Sei G eine zyklische Gruppe, g € G ein erzeugendes Element, H eine weitere Gruppe und h € H.
Ist ord(g) = oo oder ord(g) endlich und ein Vielfaches von ord(h), dann existiert ein (eindeutig
bestimmter) Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H mit ¢(g) = h.

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt in beiden Féllen aus Satz Fiir die Existenz betrachten wir zunéchst den Fall
ord(g) = oo und definieren die Abbildung ¢ durch ¢(g") = h" fiir alle n € Z. Dann ist ¢ eine wohldefinierte
Abbildung und ein Homomorphismus, denn alle Elemente aus G lassen sich auf eindeutige Weise in der Form g™ mit
m € Z darstellen, und fiir alle m,n € Z gilt ¢(g™g") = p(g™™) = ™" = K"h" = p(g™)p(g").




Sei nun n = ord(g) endlich und ein Vielfaches von ord(h). Dann definieren wir ¢ als Abbildung durch ¢(g*) = h*
fiir 0 < k < n. Wir zeigen, dass dann ¢(g™) = h™ fiir alle m € Z erfillt ist. Division von m durch n mit Rest liefert
q,r € Z mit m =qgn+r und 0 < r < n. Da n ein Vielfaches von ord(h) ist, gilt h" = ey, und es folgt

(g™ = ™) = o)) = ¢ = kB = O = h"T = "

Wie im Fall unendlicher Ordnung priift man nun die Homomorphismus-Eigenschaft von ¢. m|

Folgerung 4.13 Je zwei unendliche zyklische Gruppen sind isomorph. Ebenso sind zwei end-
liche zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph.

Beweis: Seien G und H unendliche zyklische Gruppen und g € G, h € H mit G = (g) sowie H = (h). Dann gibt
es nach Proposition eindeutig bestimmte Homomorphismen ¢ : G — H und ¢ : H — G mit ¢(g) = h und
Y(h) = g. Es gilt (¢ o ¢)(g) = g. Aber nach Satz gibt es nur einen Homomorphismus G — G mit g — g,
namlich id;. Somit ist 1) o ¢ = id;. Ebenso schlielft man aus der Gleichung (¢ o p)(h) = h, dass ¢ oy = idy gilt.
Die Abbildungen ¢ und v sind also zueinander invers und damit bijektiv. Es folgt G = H. Im Fall endlicher Ordnung
verlauft der Beweis analog. O

Mit Hilfe dieser Ergebnisse konnen wir nun die Automorphismengruppe zyklischer Gruppen bestimmen. Dazu be-
trachten wir die Teilmenge (Z/nZ)* der invertierbaren Elemente im Monoid (Z/nZ, - ). Nach Satzbildet diese
Menge mit der Multiplikation als Verkniipfung eine Gruppe, die man als prime Restklassengruppe bezeichnet. Mit
dem folgenden Kriterium lasse sich die Elemente dieser Gruppen leicht bestimmen.

Proposition 4.14 Sein € IN und a € Z. Das Element a + nZ € Z/nZ ist genau dann in
(Z/nZ)* enthalten, wenn ggT(a,n) =1 ist.

Beweis: ,,=“ Ista+nZ im Monoid (Z/nZ, -) invertierbar, dann existiert ein b € Z mit (a +nZ)(b+nZ) = 1+nZ.
Daraus folgt ab +nZ = 1+ nZ, was wiederum zu ab = 1 mod n &quivalent ist. Die Zahl 1 —ab ist also teilbar durch
n; es existiert also ein k € Z mit 1 —ab = kn, was zu ab + kn = 1 umgeformt werden kann. Ist nun d € IN ein
gemeinsamer Teiler von a und n, dann folgt aus der letzten Gleichung, dass d auch ein Teiler von 1 sein und somit
d =1 gelten muss. Damit ist ggT(a,n) = 1 nachgewiesen.

»&=“ Aus ggT(a,n) = 1 folgt mit Satz dem Lemma von Bézout, die Existenz von b,k € Z mit ab + kn = 1.
Dasdurch erhalten wir im Restklassenring Z/nZ die Gleichung

(a+nZ)b+nZ) = ab+nZ = ab+kn+nZ=1+nZ.

Dies zeigt, dass a + nZ in (Z/nZ, -) invertierbar ist. |

Sei nun G eine zyklische Gruppe der endlichen Ordnung n und g € G mit G = (g). Wegen Satz ist ord(g?)
fiir jedes a € Z ein Teiler von n. Wir kdnnen also Proposition |4.12| anwenden und erhalten fiir jedes a € Z einen
eindeutig bestimmten Endomorphismus

T,:G—>G mit T.(g) = g%
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Sind a, b € Z mit a = b mod n, dann gilt T, = 7,. Um dies zu iiberpriifen, geniigt es wegen G = (g) nach Proposition
nachzuweisen, dass die Elemente 7,(g) = g% und 7,(g) = g° iibereinstimmen. Aber wegen a = b mod n
existiert ein k € Z mit b = a + kn, und daraus folgt tatsichlich g® = g% +nk = g% - (g")* = g° -e’é = g% Durch die
Zuordnung a + nZ — 1, ist also eine wohldefinierte Abbildung ¢ : Z/nZ — End(G) gegeben.

Satz 4.15 Durch Einschridnkung der Abbildung ¢ auf (Z/nZ)* erhélt man einen Isomorphis-
mus (Z/nZ)* = Aut(G).

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass ¢ vertraglich mit der Multiplikation auf Z/nZ und der Komposition auf End(G)
ist. Fiir alle a, b € Z gilt
(Teom)(@) = T(1p(8) = w(g?) = (8 = @) = g = 14

Eine Anwendung von Satz liefert 7, 0 T, = 7,4, und es folgt ¢(a + nZ) o ¢p(b + nZ) = ¢(ab + nZ). Als
néchstes iiberpriifen wir, dass ¢ die Teilmenge (Z/nZ)* C Z./nZ. der invertierbare Elemente von Z/nZ surjektiv auf
Aut(G) abbildet. Offenbar ist 7, der eindeutig bestimmte Endomorphismus von G, der g auf g abbildet; daraus folgt
7, = idg. Ist nun a + nZ ein invertierbares Element, dann existiert ein b € Z mit (a + nZ)(b + nZ) = 1 + nZ. Die
soeben bewiesene Gleichung liefert

T,0T, = ¢la+nZ)op(b+nZ) = ¢(Q+nZ) = 1, = idg; ,

und ebenso erhélt man 7, o T, = idg. Dies zeigt, dass T, ein Automorphismus von G und ¢ somit (Z/nZ)* nach
Aut(G) abbildet. Umgekehrt ist jedes Element T € Aut(G) ist im Bild von ¢ (.7« enthalten. Denn wegen 7(g) € (g)
existiert ein a € Z mit 7(g) = g% = 7,(g), woraus T = 7, folgt, erneut auf Grund von Proposition [4.10] Wegen
7(g™) = 1(g)™ = (g*)™ fiir alle m € Z besteht das Bild 7(G) nur aus Potenzen von g%. Wegen 7 € Aut(G) gilt
insbesondere 7(G) = G; also muss g¢ in G ein Element der Ordnung n sein. Daraus folgt ggT(a,n) = 1 (nach Teil (i)
von Satz und somit a + nZ € (Z/nZ)* (nach Proposition [4.14).

Also ist durch ¢|(z/,7)« ein surjektiver Gruppenhomomorphismus (Z/nZ)* — Aut(G) gegeben. Dieser ist auch
injektiv. Ist ndmlich a + nZ € (Z/nZ)* mit ¢ (a + nZ) = id; vorgegeben, dann folgt g¢ = 7,(g) = ¢ (a +nZ)(g) =
id;(g) = g'. Wir erhalten g%~ ! = e, also n | (a — 1), damit a = 1 mod n und a + nZ = 1 + nZ. Die Injektivitit folgt
nun aus Proposition 4.9 O

Auch im Fall, dass G = (g) unendlich ist, 1dsst sich die Automorphismengruppe leicht angeben. Nach Proposition
sind die Endomorphismen einer solchen Gruppe G genau die Abbildungen der Form 7,(g) = g, wobei a die
Menge Z der ganzen Zahlen durchlduft. Im Gegensatz zum endlichen Fall gilt hier 7, = 7, fiir a, b € Z genau dann,
wenn a = b ist, denn nur in diesem Fall ist g% = g?. Wie in Satz tiberpriift man, dass durch Z — End(G),
a — 7, ein Isomorphismus zwischen den Monoiden (Z, -) und (End(G), o) gegeben ist. Wiederum ist 7, genau dann
ein Automorphismus, wenn a in (Z, - ) invertierbar ist, und die invertierbaren Elemente in dieser Gruppen sind *1.

Wie bei den zyklischen Gruppen endlicher Ordnung kommt man so zu dem Ergebnis (Aut(G),o) = ({x1}, -). Da
es sich bei ({£1}, -) und (Z/2Z,+) um zyklische Gruppen der Ordnung 2 handelt, sind diese nach Folgerung
isomorph. Somit gilt auch (Aut(G), o) = (Z/27Z,+) fiir jede unendliche zyklische Gruppe G.




Ist U eine Untergruppe, dann bilden die Nebenklassen gU lediglich eine Menge, die wir mit G/U bezeichnet haben.
Wir betrachten nun im weiteren Verlauf einen speziellen Typ von Untergruppen, die es uns ermoglichen werden, auf
der Menge G/U wiederum eine Gruppenstruktur zu definieren.

Definition 4.16 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe U von G wird Normalteiler von G
genannt (Schreibweise U < G), wenn gU = Ug fiir alle g € G gilt.

Fiir die Normalteiler-Eigenschaft einer Untergruppe gibt es mehrere dquivalente Kriterien.

Proposition 4.17 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

(i) U ist Normalteiler von G.
(i) Esgilt gUg™! C U fiir alle g € G, wobei gUg ™! = {gug™" |u € U} ist.
(iii) Esgilt gUg ! = U fiir alle g € G.

Beweis: (i) = (ii)“ Seien g € G und h € gUg ™! vorgegeben. Dann gibt es ein u € U mit h = gug™~'. Auf Grund
der Gleichung gU = Ug finden wir ein v’ € U mit gu = u’g. Es folgt h = (u/g)g™! = v’ € U. Damit ist die Inklusion
gUg™! C U nachgewiesen.

,(i) = (iii)“ Sei g € G vorgeben. Auf Grund der Voraussetzung geniigt es, die Inklusion U € gUg ™! zu beweisen.
Seien g € G und u € U vorgegeben. Nach Voraussetzung gilt auch g™'Ug C U, also liegt das Element u’ = g~ 'ug in
U.Esfolgtu=gu'g e gug™™.

,(i) = ()“ Zunichst beweisen wir die Inklusion gU € Ug. Sei dazu h € gU vorgegeben. Dann gibt es ein u € U
mit h = gu. Nach Voraussetzung liegt das Element u’ = gug™! in U. Es gilt also h = u’g € Ug. Zum Beweis von
Ug C gU sei nun umgekehrt h € Ug enthalten, also h = ug fiir ein u € U. Wegen g~ 'Ug = U liegt ' = g"'ug in U.
Daraus folgt h = gu’ € gU. O

Ist G eine beliebige Gruppe, dann sind {e;} und G stets Normalteiler von G. Man nennt eine Gruppe G einfach,
wenn G # {e;} gilt und es neben diesen beiden keine weiteren Normalteiler von G gibt. Ist G abelsch, dann ist jede
Untergruppe von G ein Normalteiler; vgl. die Bemerkung unmittelbar vor Lemma[2.14] Eine abelsche Gruppe ist also
nur dann einfach, wenn sie aufler {e;} und G keine weiteren Untergruppen besitzt. Wir werden spater sehen, dass
dies bei abelschen Gruppen nur auf die Gruppen von Primzahlordnung zutrifft. Nicht-kommutative einfache Gruppen
haben dagegen (anders als die Bezeichung ,einfach” vermuten lasst) in der Regel eine sehr komplizierte Struktur.

Gilt N 9 G, dann gilt offenbar auch N < U fiir jede Untergruppe U von G mit U 2 N. Neben dem direkten Nachrech-
nen lasst sich die Normalteiler-Eigenschaft auch durch folgende Kriterien feststellen.




Satz 4.18

(i) Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe mit (G : U) = 2, dann gilt U < G.

(ii) Ist G eine Gruppe und (N;);c; eine Familie von Normalteilern, dann ist auch N = ()., N;
ein Normalteiler von G.

(iii) Seinun ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Ist N ein Normalteiler von H, dann ist
¢~(N) ein Normalteiler von G.

(iv) Ist ¢ surjektiv und N Normalteiler von G, dann ist ¢(N) Normalteiler von H.

Beweis: zu (i) Sei g € G beliebig. Ist g in U enthalten, dann gilt gU = U = Ug. Setzen wir nun g ¢ U voraus.
Dann ist gU eine von U verschiedene Linksnebenklasse in G. Wegen (G : U) = 2 sind U und gU die einzigen
Linksnebenklassen, und wir erhalten eine disjunkte Zerlegung G = U U gU, also gU = G \ U. Ebenso zeigt man
Ug = G\ U. Insgesamt erhalten wir gU = Ug.

zu (ii) Fiir beliebiges g € G ist zu zeigen, dass gNg~! C N gilt. Sei also h € gNg~!. Dann gibt es ein n € N mit
h = gng™!. Weil jedes N; Normalteiler und nach Voraussetzung n in jedem N; enthalten ist, gilt h = gng™! € N; fiir
allei € I. Also liegt h in N.

zu (iii) Sein € ¢ }(N), also ¢(n) € N. Dann gilt h¢p(n)h™! € N fiir alle h € H. Insbesondere gilt ¢p(gng™?) =
¢(g2)p(n)p(g)™! €N fiir alle g € G, also gng™* € ¢ }(N) fiir alle g € G.

zu (iv) Sein € ¢(N), also n = ¢(n’) fiir ein n’ € G. Ist nun h € H beliebig vorgegeben, dann finden wir auf
Grund der Surjektivitit von ¢ ein g € G mit ¢(g) = h. Weil N Normalteiler von G ist, gilt gn’g™! € N. Es folgt

hnh™ = ¢(g)p(n)P(g) ™! = p(gn'g™) € p(N). O

Beispielsweise ist N = {(1 2 3)) ein Normalteiler von S3, denn aus |[N| = 3 und |S;| = 6 folgt (G : N) = 2 nach dem
Satz von Lagrange. Die Untergruppe U = ((1 2)) ist dagegen kein Normalteiler von S;, denn wie wir bereits in §4
gesehen haben, stimmen Links- und Rechtsnebenklassen von U nicht {iberein. Fiir g = (1 2 3) beispielsweise gilt
gUuU={(123),(13)}und Ug={(123),(23)}.

Aus Teil (iii) von Satz [4.18] angewendet auf den Normalteiler {e;} von H, folgt insbesondere, dass Kerne von
Homomorphismen stets Normalteiler sind. Umgekehrt werden wir in Kiirze sehen, dass jeder Normalteiler auch
Kern eines geeigneten Homomorphismus ist.

Man beachte, dass Teil (iv) ohne die Voraussetzung der Surjektivitdt falsch wird. Als Beispiel betrachte man die
Inklusionsabbildung ¢ : ((1 2)) — S3, 0 — o. Offenbar gilt ¢({(1 2))) = ((1 2)) und {(1 2)) < {((1 2)). Aber
andererseits ist ((1 2)), wie bereits festgestetllt, kein Normalteiler von Sj.

In bestimmten Situationen kénnen Normalteiler verwendet werden, um Gruppen in dufere direkte Produkte kleine-
rer Gruppen zu zerlegen. Zur Vorbereitung definieren wir

Definition 4.19 Sei G eine Gruppe, und seien A, B C G beliebige Teilmengen. Dann nennt man
die Teilmenge AB = {ab | a € A, b € B} das Komplexprodukt von A und B.




Bei Gruppen in additiver Schreibweise verwendet man fiir das Komplexprodukt die Schreibweise A+ B statt AB. Die
folgenden ,Rechenregeln“ fiir Komplexprodukte werden wir im weiteren Verlauf der Vorlesung an mehreren Stellen
verwenden, in diesem Kapitel beispielsweise weiter unten beim Beweis des Korrespondenzsatzes.

Lemma 4.20 Sei G eine Gruppe, und seien U und N Untergruppen von G.

(i) Gilt UNN = {e}, dann hat jedes Element g € UN eine eindeutige Darstellung der Form
g=un,mitue U undn€N.

(i) Gilt U € N, dann folgt UN =N.

(iii) Gilt UN = NU, dann ist UN eine Untergruppe von G. Ersteres ist insbesondere dann
gegeben, wenn N ein Normalteiler von G ist.

(iv) Sind N und U beides Normalteiler von G, dann folgt UN < G.

Beweis: zu (i) Sei g € UN. Die Existenz einer Darstellung der angegebenen Form ist auf Grund der Definition
des Komplexprodukts offensichtlich. Nehmen wir nun an, es gibt u,u’ € U und n,n’ € N mit g = un = u’n’. Dann
kann die Gleichung un = u’n’ umgeformt werden zu (u’)'u = n’n!. Dieses Produkt liegt in U NN = {e}. Es folgt
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W) lu=eundn'nl=e alsou=1v'undn=n’.

zu (ii) Ist g € N, dann gilt g =e;g € UN. Liegt umgekehrt g in UN, dann gibt es u € U und n € N mit g = un. Da
N als Untergruppe von G unter der Verkniipfung abgeschlossen ist und u,n in N liegen, folgt g =un € N.

zu (iii) Wir beweisen die Untergruppen-Eigenschaft von UN unter der gegebenen Voraussetzung. Zunéchst ist das
Neutralelement e; = eze; wegen e; € U und e € N in UN enthalten. Seien nun g, g’ € UN vorgegeben. Dann gibt
esu,u’ € U und n,n’ € N mit ¢ = un und g’ = u’n’. Auf Grund der Voraussetzung finden wir einu” € U und n” € N

mit nu’ = u”’n”, so dass das Element

gg’ = @Wn)Wn) = u(mHn’ = u@Wn" M = @@")n"n)
in UN liegt. Aus ¢! = (un) ' =n"'u"! € NU und NU = UN folgt auch g~! € UN.

Sei nun N ein Normalteiler von G und g € UN. Dann gibt es Elemente u € U und n € N mit g = un. Auf Grund der
Normalteiler-Eigenschaft gilt uN = Nu, es existiert also ein n’ € N mit un = n’u. Dies zeigt, dass g in NU enthalten
ist, und wir haben damit die Inklusion UN € NU bewiesen. Der Nachweis der Inklusion NU € UN funktioniert
analog.

zu (iv) Sei g € G beliebig. Um zu zeigen, dass UN Normalteiler von G ist, miissen wir die Inklusion g(UN)g™! C UN
nachrechnen. Ist h € g(UN)g ™}, dann gibt es Elemente u € U und n € N mit h = g(un)g~!. Da U Normalteiler von G
ist, gilt gug™ € U, und aus N < G folgt gng™! € G. Insgesamt erhalten wir h = g(un)g™! = (gug™!)(gng™*) € UN.
O

Selbst wenn U und N beides Untergruppen von G sind, braucht das Komplexprodukt UN im Allgemeinen keine
Untergruppe von G zu sein. Als Beispiel betrachten wir G = S;, U = {((1 2)) und N = {(1 3)). Dann ist UN =
{id, (1 2),(1 3),(1 3 2)}. Nach dem Satz von Lagrange kann diese vierelementige Teilmenge keine Untergruppe der
sechselementigen Gruppe S; sein.




In § 1 hatten wir die Diedergruppen D, fiir n > 3 als Symmetriegruppen des regelmal3igen n-Ecks definiert. Mit dem
soeben eingefiihrten Konzept des Komplexprodukts konnen wir nun auf einfache Art nachweisen, dass die in §1
angegebene Menge von Elementen eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe O(2) bildet. Als weiteres Hilfsmittel
bendtigen wir noch den folgenden Begriff.

Definition 4.21 Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann nennt man Ng(U) =
{g € G| gUg™! = U} den Normalisator von U in G.

Die Bedeutung des Normalisators wird durch die folgende Proposition deutlich.

Proposition 4.22 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist N;(U) die grofite
Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U Normalteiler von H ist.

Beweis: Die Untergruppen-Eigenschaft von N;(U) haben wir in den Ubungen nachgewiesen; wir werden sie spéter im
Kapitel {iber Gruppenoperationen noch einmal auf einem anderen Weg herleiten. Fiir jedes g € N;(U) gilt gUg ™! = U
nach Definition von Ng(U). Dies zeigt, dass U < N;(U) ist. Sei nun H eine beliebige Untergruppe von G mit der
Eigenschaft U < H. Fiir jedes h € H gilt dann hUh™! = U und somit h € N;(U). Also ist H tatsichlich in N;(U)
enthalten. |

In §1 hatten wir die Bezeichnung p,, fiir die 2T“—Drehung um den Punkt (0,0) und 7 fiir die Spiegelung an der

x-Achse eingfiihrt. Wie man leicht {iberpriift, gilt ord(p,) = n und ord(t) = 2. Nach Folgerung gilt fir die
erzeugten zyklischen Untergruppen somit (p,) = {p¥ | 0 < k < n} und (7) = {7°, 7'}. Das Komplexprodukt dieser
beiden zyklischen Untergruppen von O(2) ist somit gegeben durch

(p){(7) = {pflo<k<n}ju{pfr|0<k<n} ;

dies sind genau die in § 1 angegebenen Elemente. Um zu zeigen, dass das Komplexprodukt eine Untergruppe von
O(2) ist, geniigt es nach Lemmal[4.20|zu iberpriifen, dass (p,) ein Normalteiler von (p,, T) ist. Dazu wiederum reicht
es nach Proposition nachzuweisen, dass p, und 7 beide im Normalisator N, .y({0,)) enthalten sind, denn
daraus folgt, dass {p,, T) mit dem Normalisator {ibereinstimmt. Das Element p, ist wegen p, € {p,) offensichtlich
im Normalisator enthalten. Fiir T verwenden wir die aus § 1 bekannte Gleichung Tp;k’f = p’; fiir 0 < k < n, die
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wegen T =17 &zl Tp,’fl’r_ = p;k umgeformt werden kann. Diese zeigt, dass 7(p,)7 ! mit (p,,) iibereinstimmt und

7 somit auch im Normalisator enthalten ist.

Als weitere Anwendungen des Komplexprodukts fiihren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 4.23 Sei G eine Gruppe, und seien U, N Untergruppen von G. Wir bezeichnen G als
inneres direktes Produktvon U und N, wenn U und N beides Normalteiler von G sind und G =
UN sowie UNN = {e} gilt. Ist lediglich N eine Normalteiler von G, aber nicht notwendigerweise
die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren semidirekten Produkt.

Die inneren semidirekten Produkte werden wir erst spéter genauer untersuchen. Die wesentliche Motivation fiir die
Einfithrung der inneren direkten Produkte besteht in der Verbindung zu den duf3eren direkten Produkten der Form
G x H, die wir bereits in § 1 definiert haben.




Proposition 4.24 Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer Untergruppen U und
N.Dann gilt G=U x N.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle u € U und n € N die Gleichung un = nu erfiillt ist. Wir beweisen

In™! = e. Weil N ein Normalteiler von G ist, gilt unu™! € N, und somit liegt auch

1 1

die dquivalente Gleichung unu™"n~
unu~'n! in N. Andererseits ist auch U ein Normalteiler von G. Es folgt nu~

gilt also unu™'n"! € UNN = {e}, also unu"'n"! =e.

n'e U und unu'n"! € U. Insgesamt

Nun zeigen wir, dass durch die Abbildung ¢ : U x N — G, (u,n) — un ein Isomorphismus von Gruppen definiert
ist. Zum Nachweis der Homomorphismus-Eigenschaft seien (uq, n;), (uy, n,) € U x N vorgegeben. Durch Anwendung
der zu Beginn bewiesenen Gleichung u;n, = n,u; erhalten wir

P(u,n)p(uz,ny) = (ugng)(uany) = wy(nuydn, = uy(ugng)n, =
(uup)(niny) = P(wuy,niny) = d((ug,n1)(uz, np)).

Jedes g € G kann als Produkt g = un mit u € U und n € N dargestellt werden. Dies beweist die Surjektivitit von ¢,
und die Eindeutigkeit der Darstellung folgt direkt aus Teil (i) von Lemma [4.20 O

Wir bemerken noch, dass die Bijektivitat der Abbildung U x N — UN, (u,n) — un auch dann noch gegeben ist,
wenn U und N nur Untergruppen, aber keine Normalteiler von G sind. Auch dies ist eine direkte Folgerung aus
Teil (i) von Lemma Sind U und N insbesondere endliche Untergruppen von G mit U NN = {e}, dann gilt also
|UN| = [U]-IN|.

Sei G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Existiert ein weiterer Normalteiler U von G mit G = NU und
N NU = {eg}, dann kann, wie wir soeben gesehen haben, die Gruppe G in die Bestandteile N und U ,zerlegt“
werden. Aber auch, wenn ein solcher Normalteiler U nicht existiert, ist eine Zur{ickfithrung der Struktur von G auf
yeinfachere“ Bestandteile moglich.

Hier kommen die sog. Faktorgruppen ins Spiel. Fiir die Definition der Verkniipfung auf diesen Gruppen wiederholen
wir einen wichtigen, bereits aus der Linearen Algebra bekannten, Satz.

Satz 4.25 Seien X und Y Mengen und sei = eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Istf : X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir alle x, x’ € X aus x = x’ jeweils
f(x) = f(x") gilt, dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f : X/= — Y mit
F(Ix]D = f(x) fiir alle x € X.

(ii) Istg:X xX — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir alle x,x’ € X und y, y’ € X
aus x = x’ und y = y’ jeweils g(x,y) = g(x’,y’) folgt, dann existiert eine eindeutig
bestimmte Abbildung g : (X/=) x (X/=) = Y mit g([x],[y]) = g(x, y) fiir alle x,y € X

Man nénnt f bzw. g die durch f bzw. g induzierte Abbildung.

Beweis: Die Eindeutigkeit von f und g ist jeweils offensichtlich, denn durch die angegebenen Bedingungen sind f
und g auf ihrem Definitionsbereich eindeutig festgelegt. Zum Nachweis der Existenz verwenden wir ein Reprédsen-
tantensystem R C X der Aquivalenzklassen. Fiir jedes x € X sei xz € R jeweils das eindeutig bestimmte Element




in der Aquivalenzklasse von x. Dann definieren wir f und g durch f([x]) = f(xz) und g([x],[¥]) = g(xz, Yr)-
(Diese Definitionen sind eindeutig auf Grund der Tatsache, dass xz und yy jeweils nur von den Aquivalenzklas-
sen [x],[y] € X /= abhéngen, nicht aber von der Wahl der Elemente x und y innerhalb ihrer jeweiligen Klasse.)
Auf Grund unserer Voraussetzungen an die Abbildungen f und g gilt fiir alle x,y € X jeweils f(xz) = f(x) und
g(xg, yr) = g(x,y), insgesamt also f([x]) = f(x) und g([x],[y]) = g(x,y) wie gefordert. O

Die Giiltigkeit des Satzes ist keineswegs so selbstverstandlich, wie es auf den ersten Blick erscheint. Beispielsweise
existiert keine Abbildung f : Z/37Z — 7 /47 mit f(a + 3Z) = a + 47 fiir alle a € Z. Denn aus der Existenz einer
solchen Abbildung wiirde sich auf Grund der Gleichung 2+37 = 5+3Z in Z/3Z. die Gleichung 2+47 = f (2+37Z) =
f(5+437) =5+ 47 ergeben, im Widerspruch zu 5+ 47 = 1 + 47 # 2 + 47.

Proposition 4.26 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gibt es auf der Menge
G/N eine eindeutig bestimmte Verknilipfung - mit der Eigenschaft

(gN)-(hN) = (gh)N firalle g,heGq.

Beweis:  Dies erhélt man unmittelbar durch Anwendung von Satz (ii) auf die Relation =, gegeben durch
g=, 49 © g’ €gN firalle g, g’ € G und auf die Abbildung G x G — G/N, (g,h) — (gh)N. Die Voraussetzungen
des Satzes sind erfiillt, denn sind g, g’,h,h’ € G mit g =, g’ und h =, h’ vorgegeben, dann gibt es Element n;,n, € N
mit g’ = gn,; und h’ = hn,. Auf Grund der Normalteiler-Eigenschaft ist n’ = h™'n;h in N enthalten. Stellen wir diese

Gleichung zu n;h = hn’ um, so erhalten wir g’h’ = (gn;)(hn,) = (gh)n’n, € (gh)N und somit g’h’ =, gh. O

Man kann iibrigens zeigen, dass fiir eine beliebige Untergruppe U die Existenz einer Verkniipfung - auf der Menge
G/U mit (gU) - (hU) = (gh)U aquivalent zur Normalteiler-Eigenschaft von U ist. Den Beweis dieser Aussage sehen
wir uns in den Ubungen an.

Um die soeben bewiesene Proposition zu illustrieren, betrachten wir als Beispiel die Gruppe G = S5 und die Unter-
gruppe N = {(1 2 3)). Dann besteht die Menge G/N der Linksnebenklassen aus den beiden Elementen

idN={id,(123),(132)} , (12N={(12),(12)(123),(12)(132)}={(12),(23),(13)}.

Wegen (G : N) = 2 ist N ein Normalteiler von G. Fiir die soeben definierte Verkniipfung - auf G/N gilt beispielsweise
({dN)-((12)N)=(ldo(12))N =(12)N und ((1 2)N)-((1 2)N) = ((1 2)o(1 2)) = id N. Insgesamt ist die
Verkniipfungstabelle von - gegeben durch

| - || dN Ja 2|
idN idN [ (12N
Q2N [[Q2N | dN

Stellt man die Nebenklasse (1 2)N durch andere Représentanten dar, so liefert die Verkniipfung - dennoch dassel-
be Ergebnis. Beispielsweise gilt (1 2)N = (2 3)N = (1 3)N, und man erhélt entsprechend ((2 3)N) - ((1 3)N) =
((23)o(13))N =(123)N = N. Als néchstes zeigen wir nun, dass die Verkniipfung - auf der Menge G/N eine
Gruppenstruktur definiert.




Satz 4.27 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge G/N der Linksne-
benklassen mit der Verkniipfung gN - hN = (gh)N eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe
von G modulo N. Die Abbildung 7ty : G —» G/N, g — gN ist ein Epimorphismus von Gruppen,
der sog. kanonische Epimorphismus.

Beweis: Wir miissen fiir die gegebene Verkniipfung die Gruppenaxiome {iberpriifen. Zum Nachweis der Assoziativitat
seien g1, &,, 83 € G vorgegeben. Dann gilt

(81N -g2N)-gsN = (£182IN-gsN = ((8182)83)N = (g1(g283))N =
glN'(g2g3)N = glN-(gzN-ggN).

Die Nebenklasse € = e;N = N iibernimmt die Rolle des Neutralelements, denn fiir alle g € G gilt gN-ecN = (geg)N =
gNunde;N-gN = (egg)N = gN. Auerdem gilt gN-g N = (gg ')N = e;N = é und ebenso g !N-gN =¢;N =¢,
also ist g"'N das zu gN inverse Element in G/N.

Uberpriifen wir nun die angegebenen Eigenschaften der Abbildung 7. Fiir alle g, g’ € G gilt ny(gg’) = (gg’)N =
(gN)(g'N) = nty(g)my(g’). Somit ist 7ty ein Homomorphismus. Ist gN € G/N vorgegeben, dann gilt 7ty (g) = gN.
Also ist 7ty surjektiv. m|

Wie wir bereits wissen, sind Homomorphismen nicht nur mit der Gruppenverkniipfung, sondern auch mit der Po-
tenzierung von Elementen vertrdglich. Damit kdnnen wir eine naheliegende Potenzierungsregel fiir Elemente in
Faktorgruppen herleiten: Fiir g € G und n € Z gilt (gN)" = y(g)" = nn(g"™) = (g")N.

Ein wichtiges Beispiel fiir Faktorgruppen sind die bereits bekannten Restklassengruppen. Sei G = (Z,+), n € IN und
U = (n) = nZ. Dann sind die Elemente von G/U = Z/nZ die schon zuvor erwidhnten Restklassen der Form a + nZ
mit a € Z. Wir bemerken noch, dass jede zyklische Grupper der Ordnung n isomorph zu (Z/n’Z, +) ist. Dies ergibt
sich unmittelbar aus Folgerung [4.13}

Fiir viele Anwendungen ist es niitzlich, Faktorgruppen mit anderen, moglicherweise ,natiirlicher” erscheinenden
Gruppen zu identifizieren. Das zentrale Hilfsmittel dazu ist der Homomorphiesatz, dem wir uns nun zuwenden.

Proposition 4.28 Sei ¢ : G — H ein Gruppen-Homomorphismus und N < G ein Normalteiler
mit N C ker(¢). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

$(gN) = ¢(g) fiir alle g € G.

Man nennt ¢ den durch ¢ induzierten Homomorphismus.

Beweis: Die Eindeutigkeit von ¢ ist klar, weil durch die Gleichung die Bilder aller Elemente von G/N festgelegt sind.
Zum Beweis der Existenz wenden wir wiederum Satz[4.25|an, diesmal Teil (i). Demnach geniigt es zu zeigen, dass fiir
alle g, g’ € G mit g =, g’ jeweils ¢(g) = ¢(g’) gilt. Aber dies ist der Fall, denn g =, g’ ist nach Definition dquivalent
zu g’ € gN, was wiederum mit (g’)"'g € N gleichbedeutend ist. Wegen N C ker(¢) folgt daraus ¢(g’) 1¢(g) =
$((g')'g) = ey und somit ¢(g) = ¢(g’). Nun iiberpriifen wir noch, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Seien g,
h e G/N und g,h € G mit § = gN und h = hN. Dann gilt $(gh) = ¢((gN)(AN)) = ¢((gh)N) = ¢(gh) =
¢(2)¢(h) = ¢(gN)(hN) = $(&)$ (h). O




Satz 4.29 (Homomorphiesatz fiir Gruppen)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢ : G/ker(¢p) — im(¢).

Ist der Homomorphismus ¢ surjektiv, dann erhélt man also einen Isomorphismus G /ker(¢) = H.

Beweis: Nach Satz (iii) ist N = ker(¢) ein Normalteiler von G. Anwendung von Proposition auf diesen
Normalteiler liefert einen von ¢ induzierten Homomorphismus ¢ : G/N — H. Auf Grund der Gleichung ¢(gN) =
¢ (g) fiir alle g € G stimmen im(¢) und im(¢ ) iiberein. Wir kénnen ¢ somit als surjektiven Homomorphismus G /N —
im(¢) auffassen. Zusitzlich ist ¢ injektiv. Ist namlich g € ker(¢), § = gN mit g € N, dann gilt ¢(g) = ¢(g) = ey. Es
folgt g € ker(¢), also g € N, und damit ist § = gN = e, N = ¢ das Neutralelement in G/N. Es gilt also ker(¢) = {&}.
Nach Proposition folgt daraus die Injektivitit von ¢. m|

Wir betrachten nun eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir den Homomorphiesatz.

(i) Sei G eine Gruppe und ¢ : G — {e;} gegeben durch g — e fiir alle g € G. Dann ist im = {eg}, und ¢
induziert einen Isomorphismus G/G = {es}.

(ii) Die identische Abbildung id; : G — G hat den Kern {e;} und die gesamte Gruppe G als Bild. Sie induziert also
einen Isomorphismus G/{e;} = G.

(iii) Sei K ein Korper und n € IN. Der Determinanten-Homomorphismus det : GL,(K) — K* besitzt, wie wir in
82 gesehen haben, die Gruppe SL,(K) als Kern. AuBerdem ist sie surjektiv, denn fiir jedes a € K* gibt es
eine invertierbare Matrix mit Determinante a, beispielsweise die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen a, 1, ...,1.
Somit liefert der Homomorphiesatz einen Isomorphismus GL,(K)/SL,(K) = K*.

(iv) Die Signumsfunktion sgn : S,, — {£1} hat als Kern die Untergruppe A, = {0 € S,, | sgn(c) = 1}, die bereits aus
der Linearen Algebra bekannte alternierende Gruppe. AufSerdem ist sie fiir n > 2 surjektiv, wegen sgn(id) = 1
und sgn((1 2)) = —1. Also induziert sgn einen Isomorphismus S, /A, = {£1}.

Eine wichtige Anwendung der Faktorgruppen besteht darin, dass sie in vielen Fillen das Studium der Untergruppen
einer Gruppe G vereinfachen. Ist ndmlich N < G, dann korrespondieren die Untergruppen von G/N, wie wir gleich
sehen werden, zu bestimmten Untergruppen der Gruppe G. Dies ist der Inhalt des Korrespondenzsatzes, den wir als
néchstes beweisen werden. Da G/N in der Regel eine einfachere Struktur als G besitzt, lassen sich die Untergruppen
dort im allgemeinen leichter bestimmen.

Proposition 4.30 Sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler und 7ty : G — G/N der kanoni-
sche Epimorphismus.

(i) Ist U eine Untergruppe von G, dann gilt n;l(nN(U)) =UN.
(i) Ist U eine Untergrupe von G/N, dann gilt ty(m,'(0)) = U.

Beweis: zu (i) Sei g € n;,l(nN(U)). Dann liegt 7y (g) in 7ty (U), es gibt also ein u € U mit ty(g) = my(u). Fir
das Element n = u™!g gilt nN = ny(n) = ny(u)'ny(g) = € = N, also ist nN = N und insbesondere n € N. Es




folgt g = un € UN. Ist umgekehrt g € UN, dann gibt es Elemente u € U und n € N mit g = un. Wir erhalten

iy (g) = iy (un) = my (W) (n) = my(u)e = my(u), und es folgt g € ngl(nN(U)).

zu (ii) Die Inklusion nN(n;,l(U)) C U folgt unmittelbar aus der Definition von Bild- und Urbildmenge. Fiir die
umgekehrte Inklusion sei § € U vorgegeben und g € G mit gN = g. Dann gilt my(g) = & und somit g € n;,l(l_] )
nach Definition der Urbildmenge 7! (U). Es folgt § = my(g) € my(my (D). O

Satz 4.31 (Korrespondenzsatz fiir Gruppen)

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler, G = G/N und 7ty : G — G der kanonische Epimorphis-
mus. Ferner sei G die Menge der Untergruppen von G und Gy die Menge der Untergruppen U
von G mit U 2 N. Dann sind die beiden Abbildungen

QN—>Q_,UHHN(U) und g_—>gN;U’_’7T;;1(U)

bijektiv und zueinander invers. Aullerdem gilt:

(i) Fiir U,V € Gy gilt U C V genau dann, wenn 7ty (U) € 7ty (V) erfiillt ist.
(ii) Genau dann ist U € Gy ein Normalteiler von G, wenn 7y (U) ein Normalteiler von G ist.

(iii) Ist U € Gy von endlichem Index in G und U = 7y (U), dann gilt (G : U) = (G : U).

Beweis: Sei U € Gy, also eine Untergruppe von G mit U 2 N. Dann gilt n&l(nN(U)) =UN =NU = U, wobei wir im
ersten Schritt Proposition (i), im zweiten Lemma (iii) und im dritten Lemma (ii) verwendet haben.
Umgekehrt liefert Teil (ii) von Proposition die Gleichung my (' (U)) = U fiir alle Untergruppen U von G.

zu (i) Seien U,V € Gy mit U € V. Dann gilt offenbar 7, (U) € 7ty (V). Ist umgekehrt 7ty (U) C my (V) vorausgesetzt,
dann folgt U = n;l(nN(U)) - rc;]l(rcN(V)) =V.

zu (ii) Weil der kanonische Homomorphismus 7 surjektiv ist, folgen ,,=* bzw. ,<* aus Satz (iv) bzw. (iii).

zu (iii) Wir zeigen, dass durch gU — n;,l(gl_]) eine Bijektion zwischen den Linksnebenklassen von U und den
Linksnebenklassen von U gegeben ist. Sei § € G und g € G ein Element mit 75(g) = g. Dann gilt gU = n;l(gl_J). Ist
nimlich gu € gU mit u € U vorgegeben, dann folgt 7ty (gu) = my(g)my(w) = gy (w) € gU und somit gu € m,'(gU).
Ist umgekehrt h € 7' (gU) vorgegeben, dann folgt mty(h) € gU, also my(h) = gi fiir ein & € U. Bezeichnet u € U
ein Urbild von @, dann gilt also AN = guN. Es gibt also ein n € N mit h = gun, und wegen U 2 N folgt h € gU.

Es ist unmittelbar klar, dass die Zuordnung surjektiv ist, denn jede Nebenklasse von U hat die Form gU mit einem
g € G, und folglich ist gU = 7'C;11 (gU) mit § = my(g). Auch die Injektivitit ist offensichtlich. Sind namlich g,U
und g,U zwei verschiedene Nebenklassen in G/U, dann sind sie als Teilmengen von G disjunkt. Die Urbildmengen
n;,l(gl U) und n;,l(gz U) miissen dann erst recht disjunkt sein, und insbesondere voneinander verschieden. O

Wir verwenden nun den Korrespondenzsatz fiir Gruppen, um alle Untergruppen von (Z,+) zu bestimmen, die die
Untergruppe (44) enthalten. Sei 744y : Z — Z/447 der kanonische Epimorphismus. Die Gruppe (Z/447Z,+) ist
eine zyklische Gruppe der Ordnung 44. Durch Satz[3.11]haben wir eine vollstdndige Beschreibung der Untergruppen
von (Z/447Z.,+) zur Verfiigung: Zu jedem Teiler der Gruppenordnung 44 gibt es eine eindeutig bestimmte Unter-
gruppe, und diese werden erzeugt durch gewisse Potenzen des Erzeugers 1 von Z/447. Die vollstindige Liste der
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Untergruppen ist also gegeben durch

(1), (2), (@), (11), (22), (44) ={0}.

Der Korrespondenzsatz besagt nun, dass es korrespondierend zu diesen sechs Untergruppen von Z /447 genau sechs
Untergruppen von (Z, +) gibt, die (44) enthalten. Offenbar ist (44) in {(a) enthalten fiir die Zahlen a € {1,2,4,11,
22,44}, denn jedes ganzzahlige Vielfache von 44 ist auch ein Vielfaches von a fiir jede Zahl a in dieser Menge. Der
Korrespondenzsatz liefert uns die Information, dass es keine weiteren Untergruppen U von (Z, +) mit U 2 (44) gibt.

Auch die folgenden beiden Sitze, mit denen wir dieses Kapitel abschlieRen, erweisen sich beim Umgang mit Faktor-
gruppen immer wieder als niitzlich.

Satz 4.32 (Isomorphiesdtze)
Sei G eine Gruppe, N < G und U eine Untergruppe von G.

(i) Dann ist N NU ein Normalteiler von U, und es gilt U/(NNU) = (UN)/N.
(ii) Istauch U < G und gilt U 2 N, dann gilt G/U = (G/N)/(U/N).

Beweis: zu (i) Zunichst bemerken wir, dass UN nach Lemma [4.20| eine Untergruppe von G ist, und aus N < G
folgt N < UN. Wir wenden nun den Homomorphiesatz, Satz an auf den Homomorphismus ¢ : U — (UN)/N,
u — uN der durch Komposition der Inklusionsabbildung U < G mit dem kanonischen Epimorphismus 7y zu Stande
kommt. Diese Abbildung ist surjektiv, denn jedes Element in (UN)/N hat die Form (un)N mit u € U und n € N.
Wegen u~!(un) = n € N gilt (un)N = uN, und es folgt ¢ (u) = uN = (un)N. Der Kern von ¢ ist genau die Untergrupe
N NU, denn fiir alle u € U gilt die Aquivalenz

ucker(¢p) & ¢(u)=N <& uN=N & ueN & ueNNnU.

Also liefert der Homomorphiesatz tatsdchlich den angegebenen Isomorphismus.

zu (ii) Nach Definition gilt U/N = 75 (U) mit dem kanonischen Epimorphismus 7y : G —» G/N. Aus U < G und
Satz (iv) folgt somit, dass U/N ein Normalteiler von G/N ist. Wir wenden nun den Homomorphiesatz auf die
Abbildungy : G —» (G/N)/(U/N), g — gN(U/N) an, die durch Hintereinanderschaltung der beiden Epimorphismen
7y und 7y y zu Stande kommt. Als Komposition zweier Epimorphismen ist auch v ein Epimorphismus. Damit der
Homomorphiesatz das gewiinschte Ergebnis liefert, miissen wir noch zeigen, dass ker(vy) = U gilt. Tatsachlich gilt
fiir alle g € G die Aquivalenz

ge€ker(y) & Y(g)=U/N < gNWU/N)=U/N & gNeU/N < dJueU:gN=uN &

UaN
JueU:g'ueN < 3FJueUneN:glu=n < 3FJueUneN:g=un! & geU. O




In Teil (ii) von Satz werden tatsichlich Faktorgruppen von Faktorgruppen gebildet, ein auf den ersten Blick
etwas unanschaulicher Vorgang. Wir illustrieren diese Aussage deshalb anhand eines Beispiels. Sei G = (Z, +). Weil
G abelsch ist, sind die Untergruppen N = (6) und U = (2) Normalteiler von G, und wegen 6 =3-2 € U gilt N C U.
Das Bild von U unter dem kanonischen Epimorphismus besteht aus allen Vielfachen von 2 = 2 + 67, ist also durch
(2) = {0, 2,4} gegeben. Der zweite Isomorphiesatz liefert uns somit

7/27. = GJ/U = (G/N)/(U/N) = (Z]6Z)/(2).

Nach demselben Schema zeigt man leicht: Sind m, n € IN und ist m ein Teiler von n, dann gilt Z/mZ = (7Z./nZ)/{m),
mit m = m+ nZ.




§ 5. Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Zusammenfassung. In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der bisher entwickelten theoretischen Werkzeuge
alle endlich erzeugten abelschen Gruppen bis auf Isomorphie bestimmen. Genauer zeigen wir, dass jede solche
Gruppe isomorph zu einem dufderen direkten Produkt von (unendlichen und endlichen) zyklischen Gruppe ist.
Insbesondere konnen wir dann fiir jedes n € IN eine endliche Liste Gy, ..., G, von Gruppen angeben, so dass
jede abelsche Gruppe der Ordnung n zu einem der G; isomorph ist. Dies wird am Ende des Kapitels fiir die
Zahl n = 100 exemplarisch vorgefiihrt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— freie endlich erzeugte abelsche Gruppe — Zerlegung endlich erzeugter abelscher Gruppen in einen

. freien Anteil und eine endliche abelsche Gruppe
— Torsionsuntergruppen abelscher Gruppen

— Zerlegung endlicher abelscher Gruppen in ein Produkt

— torsionfreie abelsche Gruppe endlicher zyklischer Gruppen

— Chinesischer Restsatz fiir Gruppen

In § 2 haben wir eine Gruppe G als endlich erzeugt bezeichnet, wenn eine endliche Teilmenge S C G mit G = (S)
existiert. Im weiteren Verlauf werden wir wiederholt auf die folgende Hilfsaussage zuriickgreifen.

Lemma 5.1 Seien G,H beliebige Gruppen. Ist G endlich erzeugt und existiert ein surjektiver
Homomorphismus ¢ : G — H, dann ist auch H endlich erzeugt.

Beweis: Sei S ={gy, ..., g,} ein endliches Erzeugendensystem von G. Wir zeigen, dass ¢ (S) = {¢(g1), ..., P(g,)} ein
Erzeugendensystem von H ist. Sei dazu U eine beliebige Untergruppe von H, die ¢(S) enthélt. Zu zeigen ist U = H.
Nun ist ¢ ~1(U) nach Proposition eine Untergruppe von G, und diese enthilt S als Teilmenge. Wegen G = (S)
folgt ¢ ~1(U) = G. Aber daraus ergibt sich direkt U = H. Ist nimlich h € H, dann existiert auf Grund der Surjektivitit
von ¢ ein g € G mit ¢(g) = h. Dieses ist zugleich in ¢ ~*(U) enthalten, und daraus folgt h = ¢(g) € U. O

Von nun an sind alle in diesem Kapitel vorkommenden Gruppen abelsch und werden in additiver Schreibweise darge-
stellt. Fiir das Komplexprodukt zweier Teilmengen A, B einer Gruppe G verwenden wir entsprechend die Schreibweise
A+ B statt AB. Fiir das innere direkte Produkt verwenden wir hier die folgende Notation: Wir schreiben G=U® V,
wenn U und V Untergruppen von (G, +) sind und G ein inneres direktes Produkt von U und V ist. Diese Schreibweise
ist nur bei abelschen Gruppen {iiblich. Sie erinnert an die Notation fiir die direkte Summen von Untervektorrdum-
en eines K-Vektorraums V. Tatsdchlich werden wir in diesem Kapitel stellenweise den Vektorraum-Begriff zu Hilfe
nehmen.

Definition 5.2 Sei G eine abelsche Gruppe und m € IN.

(i) Man nennt G[m] = {g € G| mg = 05} die m-Torsionsuntergruppe von G.

(i) Die Teilmenge Tor(G) = | J, o G[n] wird die Torsionsuntergruppe von G genannt.




Man iiberpriift leicht, dass sowohl G[m] fiir jedes m € IN als auch Tor(G) tatséchlich Untergruppen von G sind.
Denn offenbar ist 0; sowohl in G[m] als auch in Tor(G) enthalten. Seien nun g,h € G[m] vorgegeben. Dann gilt
mg = mh = O, und es folgt m(g + h) = mg + mh = O; + 0; = 0; und m(—g) = —(mg) = —0; = 0. Dies
zeigt, dass auch g +h und —g in G[m] liegen. Also ist G[m] tatsdchlich eine Untergruppe von G. Zum Nachweis der
Untergruppen-Eigenschaft von Tor(G) seien nun g,h € Tor(G). Dann gibt es nach Definition m,n € IN mit g € G[m]
und h € G[n], also mg = 05 und nh = Og. Es folgt (mn)g = n(mg) = n0g = 05 und (mn)h = m(nh) = mO; = O,
also g,h € G[mn]. Wie soeben gezeigt, sind damit auch g +h und —g in G[mn] enthalten, und damit erst recht in
Tor(G). Also ist auch Tor(G) eine Untergruppe von G. Man beachte aber, dass fiir eine nicht-abelsche Gruppe G die
Teilmenge {g € G | g™ = e;} im Allgemeinen keine Untergruppe von G ist!

Definition 5.3 Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(i) Wir bezeichnen G als torsionsfrei, wenn Tor(G) = {05} gilt.

(ii) Die Gruppe G ist frei, wenn fiir ein r € IN, ein Isomorphismus zwischen G und (Z", +)
existiert, wobei Z° = {0} gesetzt wird.

Wie man unmittelbar iiberpriift, ist jede freie endlich erzeugte abelsche Gruppe auch torsionsfrei. Unser erstes Ziel
in diesem Abschnitt ist der Nachweis, dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe als duf3eres direktes Produkt einer
freien endlich erzeugten abelschen Gruppe und einer endlichen abelschen Gruppe dargestellt werden kann.

Proposition 5.4

(i) Jede Untergruppe einer freien endlich erzeugten abelschen Gruppe ist eine freie endlich
erzeugte abelsche Gruppe.

(ii) Jede torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Grupe ist frei.

Beweis: zu (i) Da jede endlich erzeugte freie abelsche Gruppe nach Definition isomorph zu Z" fiir ein n € N ist,
geniigt es, die Aussage fiir Gruppen dieser Form zu beweisen. Wir zeigen durch vollstdndige Induktion iiber n € IN: Ist
U eine Untergruppe von Z", dann ist U eine freie endlich erzeugte abelsche Gruppe. Fiir n = 0 ist Z" = U = {0} und
die Aussage somit offensichtlich. Fiir n = 1 konnen wir Satz[3.7|anwenden, weil (Z, +) zyklisch ist. Die Untergruppe
U stimmt demnach mit mZ fiir ein m € IN,, iiberein. Sie ist also selbst entweder unendlich zyklisch oder trivial, also
isomorph zu Z! oder Z°.

Sei nun n > 1, und setzen wir voraus, dass die Aussage fiir Untergruppen von Z" giiltig ist. Sei U eine Untergruppe
von Z""! und t : Z"*! — Z die Projektionsabbildung auf die letzte Komponente, also gegeben durch (ay, ..., a,.1) =
an41- Nach Definition gilt ker(w) = Z" x {0} = Z", also ist ker(7t|;) = ker(m) N U isomorph zu einer Untergruppe
von Z". Nach Induktionsvoraussetzung ist ker(7t|;) ebenfalls eine freie endlich erzeugte abelsche Gruppe und somit
isomorph zu Z" fiir ein r € IN,.

Das Bild 7t (U) ist eine Untergruppe von Z und somit, wie zu Beginn gezeigt, entweder gleich {0} oder gleich mZ fiir
ein m € IN. Im Fall ©(U) = {0} gilt U = ker(n,;) = Z", und wir sind fertig. Betrachten wir nun den Fall ©n(U) = mZ
mit m € IN. Wahlen wir ein v € U mit 7(v) = m, dann wird die Untergruppe (v) von U isomorph auf mZ abgebildet.
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Wir tiberpriifen nun, dass U ein inneres direktes Produkt von ker(7;) und (v) ist. Zunéchst einmal sind ker(7|;)
und (v) als Untergruppen der abelschen Gruppe U Normalteiler von U. AuRerdem gilt ker(7|;) N (v) = {0z }. Ist
namlich w ein Element im Durchschnitt, dann gilt w = kv fiir ein k € Z. Dariiber hinaus gilt km = kn(v) = n(kv) =
(7]y)(w) =0, und somit k = 0 und w = kv = 0.

Fiir den Nachweis von U = ker(7t|; )+ (v) stellen wir zunéchst fest, dass ,,2“ wegen ker(7t|;) € U und v € U offenbar
erfiillt ist. Zum Beweis von ,,C“ sei w € U vorgegeben. Wegen m(U) = mZ gilt =(w) = km fiir ein k € Z. Setzen wir
nun w’ = w—kv, dann erhalten wir w = w’+ kv mit kv € (v) und (z|,)(w') = n(w') = n(w)—kn(v) = km—km =0,
also w’ € ker(rn|y). Damit ist w € ker(m|,) + (v) nachgewiesen. Insgesamt sind damit die Voraussetzungen von
Propositionerfﬁllt, und wir erhalten U & ker(rt|y) x n(U) 2 Z" x mZ 27" x 7.= 77",

zu (ii) Sei G eine torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Gruppe. Weiter sei S ein endliches Erzeugendensystem
und T = {gq,...,&,} € S eine maximale Teilmenge von S mit der Eigenschaft, dass die Abbildung ¢ : Z" — G,
(ay,...,a,) — a; g + ... + a, g, injektiv ist. Dann ist die Untergruppe U = (T) von G frei, denn als Abbildung Z" — U
ist ¢ auch surjektiv, die Gruppe U also isomorph zu Z".

Nun sei g € S\ T ein beliebiges Element. Auf Grund der Torsionsfreiheit gilt ag # O fiir alle a € Z, a # 0. Wegen der
Maximalitat von T finden wir aber einen Satz (a, a, ..., a,,) ganzer Zahlen mit ag +a, g, +... +a,g, = 0; und a # 0,
a; #0fireini € {1,...,n}. Wegen ag = —a; g, —...—a,g, ist dann ag in U enthalten. Auf diese Weise erhalten wir fiir
jedes g € Seina, € Z mita,g € U, wobei wir im Fall g € T jeweils a, = 1 setzen konnen. Weil S endlich ist, kénnen
wir das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen bilden und finden so ein a € IN mit aS C U. Wegen G = (S) gilt
dann auch aG C U. Nunist ¢ : G — G, g — ag ein (auf Grund der Torsionsfreiheit) injektiver Homomorphismus,
dessen Bild ¢(G) in der freien abelschen Gruppe U enthalten ist. Nach Teil (i) ist G = 1)(G) damit selbst eine freie,
endlich erzeugte abelsche Gruppe. m|

Satz 5.5 Ist G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gilt G = Z" x Tor(G) fiir ein r € IN,.
Dariiber hinaus ist Tor(G) eine endliche abelsche Gruppe.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass die Faktorgruppe G/Tor(G) eine torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Gruppe
ist. Zum Beweis sei § € Tor(G/Tor(G)) vorgegeben, mit ¢ = g + Tor(G) fiir ein g € G. Dann gilt mg = 0g /o) flir
ein m € IN. Es folgt mg + Tor(G) = m(g + Tor(G)) = mg = O 1or() = O + Tor(G) und somit mg € Tor(G). Daraus
wiederum folgt, dass ein n € IN mit (nm)g = n(mg) = O existiert. Aber damit ist auch g in Tor(G) enthalten und
& = g +Tor(G) = 0+ Tor(G) = Og 1or(c)- Insgesamt haben wir Tor(G/Tor(G)) = {0 1or(c)}, also die Torsionsfreiheit
der Gruppe G/Tor(G), nachgewiesen.

Weil G/Tor(G) torsionsfrei ist, gilt G/Tor(G) = Z" fiir ein r € Ny, nach Proposition[5.4] (ii). Sei ¢ die Komposition des
kanonischen Epimorphismus G — G/Tor(G) mit diesem Isomorphismus, seien vy, ..., v, Urbilder der Einheitsvektoren
ey, ...,e. € Z" unter ¢, und sei U = (vq, ..., v,.). Wir zeigen, dass G = U & Tor(G) gilt. Weil G abelsch und U und Tor(G)
Untergruppen von G sind, handelt es sich um Normalteiler. Zum Nachweis von U N Tor(G) = {0} sei g ein Element
im Durchschnitt. Wegen g € Tor(G) gilt mg = O, fiir ein m € IN. Wegen g € U gibt es aullerdem kg, ..., k, € Z mit
g =kyv; +... +k.v,. Es folgt mg = mk,v; + ... + mk,v, und 0y, = ¢p(mg) = mkye; + ... + mk,e, = (mky, ...,mk,).
Es gilt also mk; = 0 und somit auch k; = 0 fiir 1 < i < r, und dies wiederum bedeutet g = 0. Fiir den Nachweis
von G = U + Tor(G) sei g € G vorgegeben. Sei (ky,...,k,) = ¢(g), h = kyv; + ... + k,v, und g’ = g — h. Dann ist
g=¢g +h heUund ¢(g') = ¢(g)— d(h) = (ky,....k,) — (ky,....,k.) = Oy, also g’ € ker(¢). Aber der Kern von
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¢ stimmt mit dem Kern des kanonischen Epimorphismus G — G/Tor(G) tiberein, und dies ist Tor(G). Also ist g’ in
Tor(G) enthalten. Also liegt g =h + g’ in U + Tor(G).

Insgesamt ist G = U + Tor(G) damit nachgewiesen. Mit Proposition[4.24]erhalten wir G = U x Tor(G). Wie man leicht
iiberpriift, ist die Abbildung ¢ |, : U — Z" surjektiv (denn wegen ¢ (v;) = e; werden alle Einheitsvektoren getroffen)
und injektiv (denn das einzige Urbild von 0y, ist 0;), aufBerdem ein Homomorphismus. Es gilt also U = Z". Damit ist
G = 7" xTor(G) gezeigt. Die Gruppe Tor(G) ist offenbar abelsch, auf3erdem ist sie als Bild von G unter dem surjektiven
Homomorphismus G — Tor(G), der durch Komposition von G = U x Tor(G) mit der Projektion auf die zweite
Komponente zu Stande kommt, nach Lemma endlich erzeugt. Sei {hy,...,h,} ein endliches Erzeugendensystem
von Tor(G). Wegen h; € Tor(G) gibt es jeweils ein m; € IN mit m;h; = Og, fir 1 <i <s. Wegen Lemma folgt
jeweils (h;) = {kh; | 0 < k < m;}. Zusammen mit Satz[2.9] (i) erhalten wir

TOr(G) = {k1h1 +...+ kshs | kl’ veoy ks S Z} = {klhl +..+ kshs | 0< ki < mi}.

Es gibt in Tor(G) also héchstens [ [;_, m; verschiedene Elemente. Insbesondere ist Tor(G) endlich. O

Wir werden nun zeigen, dass jede endliche abelsche Gruppe in ein dul3eres direktes Produkt endlicher zyklischer
Gruppen zerlegt werden kann. In der Linearen Algebra wurde gezeigt, dass Z/pZ. fiir jede Primzahl p ein Korper ist,
und die Bezeichnung IF, = Z/pZ fiir diesen Korper eingefiihrt.

Lemma 5.6

(i) Sei G eine abelsche Gruppe, seiens € N, my, ...,m; € Nund g4, ..., g, € G mit ord(g;) | m;
fir1 <i<s.SeiU=(gy,...,g,). Dann gibt es einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : Z/myZ x ... x Z/m,Z — U mit

¢(a,...a) = ag +..+ag fir alle ay,...,a, €Z.

(ii) Ist G eine abelsche Gruppe mit G[p] = G, dann gibt es eine Abbildung - : IF, x G — G mit
a-g =ag fiir alle a € Z und g € G. Mit dieser Abbildung wird auf G die Struktur eines
IF,-Vektorraums definiert.

Beweis: zu (i) Wir definieren die Abbildung ¢, indem wir ¢(a,,...,a;) = a;g; +... + a, g, fiir 0 < a; < m; setzen.
Die Gleichung ist dann automatisch fiir beliebige a; € Z erfiillt. Wenden wir namlich Division mit Rest auf jedes g;
an und schreiben a; = q;m; + r; mit 0 < r; < m;, dann gilt auf Grund der Elementordnungen jeweils m;g; = 0; und
somit a;g; = (q;m; + r;)g; = qi(m;g;) + ria; = q; - O¢ + r;a; = r;a;. Wegen a; = 7; in Z/m;7Z fir 1 <i < r folgt dann
o(a,....a,) = ¢(ry,....75) =rig +...+1,g = a; g1 +...+a,g,. Mit Hilfe dieser Gleichung kann die Homomorphismus-
Eigenschaft nun unmittelbar nachgerechnet werden. Nach Satz gilt U = {a,g; +... + a,g; | a3, ...,a, € Z}. Damit
ist auch klar, dass ¢ surjektiv ist.

zu (ii) Die Existenz einer solchen Abbildung erhalten wir, indem wir (i) fiir jedes g € G auf s = 1, m; = p und
g = g; anwenden. Wir zeigen nun, dass (U, +,-) die Vektorraum-Axiome erfiillt. Nach Definition ist (U, +) eine
abelsche Gruppe. Seien nun a,b € I, und g,h € G vorgegeben, und seien a,b € Z Urbilder von a, b unter dem
kanonischen Epimorphismus Z — I¥,. Dann gilt (a +b)-g =a+b-g =(a+b)g =ag+bg=a-g+b-g,
a-(g+h)=a(g+h)=ag+ah=da-g+a-h, (ab)-g=ab-g=abg=a(bg)=a-(b-g)undl-g=1g=g. O




Satz 5.7 Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Sind m,n € N teilerfremd, dann gilt G[mn] = G[m] x G[n].

(ii) Sein € INmit G[n]= G, und sein = ]_[l.r=1 pf" die Primfaktorzerlegung von n, mit r € IN,
Primzahlen p, ..., p, und Exponenten e, ...,e, € IN. Dann ist G = G[pil] X ... x G[p¢].

Beweis: zu (i) Wegen Proposition[4.24]geniigt es, Gimn] = G[m]®G[n] nachzuweisen. Offenbar gilt G[m] € G[mn],
denn ist g € G[m], dann folgt mg = 04, damit auch (mn)g = n(mg) = n0; = 05 und somit g € G[mn]. Ebenso
erhilt man G[n] € G[mn], und als Untergruppen der abelschen Gruppe G sind G[m] und G[n] auch Normalteiler.
Zum Nachweis von G[m] N G[n] = {0} sei g € G[m] N G[n] vorgegeben. Dann gilt mg = ng = O, also ist ord(g)
ein gemeinsamer Teiler von m und n. Auf Grund der Teilerfremdheit von m und n folgt ord(g) = 1, also g = O.
Daraus folgt G[m] N G[n] € {0g}; die Inklusion ,,2“ ist offensichtlich. Es bleibt G[mn] = G[m] + G[n] zu zeigen.
Die Inklusion ,,2“ folgt direkt aus G[m] € G[mn] und G[n] € G[mn]. Zum Nachweis von ,,C“ sei g € G[mn].
Nach dem Lemma [3.8] von Bézout gibt es k,{ € Z mit km + £n = 1. Es folgt g = 1g = (km)g + ({n)g. Wegen
n(km)g = k(mn)g = kO; = 0 liegt (km)g in G[n], und wegen m(¢n)g = ¢(mn)g = £0; = O ist ({n)g in G[m]
enthalten. Damit ist g = (km)g + (n)g € G[m] + G[n] nachgewiesen.

zum (ii) Wir schicken voraus: Ist G eine abelsche Gruppe und sind m,n € IN mit m | n, dann gilt G{m] = G[n][m].
Nun beweisen wir die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl r der verschiedenen Primfaktoren p;
von n. Im Fall r € {0, 1} braucht nichts gezeigt werden. Sei nun r > 1, und setzen wir die Aussage fiir kleinere Werte
von r voraus. Sei n = [ [I_, p{* die Primfaktorzerlegung von n. Setzen wir m = [[/_| p%*, dann gilt n = mp? und
ggT(m, p¢r) = 1. Die Untergruppe H = G[m] erfiillt H{m] = H. Wir konnen also die Induktionsvoraussetzung auf H
anwenden; diese liefert einen Isomorphismus H = H[p{'] x ... x H[p/" 1 1= G[p;'] x ... x G[p1 . Nach Teil (i) gilt
auBerdem G = G[n] = H x G[p;r]. Insgesamt erhalten wir somit den angegebenen Isomorphismus. m|

Als weiteres Hilfsmittel benttigen wir

Satz 5.8 (Chinesischer Restsatz fiir Gruppen)
Sind m,n € NN teilerfremd, dann existiert ein Isomorphismus Z/(mn)Z = Z.,/mZ. x Z./n’Z. abel-
scher Gruppen.

Wir werden im Kapitel iiber Kongruenzrechnng zeigen, dass Z/(mn)Z und Z/mZ. x Z./nZ. sogar als Ringe isomorph
sind; dies liefert insbesondere einen Isomorphismus zwischen den abelschen Gruppen. Man kann den Isomorphismus
mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln aber auch leicht direkt zeigen. Definieren wir in (Z/(mn)Z, +) die
Untergruppen U = (n + (mn)Z) und V = (m + (mn)Z), dann gilt zunichst U NV = {0z(un)z}. Liegt ndmlich
a + (mn)Z im Durchschnitt dieser Untergruppen, dann ist a ein Vielfaches sowohl von n als auch von m. Auf Grund
der Teilerfremdheit von m und n ist a damit auch ein Vielfaches von mn, und es folgt a + (mn)Z = 0(;un)z-

Nach dem Lemma [3.8] von Bézout gibt es auBerdem k,{ € Z mit kn+{m = ggT(m,n) = 1. Weil u = kn + (mn)Z
inU und v=~¢m+ (mn)Z €V in V liegt, folgt daraus, dass U + V den Erzeuger u+v = 1+ (mn)Z von Z/(mn)Z
enthélt und somit U + V = Z/(mn)Z gilt. Insgesamt ist Z/(mn)Z damit ein inneres direktes Produkt von U und




V, und mit Proposition folgt Z,/(mn)Z = U x V. Nach Teil (ii) von Satz istn+ (mn)Z =n-(1+ (mn)Z)
ein Element der Ordnung = = m, also gilt U = Z/mZ. Ebenso erhilt man V = Z/nZ. Insgesamt erhalten wir
7.](mn)Z. = Z./mZ. x Z./nZ.

Man beachte, dass der Chinesische Restsatz nur fiir teilerfremde m, n € IN giiltig ist! Beispielsweise ist Z /27 x 7./ 27Z.
nicht isomorph zu Z/4Z. Denn Z/4Z enthilt mit 1 ein Element der Ordnung 4, wihrend die Gleichung 2- (@, b) =
(0,0) fiir alle (@, b) € Z/27 x 7./27Z zeigt, dass es in dieser Gruppe nur Elemente der Ordnung 1 und 2 gibt.

Satz 5.9 Seie € N, p eine Primzahl und G eine endliche abelsche Gruppe mit G[p°] = G.
Dann gibt es ein r € N, und n,, ...,n, € N, so dass

G = Z/pMZxZ[p™lx..xZ[p™Z gilt.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion {iber e. Iste = 0, dann gilt G[1] =G, alsog=1-g =
0 fiir alle g € G. Es folgt G = {04}, und die Behauptung ist offenbar mit r = 0 erfiillt. Sei nun e > 1, und setzen wir
die Aussage fiir Werte kleiner als e voraus. Fiir die Gruppe H = pG gilt H[p*~'] = H. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es r € Ny, ny, ..., n, und einen Isomorphismus ¢ : Z/p™Z x ... x Z/p™Z — H. Seien hy, h,, ...,h, € H die Bilder
der Elemente

(1,0,0,..,00 , (0,1,0,..,0) , .. , (0,0,0,..,1).

Wegen h; € pG gibt es jeweils ein g; € G mit pg; = h;, flir 1 < i < r. Wir zeigen nun zunichst, dass die Gruppe
U=/{(gy,...,g,) isomorph zu Z/p™*17Z x ... x Z,/p™**Z ist. Dazu betrachten wir die Abbildung

Vi ZpnT L x X TP T - U, (G,...4,.) = ;81 + ... +a, g,

Nach Lemma (i) ist dies ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Aullerdem ist die Abbildung injektiv. Gilt
namlich ¢ (a,...,a,) = 0; und ist a; € Z jeweils ein Urbild von a;, dann ist a;g; + ... + a, g, = O; nach Definition
von 4. Es folgt ¢ (a; + p™Z,...,a, + p™Z)=a,h; +...+a,h, =pla;g; +... +a,g,.) =p0; = 0. Weil ¢ injektiv ist,
erhalten wir a; +p™Z = 0+p™Z und p" | a;, fiir 1 < i < r. Insbesondere gibt es jeweils ein b; € Z mit pb; = ;. Nun
folgt weiter ¢ (b, +p™Z,...,b. +p"Z)=byhy +...+ b.h. =pb;g; +...+pb.g. =a;8, + ... + a,g, = 0g. Wiederum
auf Grund der Injektivitit von ¢ erhalten wir b; + p™Z = 0+ p™Z, also p™ | b; und p"*! | q; fir 1 < i < r. Dies
wiederum bedeutet (@, ...,a,) = (0, ...,0). Insgesamt ist 2)) also tatséchlich ein Isomorphismus.

Nach Lemma (i) besitzen G[p] N U und G[p] jeweils die Struktur eines IF,-Vektorraums. Dabei ist G[p] N U
als Untergruppe offenbar auch ein Untervektorraum von G[p]. Wir wéhlen nun eine Basis {v, ..., v} von G[p]NnU
und erginzen diese durch v, q,...,v, (mits,t € IN, und s < t) zu einer Basis von G[p]. AnschlieBend definieren
wir V.= (Vg41,..., V). Als (t —s)-dimensionaler IF,-Vektorraum ist V isomorph zu IF;’S. Als abelsche Gruppe ist V
damit isomorph zu ]F;_S = (Z/pZ)"—. Wenn wir zeigen konnen, dass G = U & V gilt, dann folgt G 2 U x V =
Z/pMZ x ... x Z/p™TZ x (Z/pZ)"™ nach Proposition Damit hat G dann bis auf Isomorphie die im Satz
angegebene Form.

Als Untergruppen der abelschen Gruppe G sind U und V auch Normalteiler. Zum Beweis der Gleichung UNV = {05}
sei g € UNV vorgegeben. Wegen V C G[p] liegt g dann in (G[p]N U) N V. Ware g ungleich Null, dann kénnte
man g als nichttriviale If,-Linearkombination der Basis {v;, ..., ;} von G[p] N U darstellen, und —g als nichttriviale




IF,-Linearkombination der Basis {v;,,...,;} von V. Insgesamt wiirde man eine nichttriviale Linearkombination von
g+(—g) =0 durch {vy, ..., v, } erhalten. Aber dies steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit dieser Menge.
Also ist nur g = 05 moglich. Nun zeigen wir noch G = U + V. Sei dazu g € G beliebig vorgegeben. Dann liegt pg in
pG, und folglich gibt es k4, ..., k. € Z mit pg = kyhy +...+k,h,. Setzen wir g’ = k; g7 +...+k, g, und g’ = g—g’, dann
giltg’eUund pg” =pg—pg’ =pg—pkig1—...—pk, g = kyh, +...+ k. h, —kihy—...—k.h, = 05, also g” € G[p].
Weil {v;,...,v,} eine Basis von G[p] als IF,-Vektorraum ist, kann g” in der Form £,v; + ... +{,v, geschrieben werden,
mit £q,...,£, € Z. Esistdann g”" = g; + g, mit gy = €yv; + ...+ L,v, € U und gy = £, 1V,yq + ... + £, v, € V. Insgesamt
hat galsodieFormg=g'+g" =(g'+g,)+ g, mitg' + g, €U und g, € V. O

Wir kdnnen nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formulieren.

Satz 5.10 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppe)
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r,s € N, und dy, ..., d; € IN mit

G = 7' xZ/dZx..xZ]d/Z.

Dabei konnen die Zahlen d; so gewahlt werden, dass sie entweder (i) alle Primzahlpotenzen
sind oder (ii) d; | d;4; fiir 1 < i < s erfiillt ist. Im Fall (ii) gezeichnet man die Zahlen d; als
Elementarteiler der abelschen Gruppe.

Beweis: Nach Satz[5.5)gilt G = Z" x Tor(G), und die Gruppe Tor(G) ist endlich. Setzen wir H = Tor(G) und n = |H|,
dann gilt H[n] = n. Ist n = prod{_,p;’, dann gilt H = H[p}'] x ... x H[p%] nach Satz (i), und wegen Satz

ist H [pfi ] jeweils isomorph zu einem dufleres direktes Produkt zyklischer Gruppen von p;-Potenzordnung. Also ist G
insgesamt isomorph zu einem &uf3eren direkten Produkt der Form (i).

Im Ringtheorie-Teil der Vorlesung wird der Begriff des Exponenten exp(G) einer Gruppe G eingefiihrt und gezeigt,
dass der Exponent einer Gruppe, die zu Z/m;Z x ... x Z,/m,Z mit m,...,m, € IN isomorph ist, mit dem kgV von
my, ..., m,, ibereinstimmt. Wir beweisen durch vollstindige Induktion iiber |H|, dass G auch eine Zerlegung der unter
(ii) beschriebenen Form besitzt, und setzen d = exp(H). Sei H = Z/mZ X ... x Z,/m, 7 die Darstellung nach (i) von
H als dulleres direktes Produkt zyklischer Gruppe von Primzahlpotenzordnung m;.

Im Fall |H| = 1 ist nichts zu zeigen. Setzen wir nun voraus, dass H nicht trival ist, und sei ]_[;21 pj.c’ die Primfaktorzer-

legung von d. Wegen kgV(m,,...,m,) = d miissen die Faktoren p{l, - p{v unter my, ..., m, vorkommen, andererseits
darf es aber keine hoheren Potenzen von py, ..., p,, unter diesen Zahlen geben. Setzen wir H; = Z/ p{l Z7.x..x7Z/ p{ vZ,
dann gilt H = H,; x H, bis auf Reihenfolge der Faktoren, wobei in H, die Faktoren der Form Z/m;Z zusammenge-
fasst sind, die in H, aber nicht in H; vorkommen. Es gilt dann |H,| < |H|, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es
Zahlen dy, ...,d; mit Hy = Z/d,Z % ... x Z/d,Z und der oben beschriebenen Eigenschaft. Aulerdem gilt H; = Z/dZ
nach dem Chinesischen Restsatz, Satz denn die Zahlen pfj sind paarweise teilerfremd. Weil der Exponent von
H, ein Teiler von d ist, gilt d; | d fiir 1 <i <s. Setzen wir d, ., = d, dann ist d;, ..., d,,; eine Folge natiirlicher Zahlen
mit den gewiinschten Eigenschaften. |




Sowohl die Bedingung (i) als auch die Bedingung (ii) in Satz kann dazu genutzt werden, um zum Beispiel
alle abelschen Gruppen der Ordnung 100 = 2252 bis auf Isomorphie anzugeben. Durch (i) erhilt man die vier
Isomorphietypen

Z]AZ x2.]257. , Z[2ZxZ]27Z xZ[257. , Z[AZ xZ[S5Z xZ[57 , Z[27 x7]27 xZ]/57 x Z]/57Z.
Andererseits finden wir zur Zahl 100 die Elementarteilerketten 100, 2|50, 5|20 und 10|10, was die Isomorphietypen
7J100Z , 7Z)2ZxZ7/50Z , 7/57x7/20Z , 7/10Z x Z/10Z

liefert. Mit dem Chinesischen Restsatz iiberpriift man leicht, dass diese vier Gruppen mit den vier zuvor gefundenen
bis auf Isomorphie iibereinstimmen.

Zu bemerken ist noch, dass im Fall (ii) der Wert r +s die minimale Anzahl der Elemente eines Erzeugendensystems
von G angibt. Insbesondere gilt r +s = 1 genau dann, wenn G eine zyklische Gruppe ist. Ist ndmlich p ein beliebiger
Primteiler von d;, dann existiert ein Epimorphismus

¢l XL\ T % ... x 7]d 7 — (Z/pZ)™ , (a,..,a,,by +d1Z,...,bs +d,Z) — (a; + pZ,...,b, + pZ).

Sei g4,..., g, ein t-elementiges Erzeugendensystem von G. Dann liefern die Bilder der Elemente in der Gruppe H =
(Z/pZ)™* ein Erzeugendensystem von H. Dieses Erzeugendensystem ist dann zugleich eine Basis von H als IF,-Vek-
torraum. Da in einem (r + s)-dimensionalen Vektorraum jedes Erzeugendensystem aus mindestens r + s Elementen
besteht, muss t > r+s gelten. Andererseits besitzt die Gruppe Z" xZ/d,Z.x...x Z./ d,Z. offenbar ein (r+s)-elementiges
Erzeugendensystem (gegeben durch die Einheitsvektoren), somit auch die Gruppe G.
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