
Algebraische und transzendente Elemente

Definition (14.3)

Sei L|K eine Körpererweiterung.

Ein Element α ∈ L heißt algebraisch über K , wenn ein
Polynom f 6= 0 in K [x ] mit der Eigenschaft existiert, dass α
eine Nullstelle von f ist.

Gibt es ein solches Polynom nicht, dann nennt man α
transzendent über K .



Das Minimalpolynom eines algebraischen Elements

Definition (14.4)

Sei L|K eine Körpererweiterung, und sei α ∈ L algebraisch über K .
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom
f ∈ K [x ], f 6= 0 minimalen Grades mit f (α) = 0. Man nennt f das
Minimalpolynom von α über K . Wir bezeichnen es mit µα,K .



Grad einer einfachen algebraischen Erweiterung

Satz (14.6)

Sei L|K eine Körpererweiterung, α ∈ L algebraisch über K ,
f = µα,K und n = grad(f ). Dann bilden die Elemente

1, α, α2, ..., αn−1

eine Basis von K (α) als K -Vektorraum, es gilt also [K (α) : K ] = n.

















Algebraische Erweiterungen als Faktorringe

Satz (14.7)

Sei L|K eine Körpererweiterung, α ∈ L algebraisch über K und
f = µα,K . Dann gibt es einen Isomorphismus

φ̄ : K [x ]/(f ) −→ K (α)

mit
φ(g + (f )) = g(α) für alle g ∈ K [x ].

Dabei bezeichnet K (α) den von α erzeugten Zwischenkörper der
Erweiterung L|K .









Existenz algebraischer Erweiterungen

Satz (14.8)

Sei K ein Körper und f ∈ K [x ] ein irreduzibles Polynom. Dann
gibt es eine Körpererweiterung L|K und ein Element α ∈ L mit
f (α) = 0.










