
Übertragung einer Verknüpfung auf eine andere Menge

Lemma (6.1)

Seien X und Y Mengen, φ : Y → X eine Bijektion und · eine
Verknüpfung auf X . Wir definieren auf Y eine Vernüpfung �,
indem wir a� b = φ−1(φ(a) · φ(b)) für alle a, b ∈ Y definieren.
Die neue Verknüpfung � hängt dann mit · auf folgende Weise
zusammen.

(i) Ist die Verknüpfung · auf X assoziativ bzw. kommutativ,
dann gilt dasselbe jeweils für die Verknüpfung � auf Y .

(ii) Ist eX ∈ X ein Neutralelement in X bezüglich · , dann ist
eY = φ−1(eX ) ein Neutralelement in Y bezüglich �.

(iii) Seien eX und eY wie in (ii) und a, b ∈ X . Ist b ein Inverses
von a bezüglich · , dann ist φ−1(b) ein Inverses von φ−1(a)
bezüglich �.



Übertragung einer Ringstruktur auf eine Menge

Satz (6.2)

Sei (R,+, ·) ein Ring, S eine Menge und φ : S → R eine bijektive
Abbildung. Seien die Verknüpfungen ⊕ und � auf S definiert durch

a⊕ b = φ−1(φ(a) + φ(b)) und a� b = φ−1(φ(a) · φ(b)).

Dann ist (S ,⊕,�) ein Ring, und φ ist ein Isomorphismus von
Ringen.



Die Konstruktion von Ringerweiterungen

Satz (6.3)

Sei φ : R → S ein Monomorphismus von Ringen. Dann gibt es
einen Erweiterungsring R̂ ⊇ R und einen Isomorphismus φ̂ : R̂ → S
mit φ̂|R = φ.













Definition der Quotientenkörper

Definition (6.4)

Sei R ein Integritätsbereich. Ein Erweiterungsring K ⊇ R wird
Quotientenkörper von R genannt, wenn K ein Körper ist und
K = {ab−1 | a, b ∈ R , b 6= 0R} gilt.

Beispiel:
Der Körper Q der rationalen Zahlen ein Quotientenkörper von Z.





Konstruktion der Quotientenkörper

Notation:

Sei R ein Integritätsbereich.

XR = R × (R \ {0R})
Definition einer Relation ∼ auf XR durch

(a, b) ∼ (c , d) ⇔ ad = bc

Lemma (6.5)

Die Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf R × (R \ {0R}).



Konstruktion der Quotientenkörper (Forts.)

Proposition (6.6)

Auf der Menge R̂ = XR/∼ der Äquivalenzklassen der Relation ∼
auf XR gibt es eindeutig bestimmte Verknüpfungen ⊕ und � mit

[a, b]⊕ [c, d ] = [ad + bc, bd ] und [a, b]� [c , d ] = [ac, bd ]

für alle (a, b), (c, d) ∈ XR , und R̂ bildet mit diesen Verknüpfungen
einen Körper.

Satz (6.7)

Zu jedem Integritätsbereich existiert ein Quotientenkörper.



Eindeutigkeit der Quotientenkörper

Satz (6.8)

Sei R ein Integritätsbereich, und seien K und L beides
Quotientenkörper von R. Dann existiert ein Isomorphismus
ψ : K → L von Körper mit ψ|R = idR .



Definition der Polynomringe

Definition (6.9)

Sei R ein Ring. Ein Erweiterungsring S von R wird Polynomring
über R genannt, wenn es ein ausgezeichnetes Element x ∈ S gibt
mit der Eigenschaft, dass für jedes Element f ∈ R[x ] \ {0R} ein
eindeutig bestimmtes n ∈ N0 und eindeutig bestimmte
a0, ..., an ∈ R existieren, so dass an 6= 0 ist und f in der Form

f = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0 dargestellt werden kann.







Universelle Eigenschaft des Polynomrings

Satz (6.10)

Für jeden Ringhomomorphismus φ : R → S und jedes a ∈ S gibt
es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus φ̂ : R[x ]→ S
mit φ̂|R = φ und φ̂(x) = a.

Ist S = R oder ein Erweiterungsring von R, dann bezeichnet man
den eindeutig bestimmten Homorphismus φ̂ aus Satz 6.10 als den
Auswertungshomomorphismus an der Stelle a.

Folgerung (6.11)

Je zwei Polynomringe über einem Ring R sind isomorph.









Konstruktion der Polynomringe

Notation:

PR = Menge der Abbildungen f : N0 → R mit f (k) = 0R für
alle bis auf endlich viele k ∈ N0

Definition der Addition auf PR

(f ⊕ g)(n) = f (n) + g(n)

Definition der Multiplikation auf PR

(f � g)(n) =
n∑

k=0

f (n − k)g(k) =
∑

k+`=n

f (`)g(k)

Für jedes a ∈ R definiere ã ∈ PR durch ã(0) = a und
ã(n) = 0R für alle n ≥ 1.

Definiere x̃ ∈ PR durch x̃(1) = 1R und x̃(n) = 0R für n 6= 1.



Konstruktion der Polynomringe (Forts.)

Lemma (6.12)

Das Tripel (PR ,⊕,�) ist ein Ring, mit 0̃ als Null- und 1̃ als
Einselement.

Lemma (6.13)

Sei a ∈ R und m ∈ N0. Dann gilt (ã� x̃m)(m) = a, und
(ã� x̃m)(n) = 0R für alle n ∈ N0 \ {m}.

Lemma (6.14)

Für jedes f ∈ PR \ {0̃} gilt es ein eindeutig bestimmtes n ∈ N0

und eindeutig bestimmte a0, a1, ..., an ∈ R, so dass an 6= 0R und

f = (ãn � x̃n)⊕ ... ⊕ (ã1 � x̃)⊕ ã0 gilt.



Existenz der Polynomringe

Satz (6.15)

Zu jedem Ring R existiert ein Polynomring über R.



Rechenregeln für den Polynomgrad

Proposition (6.16)

Sei R ein Ring und R[x ] ein Polynomring über R.

(i) Sind 0R 6= f , g ∈ R[x ] und gilt auch f + g 6= 0R und
fg 6= 0R , dann folgt

deg(f + g) ≤ max{deg(f ), deg(g)}

und
deg(fg) ≤ deg(f ) + deg(g).

(ii) Ist R ein Integritätsbereich, dann gilt dasselbe auch für den
Ring R[x ]. In diesem Fall gilt sogar

deg(fg) = deg(f ) + deg(g)

für alle f , g ∈ R[x ] mit f , g 6= 0R .





Die Einheitengruppe der Polynomringe

Folgerung (6.17)

Sei R ein Integritätsbereich. Dann gilt R[x ]× = R×, d.h. die
Einheitengruppe des Polynomrings R[x ] stimmt mit der
Einheitengruppe des Grundrings R überein.






