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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit skizziert den Beweis der Milnor-/ Bloch-Kato-Vermutung nach Voe-
vodsky und Rost. Es wird vor allem die Strukturierung und Logik an der Oberfliche des
Beweises erldutert, sowie eine Einfiihrung in die zugrundeliegenden algebraischen Struktu-
ren gegeben. Die Arbeit richtet sich an Neulinge und soll einen Einstieg ins Studium des
Beweisprogramms Voevodskys geben.






Inhaltsverzeichnis

Finleitung xi
|[Kapitel I. Grundlagen| 1
[I.___Milnor’sche K-Theorie | 1
| 1.A. Definitionen und elementare Eigenschaften.................................. | 1
| 1.B. Milnor’sche K-Theorie von endlichen Korpern........... ... ... ... ..... | 3
L_1.C. Milnor’sche K-Theorie der reellen Zahlen | 3
| 1.D. Milnor’sche K-Theorie von diskret bewerteten Korpern...................... | 4
L_1.E. Satz von Milnor-Tate | 7
| 1.F. Normabbildung ..... ... . . . . e | 9
2. Galoiskohomologie. . ... ... . . . . . . . | 11
| 2.A. Proendliche Gruppen und diskrete G-Moduln ............. ... ... ... ......... | 11
| 2.B. Gruppenkohomologie. ... ... . . . | 12
| 2.C. Funktorielle Eigenschatten ........... ... ... ... ... ... ... ................ | 14
| 2.D. Induzierte Moduln, Restriktion & Korestriktion............. ... ... ... ... | 15
| 2.E. Lange exakte SeqUEeNZ . . . . ... ... e e e e e e e | 17
[ 2. Cup-Produkt. ... e | 18
| 2.G. Galoiskohomologie . .. ... . . | 19
| 2.H. Beziehung zur Brauergruppe . ....... ... i | 21
3. Etale Kohomologie eines KOUPETs . .............oeeee et | 22
[ 3.A. Etale ALGEDION . . ..ottt e e e | 22
[ 3.B. Etale Algebren und endliche diskrete Tj-Mengen ... ......................... | 23
[ 3.C. Etale Garben iiber k und diskrete Tp-Moduln . ......o.ooueeeeieeee.... | 23
4. Bilinearformen | 25
4.A. Struktur von W(k) und W(E) ... ..o 26
AB. T(E) Und T(E) .ottt e e e e 27

| 4.C. Stiefel-Whitney-Invarianten von Bilinearformen .................. ... ....... | 28
| 4.D. Die Surjektion KM /2 — I™/1™ | 31
|[Kapitel II. Bloch-Kato-Vermutung| 33
[1. NormresthomomOTPRISIIUS. . . .\ v vttt ettt ettt ettt ettt ettt eeeeeeeeeeeeeeeenns | 33
| 1.A. Kummer-Sequenz und Konstruktion der Normresthomomorphismus......... | 33
| 1.B. Normresthomomorphismus und Korestriktion.............. ... .. ............ | 35

vii



viii INHALTSVERZEICHNIS

2. Motivische Kohomologie und Kategorien von Motiven............................

2.A. Ubersicht

2.B.  Kategorie der endlichen Korrespondenzen ...................................

2.C. Kategorie der Pragarben mit Transfers............ ... .. ... .. .. ... .....

2.D. Simpliziale Pragarben, Komplexe von Pragarben und Kohomologiepragarbe .

2.F.  Garben mit Transfers auf glatten Schemata........... ... ... ... .. ..........

2.G.  Motivischer Komplex Z(70) . ... vuuuuueuite e

2.H.  Motivische Kohomologiegruppe ........ ... ... .. ... . . . . . . .. .. . . ...,

2.1. Etale und Nisnevich-motivische Kohomologie.................................

I
[
I
I
I
| 2.E. Zariski-, Nisnevich- und étale Topologie aut Schemata.......................
I
I
I
I
I

2.J.  Verbindung zu K-Theorie und étaler Kohomologietheorie....................

[3.  Verwandte Vermutungen und Resultate.......... ... ... . ... .. ... ... ............

3.A. Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung ................ ... ... ... ... ............

[
L_3.B. Motivischer Hilberts Satz 90
[

3.C.  Milnor-Vermutung uber Bilinearformen......................................

|[Kapitel III. Skizze des allgemeinen Beweises|

IL._ Struktur des Beweises

[2. Veranschaulichung der Beweisstrategie am Falln =1 ............................

[ 2.A. HI0(L,/, k) fiir spezielle KOTper ............oo.uuiuiuiiininiiaiiananannan ..

[ 2.B. H90(L,7 k) fur allgemeine KOrper ...............oouuiiiiniiueniainnannnnan..

| 2.C. Injektivitdt von Hey (F,Gpye) = Het (F (), Gup) «ovovvvenneiean.

|3.  Elementare Reduktionen und Vereintachungen...................................

4. Hilbert 90 impliziert Bloch-Kato-Vermutung......... ... ... ... ... ... ... ... .....

(5. Hilbert 90 fiir /-spezielle Korper mit KM (k)/f =0.......cccooouiiiiiiiiiaaa...

|6.  Hilbert 90 fur beliebige Korper der Charakteristik null...........................

| 74

[ 6.A. Konstruktion von k'

| 75

[ 6.B.  Konstruktion von k()

| 77

[7. _ Normvarietaten

| 77

8. Verschwinden von H" 1" (C(X),Zgy) - ooooeii i

80

8.A. Verschwinden von H" ™" (C(Q), Zg)) ..o

80

8.B. Verschwinden von H"*'"(C(X),Z ) fiir ungerade £........................

82

Anhang
g

[L. Grothendieck-Topologie. . ... e

2. Etale KONOMOIOZIC . . . ...ttt et et et

[ 2.A. Etale MOIPIISIIOIL . . . ..ottt e e e e e e e e e

[ 2.B. Etale TOPOLOGIO . . ..ottt ettt e e e e e e e

[ 2.C. Etale KOhOMOIOZIC . . ...\ttt e e e e e

[3.  Derivierte Kategorien und Funktoren, Garben- und Hyperkohomologie...........




INHALTSVERZEICHNIS ix

| 3.A. Kohomologie in abelschen Kategorien ...... ... ... . .. . . . . . . ... ... ... ..... | 88
| 3.B. Rechtsderivierte und hyperrechtsderivierte Funktoren — klassischer Ansatz...| 88
| 3.C. Rechtsderivierte Funktoren — moderner Ansatz mittels derivierter Kategorien| 88
| 3.D. Garben- und Hyperkohomologie...... ... ... . . . . . . . . . . . . . ... | 89

G chois 91






Einleitung

Mit den Worten ,,I do not know of any examples for which the homomorphism [...] fails to
be bijective” &uBerte John Milnor [Mil70, S. 340] in seinem Artikel ,,Algebraic K-Theory and
Quadratic Forms“ die nach ihm benannte Milnor- Vermutung. Diese besagt die Bijektivitat
des Normresthomomorphismus zwischen Milnor’schen K-Gruppen und Galoiskohomologie-

gruppen mit Z/2-Koeffizienten,
Ky (k) /2 — H" (k. Z/2),

fir alle ganzen Zahlen n > 0 und Korper k£ der Charakteristik ungleich zwei besagt. Ka-
zuya Kato |[Kat80, Vermutung 1] verallgemeinerte diese Vermutung und stellte die Frage,
ob der Normresthomomorphismus K (k)/m bijektiv abbildet auf H" (k, u&") fiir allgemei-
ne natiirliche Zahlen m > 2, die kein Vielfaches der Korpercharakteristik sind. Unabhéngig
davon vermutete dies zudem Spencer Bloch [Blo80] im Spezialfall von Funktionenkorpern
k iber dem Korper C der komplexen Zahlen. Infolgedessen wurde diese Vermutung unter
dem Namen Bloch-Kato- Vermutung beriithmt. Deren Giiltigkeit bedeutet einerseits, dass die
fir allgemeine Korper k eher schlecht intuitiv begreifbare Gruppe H" (k, u2") eine einfache
Prasentation beziiglich Erzeuger und Relationen besitzt. Andererseits erlaubt die Bijektivitat
des Normresthomomorphismus, fiir konkrete Koérper bekannte Berechnungen der Galoiskoho-
mologiegruppe auf die Milnor’schen K-Gruppen zu iibertragen.

Fiir bestimmte Klassen von Kérpern lieferte Milnor [Mil70] (mit Berechnungen von Hy-
man Bass und John Tate [BT73]) bereits Nachweise tiber die Bijektivitdt vom Normrest-
homomorphismus. So war die Giiltigkeit der Milnor-Vermutung friihzeitig klar fiir den Fall
von endlichen, lokalen, globalen und reell-abgeschlossenen Korpern. Weiter ist im Falle der
allgemeinen Bloch-Kato-Vermutung der Fall n = 0 trivial und der Fall n = 1 lediglich ei-
ne Umformulierung von Hilberts beriithmtem Satz 90 in der galoiskohomologischen Fassung
H'(k,Gy,) = 0. Der erste grofie Durchbruch fiir allgemeine Korper gelang Alexander Merkur-
jev [Mer81], wo er die Milnor-Vermutung im Grad n = 2 aus einer Verallgemeinerung von
Hilberts klassischem Satz 90 auf Milnor’sche K-Theorie im Grad zwei folgert. Dies ist der Aus-
gangspunkt von allen spateren Beweisen im Zusammenhang mit der Bloch-Kato-Vermutung.
Kurz darauf vollbrachte Merkurjev zusammen mit Andrei Suslin [MS82| den Beweis der
Bloch-Kato-Vermutung fiir n = 2 und beliebige Zahlen m. Dieses Resultat ist als Theorem
von Merkurjev-Suslin bekannt und beriihrt einige klassische Fragestellungen in Bezug auf
zentral einfache k-Algebren. Sofern ndmlich der Koérper k eine primitive m-te Einheitswurzel
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enthélt, erhalten wir aus der Bijektivitdt des Normresthomomorphismus einen Isomorphismus
K} (k)/m — Br(k) von der zweiten Milnor’schen K-Gruppe in die m-Torsion der Brauer-
gruppe. Die Surjektivitit dieses Homomorphismus gibt in diesem Fall eine positive Antwort
auf die alte Frage, ob jede zentral einfache k-Algebra vom Exponent m Brauer-dquivalent ist
zu einem Produkt von Normrestalgebren (a, b, (), wobei a, b Elemente aus k£* sind und ¢ eine
primitive m-Einheitswurzel in k& bezeichnet. Speziell fiir m = 2 bedeutet dies, dass Elemente
der Ordnung zwei in Br(k) immer durch ein Tensorprodukt von Quaternionenalgebra repra-
sentiert werden konnen. Ebenfalls von Merkurjev und Suslin [MS90| liegt ein Beweis der
Bloch-Kato-Vermutung im Fall n = 3, m = 2 vor, was unabhéngig davon mit anderen Me-
thoden auch von Markus Rost [Ros86| gezeigt wurde. Desweiteren hatte Rost einen Beweis
fiir den Fall n = 4, m = 2 angekiindigt.

In den frithen neunziger Jahren begann von Seiten Voevodskys das Beweisprogramm der
Milnor-Vermutung, d.h. fiir den Fall m = 2. Dabei wird eine Induktion nach der Zahl n vorge-
nommen. Mit seinem Preprint [Voe95| erschien im Jahre 1995 ein erster Beweis der Milnor-
Vermutung unter Annahme der Existenz einer héheren algebraischen Morava K-Theorie.
Dieses zum damaligen Zeitpunkt noch nicht bekannte algebraische Analogon zu der von Jack
Morava entwickelten Theorie in algebraischer Topologie sollte das gleiche Verhalten zur ge-
wohnlichen algebraischen K-Theorie und zur motivischen Kohomologie an den Tag legen wie
die topologische Morava K-Theorie zur komplex-topologischen K-Theorie und Kohomologie.
Die Konstruktion einer solchen Theorie ist unter anderem Gegenstand von [Bor03].In der
Zwischenzeit vollendete Voevodsky [Voe03a, Voe03b,|Voe96| einen eigenstiandigen Beweis
der Milnor-Vermutung ohne Benutzung von algebraischer Morava K-Theorie, wofiir er auf
dem Internationalen Mathematikerkongress im Jahre 2002 mit der Fields-Medaille ausge-
zeichnet wurde. Darauf aufbauend gelang wesentlich mit Methoden von Rost (dazu spéter
mehr) der allgemeine Beweis der Bloch-Kato-Vermutung [Voell].

Der Grundstein in Voevodskys Beweis (von Bloch-Kato- sowie Milnor-Vermutung) ist
die Entwicklung einer geeigneten motivischen Kohomologietheorie, welche die Konzepte von
Milnor’scher K-Theorie und Galoiskohomologie vereint und mithilfe derer der Normresthomo-
morphismus auf ganz natiirliche Art und Weise von einem Wechsel der Topologie kommt. Die
Ideen zu dieser Theorie gehen zurtick auf Alexander Beilinson [Bei87| und Stephen Lichten-
baum [Lic84] und wurden maBgeblich von Voevodsky, Suslin und Friedlander [VSF00,SV99|
ausgearbeitet. Im Zuge dessen gelang auch die Konstruktion einer triangulierten Kategorie von
Motiven, die eine Verallgemeinerung von (simplizialen) Schemata darstellt und einen geeigne-
ten Rahmen fiir viele Berechnungen in den tieferen Ebenen des Beweises liefert. Maf3geblich
fiir Voevodskys Beweise ist das Verschwinden einer gewissen (étale-)motivischen Kohomolo-
giegruppe, was einem motivischen Analogon zu Hilberts Satz 90 entspricht. Dies wiederum
folgert er aus der Existenz sogenannter Normwvarietiten X, fiir Symbole a aus KM (k)/m.
Bereits die Arbeiten von Merkurjev und Suslin benutzen solche Varietiten. Im Falle n = 1
sind dies Spektren von Kérpererweiterungen k(%/a)/k, und im Falle n = 2 die in [MS82]
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benutzten Severi-Brauer-Varietiten. Beim Beweis der Milnor-Vermutung arbeitet man mit
Normquadriken, die einen engen Bezug zu Pfister-Quadriken haben und mit deren Untersu-
chung sich Rost [Ros88| im Zuge des Beweisprogramms beschéftigte. Unter anderem haben
Normvarietidten die Eigenschaft, dass die K-Gruppen ihrer Funktionenkérper das Element g
spalten, und dass die natiirliche Abbildung zwischen den motivischen Kohomologiegruppen
von k und k(X,) injektiv ist. Um letzteres Resultat zu erhalten, benétigt man das Verschwin-
den vom Bild einer gewissen motivischen Kohomologiegruppe des simplizialen Schemas C (X,)
unter dem kanonischen Topologiewechsel von Nisnevich- in étale Topologie. An dieser Stelle
unterscheiden sich die beiden Anséitze Voevodskys in [Voe95| und [Voe96| mafBgeblich. In
der ersten Arbeit folgert er dies aus den Axiomen der Morava K-Theorie, wohingegen er in der
zweiten Arbeit das Verschwinden der besagten Kohomologiegruppe von C (X,) selbst zeigt.
Letzteres geschieht durch eine Einbettung in eine ,héhere“ Kohomologiegruppe von C (Xa),
deren Trivialitdt mithilfe von geometrischen Argumenten in Bezug auf die Varietit X, gezeigt
wird. Dabei spielt insbesondere das Rostmotiv (nach Rost [R0s90, Ros98b)) eine Rolle.

Die meisten Resultate in Voevodskys Beweis der Milnor-Vermutung sind nicht auf den
Fall m = 2 beschrénkt, sondern sie sind giiltig fiir beliebige Primzahlen. Das Problem zum
damaligen Zeitpunkt war jedoch das Fehlen geeigneter Normvarietidten. Der Nachweis der
Existenz solcher Varietaten basiert auf zwei tiefen Resultaten von Rost — dem Kettenlem-
ma [Ros98a) sowie dem Normprinzip. Publiziert wurden diese Ergebnisse von Suslin und
Joukhovitski [SJ06] als Teil des Induktionsschritts im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung.
Einen unabhéngigen Beweis liefern Haesemeyer und Weibel [HWO08]|. Da die Existenzbeweise
von Rost letztendlich der Durchbruch im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung (gegeniiber dem
der Milnor-Vermutung) waren, ist die Bijektivitit von K (k)/m — H"(k, uS") als Theorem
von Rost-Voevodsky bekannt.

Struktur und Zielsetzung dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit soll als eine Einfiihrung ins Studium der Bloch-Kato-Vermutung
dienen. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Prasentation der Ideen und Strukturen in der
dufleren Hiille des Beweises, sowie der sorgfiltigen Behandlung einiger Argumente, die in den
Artikeln von Voevodsky als elementar vorausgesetzt werden und fiir Einsteiger nicht ersicht-
lich sind. Im Kapitel werden die zugrundeliegenden algebraischen Strukturen wie die
Milnor’schen K-Gruppen und die Kohomologiegruppen von Kérpern erldutert, sowie die mit
der Milnor-Vermutung in Verbindung stehende Theorie der Bilinearformen iiber Kérpern vor-
gestellt. Das Kapitel beschéftigt sich mit der Formulierung der Bloch-Kato-Vermutung
sowie mit deren Bezichung zu anderen Vermutungen, wie etwa der Beilinson-Lichtenbaum-
Vermutung oder dem motivischen Hilberts Satz 90. Aufierdem wird ein Uberblick iiber die
Konstruktion von motivischer Kohomologie und motivischen Kategorien gegeben. In Kapi-
tel [[T]] wird schliefllich eine Présentation der wesentlichen Schritte im Beweis gegeben. Dabei

wird insbesondere die allgemeine Beweisstrategie anhand des Falls n = 1 aufgezeigt (Abschnitt
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2)), sowie Merkurjevs Argument der transfinit rekursiven Konstruktion von geeigneten Kor-
pererweiterungen (Abschnitt [[III6)) ausfithrlich erldutert.



KAPITEL I

Grundlagen

Dieses Kapitel soll einen Uberblick iiber die wesentlichen Techniken fiir die Formulie-
rung der Bloch-Kato-Vermutung geben. Bei entsprechender Vorkenntnis kann dieser Teil
ibersprungen werden und gegebenenfalls zu einem spéteren Zeitpunkt als Ergdnzung oder
zum Nachschlagen einiger Resultate herangezogen werden. Im Abschnitt wird die Mil-
nor “sche K-Theorie sowie im Abschnitt die Galoiskohomologie vorgestellt, mithilfe
derer der Normresthomomorphismus formuliert ist. Alternativ zu Galoiskohomologie von Kor-
pern kann man auch die dquivalente étale Kohomologie von (Spektren von) Korpern verwen-
den, die in das fiir den Beweis der Bloch-Kato-Vermutung relevante umfangreichere Konzept
von étaler Kohomologie beliebiger Schemata eingebettet ist und in Abschnitt besprochen
wird. Im Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Theorie der symmetrischen
Bilinearformen und deren Beziehung zu Milnor’scher K-Theorie.

1. Milnor’sche K-Theorie

Der Hintergrund zur Entwicklung der Milnor’schen K-Theorie war die Suche nach geeig-
neten Defintionen von hoheren algebraischen K-Gruppen. Mit der von Milnor [Mil71] einge-
fithrten Definition von Ks(R) hat die zweite K-Gruppe fiir Korper eine explizite Darstellung
beziiglich Erzeugern und Relationen, welche sich verallgemeinern ldsst zu einer Definition von
K, (k) fir alle n € N.

1.A. Definitionen und elementare Eigenschaften. Sei k ein beliebiger Kérper. Wir
setzen K1 (k) = Z. Weiter sei K (k) die additive abelsche Gruppe erzeugt von Elementen
{a} (a € k*) mit der Relation {a} + {b} = {ab}. Die Abbildung a +— {a} ist dann ein
Isomorphismus zwischen der multiplikativen Gruppe £* und der additiven Gruppe K {VI (k).
Offensichtlich gilt {1} = 0 und —{a} = {a~!} in KM (k). Als abelsche Gruppe trigt KM (k)
eine Z-Modulstruktur, sodass wir Tensorprodukte tiber Z bilden kénnen. Wir setzen

KME) = KM(E)®"/{a1} @ ... @ {an} |ai €K, Fj: aj +ajpr =1).

Das Bild von (ay,...,a,) € (k*)" in KM (k) sei mit {a1,...,a,} notiert. Aus der Relation
von KM (k) und den Eigenschaften des Tensorprodukts iiber Z folgt sofort

{a1,...,a;d;, ... an} = {a1, ... ai, ... an} +{a1, ... d}, ... a,) in KM (k).

1



2 I. GRUNDLAGEN
Durch die Multiplikation

{al,...,am} : {bl,...,bn} = {al,...,am,bl,...,bn}
erhilt KM (k) == @52, KM (k) die Struktur eines graduierten Ringes mit Einselement. Als
Ring ist KM (k) erzeugt von Elementen {a} € K (k) mit der Relation {a} - {1 —a} = 0 fiir
a # 0,1 (und der Relation aus K (k), {a} + {b} = {ab}).

1.1. Bemerkung. Eine weitere Moglichkeit zur Definition von KM (k) besteht darin, zu-
néchst zur Tensoralgebra

T*(k?) — ZEB (kx ®Z kx) @ (kx ®Z I{ZX ®Z kx) @ — @(k‘x)®n
n=0

iberzugehen (wobei wir k£* auf die iibliche Art und Weise mittels m - a = a™ fiir m € Z,
a € k* als Z-Modul interpretieren) und anschlieffend

KM(k) =T (k) /{0 ® (1 —a) | a € k*\ {1})

zu setzen. Mit KM (k) bzeichnet man dann die Untergruppe von KM (k) von Elementen der
Léange n.

1.2. Definition & Bemerkung (Funktorialitit). Die Zuordnung k — K2 (k) zwischen der
Kategorie von Korpererweiterungen iiber einem festen Korper und der Kategorie abelscher
Gruppen ist offensichtlich funktoriell. Fiir eine Erweiterung L/k sei resy 1 KM (k) — K} (L)
die Abbildung {aq,...,an} — {ai1,...,a,}, wobei die a; auf der rechten Seite als Elemente von
L aufgefasst werden. Wir schreiben o, = resy /,(a) fiir Elemente o € KM (k). Die Abbildung
resy,/;, nennt man Restriktionsabbildung der Milnor’schen K-Theorie.

Unmittelbar aus den Definitionen kénnen wir einige niitzliche Rechenregeln ableiten.

1.3. Proposition. Fiir a,b € k* gelten in K2/ (k) und somit K (k) folgende Identititen:

1) {a,—a} =0.
2) {a,a} = {a,—1}.
3) {a,b} = —{b,a}, folglich af = (—1)"Ba fir « € KM (k), B € KM (k).

BEWEIS. 1) Gilt a = 1, so ist die Behauptung klar. Fiir a € k*\ {1} gilt die Identitét
—a=(1-a)(1- ail)fl, folglich {—a} = {1 —a} — {1 —a~'} in KM (k) und somit
{a,—a} ={a,1—a} —{a,(1—a P} ={a"1-a'} =0

2) {a,a} = {a.~1} + {a, ~a} & {a, -1},
3) Es gilt {a,b} = {a,—a} + {a,b} = {a, —ab}, genauso {b,a} = {b, —ab}. Somit

{a,b} + {b,a} = {a, —ab} + {b, —ab} = {ab, —ab} L 0. O

1.4. Proposition. Wir haben {a1,...,a,} = 0 in KM (k) fiir alle Elemente ay,...,a, in k
wannimmer a; + ...+ ap, = 0 oder 1 gilt.
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BEWEIS. Fiir n =1 und 2 folgt die Behauptung aus der Definition und der vorangegan-
genen Proposition. Sei also n > 3. Wir nehmen induktiv an, dass die Behauptung fiir n — 1
gezeigt ist. Gilt a; + ay = 0, so ist bereits {a1,as} = 0 in K37(k). Sonst gilt in k

al a9

+ =1
ar+az ap+ag

und folglich in K (k)
({a1} — {a1 + a2}) - ({a2} — {a1 + a2}) = 0.

Multiplikation mit {as,...,a,} und Ausnutzen von Antikommutativitdt und Induktionsvor-
aussetzung
{a1 + ag,as3,...,a,} =0

liefern {ai,...,a,} =0. O

1.B. Milnor’sche K-Theorie von endlichen Ko6rpern. Fiir endliche Kérper liefert
der folgende Satz nach Robert Steinberg eine vollstdndige Klassifikation der Milnor’schen
K-Gruppen.

1.5. Satz (STEINBERG). Sei F, endlicher Kérper mit ¢ = p" Elementen, wobei p eine
Primzahl ist. Dann gilt K2/(F,) = 0 und folglich K (F,) = 0 fiir alle n > 2.

BewEis. Der Kérper Fj ist zyklisch von Ordnung ¢ — 1. Sei z ein Erzeuger von F;. Die
Gruppe K31(F,) hat héchstens Ordnung zwei, denn 2 {z,r} = 2{z,—1} = {z,1} = 0 und
folglich ist {z%, 27} = ij{z,z} entweder 0 oder {z,z}, abhingig davon, ob ij gerade oder
ungerade ist. Wir wollen zeigen, dass stets {z,z} = 0 gilt. Ist ¢ — 1 ungerade, so folgt direkt

0={z,1} = {2,277} = (¢ — 1) {x,2} = {z,z}.

Ist ¢ — 1 andernfalls gerade, so existieren in Fy \ {1} mehr Nichtquadrate als Quadrate.
Da durch a + 1 — a eine Bijektion auf Fy \ {1} gegeben ist, finden wir ein a € F; \ {1},
sodass sowohl a als auch 1 — a Nichtquadrate sind. Somit existieren ungerade i, 7 mit a = z*,
1 —a = 27, woraus folgt:

0={a,1—a}={2",27} =ij{z,a} = {z,z}. O

1.C. Milnor’sche K-Theorie der reellen Zahlen. Fir den Korper der reellen Zahlen
R haben wir die folgende explizite Darstellung der Milnor’schen K-Gruppen.

1.6. Satz. KM ([R)=({-1}")® {{a1,...,an} | a; > 0 Vi).

1.7. Bemerkung. Hierbei seien C), .= ({—1}") und D,, = ({a1,...,an} | a; > 0 Vi) addi-
tiv erzeugte abelsche Gruppen. Die Gruppe C), ist zyklisch von Ordnung zwei, denn es gilt
2{—1}" = {1} {=1}""" = 0. Weiter ist D,, dividierbar — fiir a; > 0 und m € Z existiert die
Wurzel z/a; > 0, somit ist der Erzeuger {a1,...,a,} von D,, durch m teilbar in D,:

m{%/a1,az,...,an} = {a1,...,an}.
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BEWEIS VON SATz [[L6l. Um C, N D,, = 0 zu sehen zeigt man, dass {—1}" nicht durch 2
dividierbar ist. Folglich kann kein nichttriviales Element aus C,, in der dividierbaren Gruppe
D, liegen. Hierzu betrachten wir den Homomorphismus

On: R* X ... xR — Z/2

(a1, ..., an) — [Timy %

¢, ist n-linear, d.h. in jeder Komponente ein Homomorphismus von der multiplikativen Grup-
pe R* in die additive Gruppe Z/2Z. Weiter gilt ¢,(a1,...,a,) = 0 genau dann, wenn a; > 0
fiir mindestens ein 4. Dies ist erfiillt, wannimmer a; + a; = 1 gilt. Folglich induziert ¢,, einen
Gruppenhomomorphismus

®,: KMR) > 2/2

mit ®, ({~1}") = 1. Angenommen es gilt nun {-1}" = 2{ay,...,a,} = {a?,az,...,an}.
Dann erhalten wir in Z/2 den Widerspruch

0=2%,(0) = @n({a%,ag, conan) —{-1}") = @n({a%,@, .. .,an})l—fbn({—l}n)I =1.

=0, da a%>0 =1
Es bleibt zu zeigen, dass KM (R) = C, + D,. Dazu fithren wir eine Induktion nach
n € N durch. Fiir n = 1 und {b} € KM(R) gilt {b} = {1} + {b} im Falle b > 0, oder
{b} = {—1} + {—b} im Falle b < 0. Sei nun n > 2. Wir nehmen an, die Aussage sei bewiesen
fir n — 1. Sei {b1,...,b,} € KM(R) beliebig. Nach Induktionsvoraussetzung und -anfang

existieren Darstellungen

{b1} =7+ 01 € C1 + Dy,

{b2,...,bn} =Yn—1+0n—1 € Cpnm1 + Dy1.
Es gentigt also nachzupriifen, dass 1 - v,—1 € Cp und v1 - 95,1, 01 - Y1, 01 - Op—1 € D, gilt.
Desweiteren ist es ausreichend, Erzeuger der jeweiligen Gruppen zu betrachten. Die erste und
letzte Beziehung ist sofort klar, und die anderen beiden folgen mit Proposition : Sind
{—1} € Cy und {ag,...,a,} € D,,—1 Erzeuger der jeweiligen Gruppen, so gilt
{=1} -{ag,...,an} = —{ag,—1,...,a,} = —{ag,a2,...,a,} € Dy,

und sind {a1} € D1 und {~1}""! € C,,_; Erzeuger, so haben wir

{a1}- {—1}”_1 ={a1}" € D,. O

1.D. Milnor’sche K-Theorie von diskret bewerteten Korpern. In diesem Un-
terabschnitt sei k ein Korper mit einer diskreten Bewertung v: k* — Z. Wir schreiben
A = A, fir den Bewertungsring {a € k* | v(a) > 0} und m = m, fir das einzige maximale
Ideal {a € k* | v(a) > 0} in A. Mit k(v) bezeichnen wir den Restklassenkérper gegeben durch
A/m. Die Klasse von a € A in k(v) notieren wir mit a. Die Einheitengruppe A* ist gegeben
durch alle Elemente a mit v(a) = 0. Man spricht bei solchen Elementen auch von Einheiten
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des Korpers k beziiglich v. Korperelemente 7 € k* mit v(7) = 1 nennt man aulerdem Prim-
elemente. Jedes Element a in k* kann eindeutig dargestellt werden als ur’ fiir ein 4 € N und
u € A%, ndmlich mit i = v(a) und u = ax (@),

1.8. Lemma. Sei 7 € k* ein fest gewithltes Primelement. Dann wird die Gruppe KM (k)

erzeugt von Elementen der Form
{ui,ug,...,up} und {m ug,...,uy}
mit u; € A,

BEWEIS. Sei {a1,...,a,} € K} (k) ein beliebiges Element mit a; = u;w%. Wir kénnen
dieses Element als das Produkt

1 ()} +5 )

schreiben. Ausmultiplizieren liefert eine Summe, bei der jeder Summand von der Gestalt
+ {7} {vp41,..., 05} ist fiir ein 0 < 7 < n und jedes v; mit einem der u; tibereinstimmt.
Im Falle r = 0 ist der Summand von der Gestalt des ersten Elements in der Behauptung
des Lemmas. Fiir » > 1 koénnen wir Eigenschaft [2)) anwenden, sodass sich der Summand als
+ {7} {=1}"" {vr41,...,v,} schreiben lisst. Da —1 in A* liegt, haben wir also ein Element
der zweiten Gestalt. O

1.9. Satz (Zahmes Symbol und Spezialisierung). Sei n € N beliebig. Dann existiert genau

ein Homomorphismus
Dt KM (k) — KL, (k(v))
mit der Eigenschaft
(I.1.1) {m,ug, ..., up} — {ug,...,u,} fiir alle 7 € k* prim und u; € A*.

Die Abbildung 9, heift zahmes Symbol oder auch Restabbildung (engl. residue map).
Wiéhlen wir ein festes Primelement 7 € k>, so existiert ferner genau ein Homomorphismus

Ve Kl (k) — K (k(v))
mit der Eigenschaft
(I.1.2) {U,lﬂ'il, . ,unﬂi”} — {1, ..., u,} fir alle u; € A*.
Die Abbildung v, wird auch Spezialisierungsabbildung genannt.

1.10. Bemerkung. Aus Eigenschaft ([.1.1)) folgt stets 8, ({u1,...,u,}) = 0 fiir alle u; € A*,
da u; das Produkt der Primelemente u;7 und 7~ ist und folglich

A ({ury ... un}) =0, ({uam, ug, ... un}) — 8y ({m,ugy ... up}) =0

gilt.
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BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT. Die Abbildungen 0, und 1, sind durch die genannten
Eigenschaften nach Lemma|l.8| und Bemerkung eindeutig auf den Erzeugern von KM (k)
festgelegt. O

John Milnor verweist in [Mil70] auf eine von J.-P. Serre vorgeschlagene Konstruktion,
die synchron die Existenz von 0, und v, beweist. Diese wird im Folgenden erldutert.

BEWEIS DER EXISTENZ. Sei KM (k) (¢) = KM (k) @ (KM (k) die additive abelsche Grup-
pe bestehend aus Elementen o + ¢S mit o, 3 € KM (k) und einem formalen Symbol ¢. Wir
definieren auf KM (k) (¢) eine Ringmultiplikation durch ¢? := {1} ¢ sowie {a} ¢ = —( {a}.
Weiter sei m € A* ein fest gewdhltes Primelement. Wir betrachten den Homomorphismus

0 =0,k — KY(k)(C)
un® — {a} + i
Diesen wollen wir auf natiirliche Weise zu einem Homomorphismus KM (k) — KM (k) (¢)
erweitern, wozu wir die Identitéat
0(a)f(1 —a) =0 fir alle a € £~

zeigen miissen. Dazu sei a = un”(@).

1. Fall. Es gelte v(a) = 0. Dann ist 1 —a ein Element in A, da v(1—a) > min{v(1),v(a)} = 0.
Falls v(1 —a) =0, d.h. 1 —a € A* gilt, so ist 8(a)0(1 —a) = {u} {1 —u} =0.
Falls v(1 —a) > 0, d.h. 1 —a € m gilt, so ist bereits f(a) = {a} = {1} = 0.

2. Fall. Es gelte v(a) > 0, also a € m. Folglich gilt 1 — a ¢ m, da m sonst das Einselement
a + (1 — a) enthalten wiirde im Widerspruch zu v(1) = 0. Wir haben demnach v(1 —a) < 0.
Andererseits gilt (1 —a) > min {v(1),v(a)} = 0, sodass 1 —a in m liegt. Wie im zweiten Teil
vom ersten Fall ergibt sich (1 —a) = {1} = 0.

3. Fall. Es gelte v(a) < 0. In diesem Fall liegt a=! in m und der zweite Fall besagt, dass
O(a=1)0(1 — a~ ') = 0 gilt. Hiermit folgt
(a)0(—

(a)0(—

(@)f(~a(l —a™))
(a)0(1 —a).

Es bleibt also 6(a)0(—a) = 0 zu zeigen. Wir haben

O(m)0(—m) = C({-1} +¢) = {1} (+{-1} (=0
O(u)f(—u) = {a}{-u} =0
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und folglich
O(ur")0(—ur") = (0(u) + 0(7)) (0(u) + 0(—1) +i6(r))

= 0(w)0(—u) +i6(u)0(r) + i6) (7)0(u) +i2 0(m)0(~7) = 0.
0 0 0

Somit induziert @ einen Ringhomomorphismus KM (F) — KM (k) (¢). Es existieren da-
durch Ringhomomorphismen ¢,: KM (k) — KM (k(v)) und 9,: KM (k) — KM, (k(v)), so-
dass 0 (a) = ¥r(a) + (0, () gilt. Die Einschrankungen von 9, und ¢, auf den n-ten Grad
KM (k) erfiillen offensichtlich die Eigenschaften und (L.1.2). Man beachte hierbei, dass
die erste Eigenschaft fiir beliebige Primelemente erfiillt sein muss und nicht nur fiir das fest
gewahlte Element 7. Damit ist Lemma bewiesen. ([l

1.11. Bemerkung. Fiir n = 1 stimmt d quasi mit v iiberein und fiir n = 2 existiert ein

enger Bezug zum klassischen zahmen Symbol
k¥ x kB — k(v), (a,b) — (—1)"@¥0)grBpvia)
denn es gilt
GW({ulﬂil,u27Ti2}> = {ty, 2} + ((ir {2} — o {wr}) + (*inia
= {1, o} + ({(=1)""2ay uy 2}

1.E. Satz von Milnor-Tate. Im Folgenden sei k& wieder ein beliebiger Korper. Wir
wollen Satz nun zur Untersuchung der K-Gruppe des diskret bewerteten Korpers der ra-
tionalen Funktionen k(T') anwenden. Aufgrund der Identitét {5} = {f}—{g} in KM (k(T)) ist
KM (k(T)) erzeugt von Elementen { f1, ..., f,} mit f; € k[T]. Sei P die Menge der nichttrivia-
len normierten, irreduziblen Polynome 7w € F[T]. Das Hauptideal (7) jedes dieser Polynome
definiert eine (7)-adische diskrete Bewertung v, mit Restklassenkorper F[T']/(m). Desweite-
ren haben die Gradbewertung v, gegeben durch Voo(§> = deg g — deg f. Das maximale Ideal
beziiglich dieser Bewertung ist erzeugt von % € k(T), und der Restklassenkorper ist kanonisch
isomorph zu k. Wir schreiben 0 fiir die Abbildung 0, aus Satz wobei m € P U {oo}.
1.12. Satz (Milnor-Tate). Sei n € N beliebig. Die Homomorphismen 0, induzieren eine
exakte, spaltende Sequenz

TeSE (T /k
—

0 — K1 (k) KT ((T)) =22 @) KL (KIT]/ () — 0.
TeP
Fiir einen ausfiihrlichen Beweis sei dem Leser das Buch von Ina Kersten [Ker90, Thm.
20.5] bzw. von Philippe Gille und Tamés Szamuely [GS06) Abschnitt 7.2] empfohlen. Eben-
falls von Interesse sind die klassischen Quellen von J. Milnor [Mil70, Thm. 2.3] sowie von H.

Bass und J. Tate [BT73, Thm. 5.1].

UBERBLICK UBER DEN BEWEIS. Die Exaktheit bei KM (k) und die Spaltungseigenschaft
folgen aus der Existenz der Abbildung v, aus Satz Fir 7 = T sind k[T]/(T) und k
kanonisch isomorph iiber den Einsetzhomomorphismus f +— f(0). Man sieht damit leicht, dass
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Yr linksinvers ist zur Restriktion resy(r) /5. Desweiteren folgt aus der definierenden Eigenschaft
von Oy, dass die Komposition von d nach resy(r) 4, die Nullabbildung ist. Fiir die ausstehenden
Behauptungen zeigt man, dass 9 einen Isomorphismus
(L1.3) K3 (k(T)) /Kt (k) — @D KLy (K[T]/(m))

TP
induziert. Man verfihrt hierbei mit einer Filtrierung von KM (k(T)). Sei Ly C KM (k(T))
die Untergruppe erzeugt von Elementen der Form {f1,..., f,} mit Polynomen f; € k[T] vom
Grad kleiner oder gleich d. Dann gilt

LoCLiCLyC-+ sowie |JLq=K) (k(T)).
d>0
Um die Isomorphie in ([.1.3]) zu zeigen, weist man zunéchst nach, dass 0 einen Isomorphismus
(L1.4) La/Lir = @ KL (K[T]/(m))
T€Py

induziert, wobei Py die Menge der irreduziblen normierten Polynome vom Grad d bezeichnet.
Induktion nach d liefert dann einen Isomorphismus

d
La/Lo — € P K}, (k[T]/(m))

i=1 TeP;
und Ubergang zum direkten Limes fiir d — oo zeigt uns zusammen mit Ly = KM (k) schlie-
lich die Isomorphie (I.1.3). Es bleibt also ([.1.4)) zu zeigen. Hierfiir definiert man zu jedem
7 € P einen Schnitt zu 0, : Lg/La—1 — KX, (k[T]/(r)) durch

he: KLy (FIT/(7)) — La/La
{§27‘ . 7§n} — {W7g27' ,gn}
Die Uberpriifung der Wohldefiniertheit bedarf einiger technischer Uberlegungen. Desweiteren
haben die Abbildungen h, die Eigenschaft, dass 0, o h, die Nullabbildung ist fiir verschiedene
Primelemente 7/, 7 € P. Dadurch ist die Komposition
KM | (F[T)/(r)) *= Lg/La—1 == @ KM (F[T]/(x"))
7' EPy
injektiv und 0 ist surjektiv. Da Ly/Lg_1 die Vereinigung der Bilder von h, iiber alle w € Py
ist, haben wir auch die Sujektivitidt von 0. O

Man kann im Beweis von Satz [I.12) eine weitere Eigenschaft der Untergruppen Ly zeigen
und anwenden, die fiir uns spéter von eigenem Interesse ist (vgl. [Ker90, S. 20 unten|, [GS06),
Prop. 7.2.8 und Lemma 7.2.9]).

1.13. Lemma. Die Untergruppe L; von KM (k(T)) ist erzeugt von Symbolen der Form
{a1,...,an—r,71,..., 7} mit Kérperelementen a; € k* und Polynomen 7; € P mit der Ei-
genschaft 1 < deg(m;) < ... < deg(m) <d.
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1.14. Korollar. Sei k(c) eine einfache Korpererweiterung von k& vom Grad d. Dann ist
KM, (k(c)) erzeugt von Symbolen der Form {ay, ..., ap—r, 71(c), ..., mr—1(c)} mit einem r € N
und Polynomen 7; € P, welche die Eigenschaft 1 < deg(m;) < ... < deg(m.—1) < d—1 erfiillen.

BEWEIS. Sei m € P, ein Polynom, sodass k(c) gegeben ist durch k[T]/(7) und ¢ die Klasse
von T in k[T]/(r) ist. Der von 9, induzierte Homomorphismus Lg/Lq—1 — KM | (k[T]/(r))
aus dem Beweis von Satz ist surjektiv, somit ist K2 (k[T]/(7)) erzeugt von den Bildern
O=({a1,...,an—p,m,...,m}) der Erzeuger von L. Ist eines der Elemente 7; identisch mit 7,
also ohne Einschrankung . = 7, so gilt aufgrund der definierenden Eigenschaft von 0,

o=({ar,...,an—p,m,....,m}) ={a1,...,an—r,m(c),...,m_1(c)}

in KM, (k(c)) = KM, (k[T]/(r)). Andernfalls bildet 0, den Erzeuger auf null ab. O

1.15. Korollar. Sei k(c) eine einfache Korpererweiterung von k vom Grad d. Dann ist
KM (k(c)) als KM (k)-Modul erzeugt von Symbolen der Form {m(c),...,m(c)} mit einem
r € N und Polynomen 7; € P, welche die Eigenschaft 1 < deg(m;) < ... < deg(m,) <d—1
erfiillen. O

1.F. Normabbildung. Dieser Unterabschnitt erlautert die Konstruktion und die wich-
tigsten Eigenschaften einer Normabbildung fiir endliche Koérpererweiterungen in der Mil-

nor’schen K-Theorie.

1.16. Theorem. Fiir jede endliche Erweiterung F/k und jede Zahl n € N existiert genau ein
Gruppenhomomorphismus

corg: K (E) — K (k)
mit den Eigenschaften
1) Fiir n = 0 ist corgy: Z — Z die Multiplikation mit [E : k].
2) Fiir n =1 ist corg: K{*(E) — K (k) gegeben durch {b} — {Npg,(b)}.
3) Projektionsformel: Fiir a € KM (k) und 8 € KM(E) gilt

corg(ap - B) = a - corg i (B).

Insbesondere gilt corg/(ap) = [E : klo, d.h. die Komposition corgy o resgy, ist
Multiplikation mit [E : k.

4) Funktorialitit: Es gilt cory, sk = Idgar () und fiir einen Turm & C £ C L von endlichen
Korpererweiterungen gilt

COI'L/k = COI'E/k. o COI'L/E.
5) Reziprozitit: Fiir 8 € KM (k(T)) gilt

> corg(u,yk(0x(8)) = 0.

rePU{co0}
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Man nennt die Abbildung corg/, Normabbildung, Transfer oder Korestriktion der
Milnor’schen K-Theorie. Tatséchlich ist cor gy bereits durch die Eigenschaft cory = Id g,
zusammen mit Reziprozitat eindeutig festgelegt. Die Konstruktion von corg/, ist technisch
sehr aufwendig und wiirde hier in voller Ausfihrlichkeit den Rahmen sprengen. Wir erldutern
daher nur die wesentlichen Idee. Der Startpunkt der Konstruktion ist die exakte Sequenz von
Milnor-Tate aus Satz

dp
0 —— KM, (k) — KM (K(T)) —— @ KM (K[T]/(x)) — 0.
TeP
Aufgrund der Spaltungseigenschaft existiert ein zu 0 rechtsinverser Homomorphismus p. Die
Verkniipfung p. von p nach der kanonischen Einbettung ¢r der Gruppe KM (k[T]/(7)) in
Drep KM (K[T)/()) hat die Eigenschaft

Id o =
(1‘1'5) aﬂ-l o pﬂ- — K;L\/[(k(ljﬂ')) ™ T
0 ol £

Fiir 7 € P sei coryg/, = cory,), die Komposition —0x 0 pr: KM(k(vg)) — KM(k). Wir

n

zeigen die oben formulierte Reziprozitatsformel fiir diese Abbildungen.

1.17. Lemma. Es gilt Zcorﬁ/k 00 =0.
rePU{oo}

BeEwEis. Fiir jedes Element 8 € KM (k(T)) gilt aufgrund der Eigenschaft (L.1.5) fiir alle

' eP
O (B =3 pr(9:(8))) = 0wr(B) — 0 (8) = 0.
TeP
Somit liegt das Element 8 — > cp prk(9z(8)) im Kern von 9 und kommt daher wegen der
exakten Sequenz von Milnor-Tate von einem Element o € K (k). Da Elemente von k C k(T')
Einheiten beziiglich der Gradbewertung v sind, bildet d das Element oy ) auf null ab.
Folglich
0 =0 (/B - Z pw(aw(ﬁ)))

TeP

= 0 (8) + 3 (<0 0 p2) (95(9)

TeP

= €Orog /1 (00 (B)) + Z cory /i, (9(6)) O

TeP
Fiir eine einfache Kérpererweiterung k(c) kénnen wir nun cor,/;, = cory, /I setzen, wobei
7. € P das Minimalpolynom zu cist. Sei E = k(cy, .. ., ¢y,) eine beliebige endliche Erweiterung
von k. Die Normabbildung kann dann definiert werden als

COI"E/k = corcl/k ¢} Coch/k(cl) o-:--0 Corcm_1/k’(01,---7cm_2) o Corcm/k(c1,-~-7cm—1)'



2. GALOISKOHOMOLOGIE 11

Dass diese Definitionen nicht von der Wahl der erzeugenden Elemente, sondern nur von der
Kérpererweiterung abhéingen, ist alles andere als offensichtlich. Obwohl diese Konstruktion
von H. Bass und J. Tate |[BT73| stammt, gelang der Nachweis der Wohldefiniertheit erst K.
Kato in [Kat80].

2. Galoiskohomologie

Dieser Abschnitt ist allgemein gehalten und dient im Wesentlichen als kurze Einfiihrung
zum Thema und als Uberblick iiber fiir die Bloch-Kato-Vermutung relevante Konstruktionen.
Einige oft benutzte Resultate wie die lange exakte Kohomologiesequenz werden elementar

bewiesen.

2.A. Proendliche Gruppen und diskrete G-Moduln. Eine proendliche Gruppe
ist eine topologische Gruppe G, welche projektiver Limes endlicher, mit diskreter Topologie
versehener Gruppen ist. Abgeschlossene Untergruppen von proendlichen Gruppen sind eben-
falls proendlich, ebenso ist die Faktorgruppe G/N proendlich fiir jeden Normalteiler N einer
proendlichen Gruppe G. Proendliche Gruppen sind ein Spezialfall des Konzepts der Pro-C-
Gruppen, wo C eine unter Isomorphie abgeschlosse Klasse von endlichen, diskreten Gruppen
ist. Eine Pro-C-Gruppe G ist dann ein projektiver Limes von Gruppen G; aus C, wobei wir
G als topologische Gruppe mit der durch [] G; induzierten Topologie auffassen. Fiir eine aus-
fithrliche Einfiihrung zu diesem Thema, siehe z.B. das Buch von Ribes und Zalesskii [RZ10].

Da jede endliche Gruppe versehen mit diskreter Topologie trivialerweise proendlich ist,
stellt das Konzept der proendlichen Gruppen eine natiirliche Verallgemeinerung von endlichen
Gruppen dar, mit deren Hilfe wir die elementare Definition von Gruppenkohomologie endlicher
Gruppen auf proendliche Gruppen ausdehnen. Konkret kann man so die Galoiskohomologie
fiir unendliche Galoiserweiterungen definieren.

2.1. Beispiel. Die Galoisgruppe Gal(L/k) einer Galoiserweiterung (versehen mit der Krull-
Topologie) ist projektiver Limes aller Galoisgruppen Gal(F'/k) endlicher Galoiserweiterungen
mit £ C F' C L.

Denn die Menge aller endlichen Galoiserweiterungen ist zusammen mit der Inklusion eine
gerichtete Menge. Fiir zwei solche Erweiterungen F /k, F»/k sind Fy, Fy Teilkérper vom Kom-
positum F7 - Fs, welches wiederum eine endliche Galoiserweiterung von k darstellt. Zusammen
mit den Restriktionsabbildungen p?‘l’: Gal(Fy/k) — Gal(Fy/k) fir Kk C Fy C F, C L bilden
die endlichen Galoiserweiterungen also ein projektives System. Weiter existieren Restriktio-
nen pk: Gal(L/k) — Gal(F/k), und die universelle Eigenschaft des projektiven Limes sagt
nun Gal(L/k) = @F/k Gal(F/k).

2.2. Definition. Sei G eine beliebige Gruppe. Ein G-Linksmodul oder einfach G-Modul
ist eine abelsche (multiplikative) Gruppe A mit einer G-Operation G x A — A, (g,a) — ga,
die das Distributivgesetz g(a - b) = ga - gb fir g € G, a,b € A erfiillt. G-Moduln sind Moduln
im tiiblichen Sinne iiber dem Gruppenring Z[G]. Ein G-Modulhomomorphismus ist ein
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Gruppenhomomorphismus f: A — B zwischen G-Moduln, fiir den f(ga) = gf(a) fir alle
g € G, a € A erfilllt ist. Sei nun G eine proendliche Gruppe. Ein diskreter G-Modul ist
ein G-Modul mit diskreter Gruppe A und stetiger Multiplikation G x A — A. Die Klasse
der G-Moduln zusammen mit G-Modulhomomorphismen ist eine Kategorie G-Mod, in der
diskrete G-Moduln eine volle Unterkategorie G-Mod® darstellen.

Im Falle von endlichen Gruppen G mit diskreter Topologie fallen die Begriffe ,,G-Modul“
und ,,diskreter G-Modul* zusammen.

Bemerkung (zur Notation). Im Hinblick auf die spéatere Anwendung schreiben wir die Grup-
pe A entgegen formalen Konventionen meist multiplikativ und benutzen den Multiplikations-
punkt ,.-“ fiir die Gruppenverkniipfung in A, wihrend die Gruppenverkniipfung von G sowie
auch die Gruppenoperation von G auf A ohne ein Verkniipfungszeichen geschrieben werden.

2.3. Beispiel (Trivialer G-Modul). Sei G eine beliebige Gruppe und A eine beliebige abelsche
Gruppe. Dann ist A mit der trivialen G-Operation (g, a) — a ein G-Modul. Ist G proendlich
und betrachten wir A als diskrete abelsche Gruppe, so ist A ein diskreter G-Modul. Wan-
nimmer wir die Restklassengruppe Z/m anstelle von A verwenden, betrachten wir diese als
trivialen G-Modul.

2.4. Beispiel. Sei Gal(L/k) die Galoisgruppe einer Korpererweiterung L/k. Dann ist L* ein
diskreter Gal(L/k)-Modul mit Multiplikation

(0,a) — oa = o(a)

2.B. Gruppenkohomologie. Wir geben zunéchst eine elementare Konstruktion der
Gruppenkohomologie iiber inhomogene Koketten. Anschliefend erldutern wir kurz die Moti-
vation zur Gruppenkohomologie aus Sicht der homologischen Algebra und die Darstellung der
Gruppenkohomologie als Ext-Funktor. Es sei im Folgenden G stets eine proendliche Grup-
pe und A ein diskreter G-Modul. Wir notieren mit G*™ das n-fache kartesische Produkt
G X ... x G versehen mit Produkttopologie.

2.5. Definition (Inhomogene Koketten). Es sei
CYG, A) = A,
C"(G,A) ={f]f: G*" — A stetig} fiir n € N.

Durch (f - g)(z) == f(x) - g(x) erhdlt C™(G, A) die Struktur einer abelschen Gruppe. Weiter
seien fiir n € N Gruppenhomomorphismen d": C™*(G, A) — C"(G, A) auf folgende Weise
definiert: d"(f) sei der Homomorphismus G*("*t1) — A gegeben durch

i

dn(f)(al, ...,O’n+1) = Ulf(O'Q, ...,O'n+1) . H f(Ul, ceey 0305415 oy Un+1)(_1) -f(Jl, ceny O’n)(_l)n+1.
|

=1 i-te Stelle

Desweiteren sei d”: A — C'(G, A) definiert durch d*(z)(o) = ox -z~ 1.
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Eine einfache, jedoch unbequeme Rechnung zeigt, dass durch (C*(G, A),d*):
2.6. Proposition. Fiir alle n € N gilt "' od” = 1.

2.7. Definition. Die Gruppen der n-Kozykel und n-Korander sind gegeben durch

Z"(G,A) =kerd" Cc C"(G,A) und
B"(G, A) = imd"' c C"(G, A).

Vorangegangene Proposition besagt B"(G, A) C Z"(G, A). Die n-te Kohomologiegruppe
ist die Quotientengruppe
Z"(G,A)
H"(G,A) = ———=.
(G, 4) B"(G, A)
2.8. Beispiel. Im Falle n = 0 haben wir H°(G, A) = Z°(G, A) = A%, wobei AY die Menge
der G-invarianten Elemente {a € G | ga = a fiir alle g € G} ist. Fir n =1 ist

Z4G, A) = {f € CG, A) | flor) = o f(r)- f(o)}
BY (G, A) = {f cCYHG,A)|Tac A: fo) = Jx-x_l}.

Fiir triviale G-Moduln A ergibt sich insbesondere H (G, A) = A, H'(G, A) = Homs(G, A).
(Hier sei Homs(G, A) die Gruppe der stetigen Gruppenhomomorphismen von G nach A.)

2.9. Bemerkung (H" als rechtsderivierte Funktoren). Die Idee hinter der Defintion von
Gruppenkohomologie ist es, eine Art Erweiterung des Funktors A — A% in ,hoheren Dimen-
sionen“ zu konstruieren. Dieser Funktor ist linksexakt, d.h. fiir eine kurze exakte Sequenz
0+ A— B — C — 0 von Z[G]-Moduln ist 0 - A9 — B% — C¢ exakt. Wir konnen
H"(G,—) als den rechtsderivierten Funktor R"((—)%) definieren. Per Konstruktion solcher
Funktoren gilt dann H°(G, A) = A% und es existiert eine lange exakte Sequenz

0— A — BY — Y — HY(G,A) — HY(G,B) — ...

Wenn H'(G,A) = 0 gilt, so ist der Funktor (—)¢ exakt. Daher kann man sich die Koho-
mologiefunktoren H"(G,—) als ein Maf fiir die Abweichung von der Exaktheit von (—)¢
vorstellen. Die Definition tiber rechtsderivierte Funktoren ist topologiefrei — G kann eine be-

liebige Gruppe und A ein beliebiger (nicht notwendigerweise diskreter) G-Modul sein.

2.10. Bemerkung (H" und Ext"). Im Hinblick auf die vorangegangene Bemerkung besteht
eine weitere Moglichkeit zur Charakterisierung von Gruppenkohomologie in der Beschreibung
durch sogenannte Ext-Funktoren. Fur eine beliebige abelsche Kategorie A und n > 0 ist der
Funktor Ext’j(A,—) definiert als der n-te rechtsderivierte Funktor des linksexakten Hom-
Funktors B +— Hom (A4, B). Fiir G-Moduln A gilt nun Homg(Z, A) = Homg(Z, A) = AC
via a — a(1), wobei Z als trivialer G-Modul betrachtet wird. Folglich haben wir

H™(G, =) = Exty gy voa(Z, —)-
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2.C. Funktorielle Eigenschaften. Im Folgenden seien G, G’ zwei proendliche Grup-
pen, A ein diskreter G-Modul, A’ ein diskreter G’-Modul. Zwei Gruppenhomomorphismen
v: G — G, a: A — A’ heifen kompatibel, falls a(y(¢')a) = ¢a(a) fir alle ¢ € G,
a € A gilt. Dies bedeutet gerade, dass « ein G’-Modulhomomorphismus beziiglich der durch
g'a = v(g¢’)a definierten G’-Modulstruktur auf A ist. Solche kompatiblen Homomorphismen
induzieren eine Abbildung

(I.2.1) C"(G,A) — C"(G", A, ¢+ aopory™"
Diese Abbildung kommutiert in natiirlicher Weise mit den Differentialen, d.h. folgendes Dia-
gramm ist kommutativ:

L o, A) — s onti (@, 4) S

m—1 l J/
L> Cn(G/ A/) Cn+1(G/ A/)
Somit werden Kordnder auf Kordnder und Kozykel auf Kozykel abgebildet, und (I.2.1) indu-
ziert fur alle n > 0 einen Gruppenhomomorphismus

(1.2.2) H™(G, A) — H" (G, A)).

d""

Die Klasse der Paare (G, A) bildet zusammen mit Paaren kompatibler Homomorphismen
(v, @) als Morphismen (G,A) — (G', A’) eine Kategorie. H"(—, —) ist dann ein (kovarian-
ter) Funktor von dieser Kategorie in die Kategorie der abelschen Gruppen. Wir notieren
die Abbildung in daher auch mit H™ (v, «) und die Abbildung aus analog mit
C™(v, ). Im Spezialfall G = G’ induziert jeder G-Modulhomomorphismus a: A — A’ einen
Gruppenhomomorphismus H" (G, «): H" (G, A) — H"(G,A’), den wir meist kurz o* oder
o notieren. Insbesondere ist H" (G, —) ein (kovarianter) Funktor G-Mod® — Ab.

2.11. Beispiel (Restriktion). Sei H < G eine Untergruppe. Wenden wir die eben erwiahnte
Kontruktion an fir v = t: H < G und A’ = A aufgefasst als G-Modul (und somit auch
H-Modul), so erhalten wir die sogenannte Restriktionsabbildung

(I.2.3) res$: H"(G,A) — H"(H,A), [¢|=a— ag = [po”"].
fir alle natiirlichen Zahlen n.

Die nachfolgende Proposition erklart das Verhalten der Kohomologiegruppen unter Limi-
tes.

2.12. Proposition. Sei (G;) ein projektives System proendlicher Gruppen und sei (A4;)
ein induktives System bestehend aus diskreten G;-Moduln A;, sodass die Homomorphismen
vij: Gj — G; mit den Homomorphismen und «;;: A; — A; kompatibel sind. Weiter seien
G = nylGi und A = thZ Dann gilt fiir alle n > 0

H™(G, A) = liny H™ (G, 4).
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BEwEIsskIZZE. Die Kokettengruppen C™(G;, 4;) bilden ein induktives System mit Ho-
momorphismen ¢;; = C™(7;j, o)
C"(G;, Ai) — C"(Gy, Aj)
¢ — ajjopo fyé”
Weiter sei ¢;: C™(G;, A;) — C™(G, A) die Abbildung gegeben durch

Ci(¢)((g§j))jv SRR (ggzj))j) = [¢( y)? e agq(mi))]Aa

wobei (g(j))j ein Element von G = LiLnGj C I, Gj ist und [a;] 4 die Klasse von a; € A; in
A= %ﬂ A;j bezeichne. Eine Rechnung zeigt, dass der Homomorphismus

liy O™ (G, 47) — C™(G, A)

gegeben durch [¢;]1y, cn(q;,4;) = ¢j(¢;) wohldefiniert und bereits ein Isomorphismus ist,
woraus die Behauptung folgt. O

Angewendet auf G = @G /N und A = MEAN , wobei N <1 G alle Normalteiler von G
durchlauft, ergibt sich:

2.13. Korollar. H" (G, A) = liﬂH”(G/N, AN) fiir alle n > 0. O

2.D. Induzierte Moduln, Restriktion & Korestriktion. Eine weitere Moglichkeit
der Verwendung von Homomorphismen der Form besteht bei der Definition der in-
duzierten Moduln. Diese liefern uns eine Abbildung H" (G, MG (A)) — H"(H, A), mit deren
Hilfe wir die Restriktion rekonstruieren konnen. Wir erhalten aber noch mehr, denn
dieser Homomorphismus ist bijektiv und seine Umkehrabbildung ermoglicht uns die Definition
einer Korestriktion H" (H, A) — H" (G, A).

2.14. Definition & Bemerkung (Induzierte Moduln). Sei H < G eine Untergruppe, A
ein diskreter G-Modul und A* = M§(A) die Menge aller stetigen, H-linearen Abbildun-
gen a*: G — A. Auf M§(A) ist eine G-Modulstruktur gegeben durch (ga*)(z) = a*(xg)
fiir alle g, € G. Wir nennen M$(A) den beziiglich H induzierten Modul von A und
MG (A) = Mﬁ}(A) einfach nur den induzierten Modul von A.

Es ist durch a* + a*(1) ein Monomorphismus o: M§(A) — A gegeben, welcher kompa-
tibel ist mit der Inklusionsabbildung ¢: H < (. Somit haben wir eine Abbildung

o* = H"(1,0): H"(G,M§(A)) — H"(H, A).
Das nachfolgende Resultat ist auch als Shapiros Lemma bekannt.
2.15. Satz (SHAPIRO & FADDEEV). Durch die Abbildung o* ist ein Isomorphismus
H"(G, M§(A)) = H"(H, A)

gegeben.
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BEWEIS. Siehe z.B. C. Weibel [Wei94, Satz 6.3.2].

Wir finden die Restriktion ([.2.3]) nun iiber den Isomorphismus aus Satz wieder, indem
wir den G-Modulhomomorphismus A\: A — M§(A) gegeben durch \(a)(g) = ga betrachten.
Die Restriktion ist dann gerade die Komposition von o* nach A* = H™ (¢, A):

(1.2.4) res$;: H" (G, A) — H™(G,M§(A)) = H"(H,A).

Fiir die Definition der fiir uns wichtigen Korestriktion wollen wir ebenfalls den Isomorphismus
aus Satz [2.15] heranziehen. Dies liefert uns einen besseren Zugang als die stattdessen oft
benutzte Konstruktion iiber einen Limesprozess. Fiir den Rest dieses Unterabschnitts sei
H < G eine abgeschlossene Untergruppe mit endlichem Index (G : H) und A ein diskreter
G-Modul.

2.16. Lemma & Definition (Korestriktion). Sei 7: MG (A) — A der durch
a* > za*(z7")
z€G/H

wohldefinierte G-Modulhomomorphismus. Die Summe ist hierbei endlich, da (G : H) < oo
vorausgesetzt war. Hierbei sei G/H aufgefasst als ein beliebiges System von Représentanten
der Linksnebenklassen von H. Wir definieren die Korestriktion cor: H"(H, A) — H" (G, A)
als die Komposition von 7* = H™ (¢, ) nach dem Isomorphismus (0*)_1:

(1.2.5) cor$: H"(H, A) =5 H™(G, M§(A)) = H"(G, A).

BEwEIS. Wir miissen zeigen, dass m wohldefiniert und ein G-Modulhomomorphismus ist.
Wiéhlen wir mit Z einen anderen Reprédsentanten der Nebenklasse von xH, so folgt aus der
H-Linearitdt von a* sofort

za* (5;*1) = zha* (hila;*l) = za* (mfl).

Weiter gilt

=Y gza*(z7") (substituiere z — gz)

= gm(a®). O

2.17. Beispiel. Im Fall n = 0 ist 0* = H°(1,0) eine Abbildung M§(A)¢ — A*. Der Modul
ME(A)C besteht gerade aus allen H-linearen konstanten Funktionen G — A, da fiir dessen
Elemente a* gilt

a*(g)=a*(1-g) = (ga”)(1) =a™(1) furalle g € G.
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Die Umkehrabbildung (a*)flz AH — MG(A)Y von ¢* bildet a auf die konstante Abbildung
ca(g) = a ab. Die Komposition (L.2.5)) ist daher gegeben durch a — cq — 3, cq/p za, d.h.
die Korestriktion ist die Abbildung

Ist A zusétzlich trivialer G-Modul, so gilt cor%(a) = (G : H) - a. Allgemein gilt:

2.18. Proposition. Die Komposition cor$ o res& ist der Endomorphismus auf H"(G, A)

gegeben durch Multiplikation mit (G : H).

BEWEIS. Nach und Deﬁnitionist cor&oresG = m*o(0*) TooFoN* = mFo\*. Tst
[¢] eine Klasse von Koketten in H" (G, A), so wird diese von 7* o \* abgebildet auf die Klasse
der Abbildung mo Ao ¢ in H"(G, A). Die Komposition 7 o A ist dabei gerade Multiplikation
mit (G : H):

z€G/H

= Z Trxr 1a

x€G/H

=(G:H)-a. 0

2.E. Lange exakte Sequenz. Eine der wichtigsten Anwendungen von Gruppenkoho-
mologie sind die von kurzen exakten Koeffizientensequenzen induzierten langen Sequenzen,

mit deren Hilfe man oft Abbildungen konstruiert oder Isomorphieaussagen trifft.

2.19. Satz (Lange exakte Kohomologiesequenz).
Sei0 = A% B3 C — 0 eine kurze exakte Sequenz von diskreten G-Moduln. Dann

existiert fiir alle n > 0 ein Gruppenhomomorphismus
§": H"(G,C) — H" (G, A),
sodass durch
L m G, A) S BHYG, B) D HY (G, 0) 2 HYG, A) 2D
eine lange exakte Sequenz von Gruppen gegeben ist.

BEWEISSKIZZE. Wir skizzieren den Beweis auf Grundlage von [Neul1] und schreiben kurz
aq und f, fir die Abbildungen C?(G, ) und CY(G, /3). Betrachte das folgende kommutative
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Diagramm mit exakten Zeilen.

0—— = OMG,A) — 5 C"(G,B) — 2 C"(G,C) ———— 0

|- - I

0 — Cn+l(G A) Cm+1( Cn+1( % 0

J{dn-ﬁ-l dn+1 dn+1

Bn+2

00— O™2(G, A) —2, cn+2(@G, B) C" (G, C) ——— 0

Sei [c] € H"(G,C) eine Kohomologieklasse. Wihle ein b € C"(G, B) mit 3,b = c¢. Aus der
Kommutativitdt des Diagramms folgt ,41d"b = d"3,(b) = d"c = 0, da ¢ ein Kozykel ist.
Also gilt d"b € ker B, 11 = imay,11. Sei a € C"H(G, A) eine Kokette mit a,,41a = d"b. Es gilt
dann oy, 10d"ta = d" oy, 10 = d¥T1d"b = 0. Die Injektivitit von a2 sagt uns schlieflich
d"a = 0, also ist a ein (n + 1)-Kozykel. Wir setzen 6([c]) := [a]. Eine kurze Rechnung zeigt
die Wohldefiniertheit.

Beziiglich der Exaktheit der Sequenz

H™(G, A) = H"(G, B) 2% H™(G,C) 2% H"™ (G, A) % g™, B)

sind die Inklusionen ima; C ker 3, imf3; C kerd™ und imo" C keraj; klar. Sei nun
[b] € ker 8. Wir kénnen f3,b = 0 annehmen, da wir sonst ein ¢ € C" (G, C) mit 3,b = d" '
und b,_1 mit 8,_1b,_1 = ¢ wahlen kénnen und folglich gilt

ﬂn (b - dnilbn—l) = Bnb - /Bndnilbn—l = /Bnb - dnilﬁn—lnbn—l = Bnb - dnilc =0

und [b] = [b— d"'b,_1]. Sei also b € ker 3, = im ay,, wihle a mit b = a,a. Es gilt dann
apt1d"a = d"aya = d"b = 0, folglich ist a ein Kozykel mit [b] = o [a].
Die anderen beiden Inklusionen zeigt man auf dhnliche Art und Weise. U

2.F. Cup-Produkt. Zu zwei diskreten G-Moduln A, B sei A® B = A ®z B das Ten-
sorprodukt iiber Z. Dieses wird zu einem diskreten G-Modul, indem wir g(a ® b) = ga ® gb

setzen.

2.20. Definition (Cup-Produkt). Fiir Koketten ¢ € C™"(G, A), ¥ € C™(G, B) sei ¢ ® 9 die
Kokette in C"*™ (G, A ® B) gegeben durch

(@@Y) (91,3 9n) = A(G15-- -, 9n) @ g1+~ gnW(h1, ... hm).

Diese Abbildung ist wie auch die durch sie induzierte Abbildung beziiglich den Kohomologie-
gruppen Z-bilinear und induziert somit eine Abbildung

U: H"(G, A) @7 H™(G, B) — H™™(G, A ®z B),

das sogenannte Cup-Produkt.
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2.21. Satz (Projektionsformel). Fiir eine abgeschlossene Untergruppe H < G von endlichem
Index und o € H"(G, A), f € H™ (G, B) gilt die Formel

corfy (e Ures§(B)) = corf(a) U B in H"™™(G, A ®z B).

BEWEIS. Mit dem Prinzip der Dimensionsverschiebung (siehe [Neull, Satz 3.15]) geniigt
es, den Fall n = m = 0 zu betrachten. Wir wihlen also Elemente a € H(H, A) = A und
B € H°(G, B) = BY. In diesem Fall ist res$; die Inklusion BY — B, Es gilt dann

cory (e Ures (B)) = cor§ (a ® B)

=) z(a®p)

z€G/H

:Zxa@)ﬁ (da,BeBG)
z€G/H

(S ee)os

= cor(a) U B. O

2.G. Galoiskohomologie. Im Folgenden sei L/k eine galoissche Kérpererweiterung mit
Galoisgruppe G = Gal(L/k). Die Kohomologiegruppen H" (L/k, A) := H"(Gal(L/k), A) wer-
den Galoiskohomologiegruppen von L/k mit Koeffizienten in A genannt, wobei A ein
diskreter G-Modul ist. Solche Moduln heiflen nennt man auch Galoismodul bzgl. L/k. Fur
den separablen Abschluss kgep/k und die absolute Galoisgruppe I'y = Gal(kgep/k) schreibt
man kurz H"(k, A) .= H" (T, A).

Wir wollen desofteren statt einem fest gewédhlten Galoismodul A einen Funktor M von
der Kategorie der Korper in die Kategorie der Galoismoduln angeben und schreiben hier-
fir H"(L/k,M) = H™(L/k,M(L)). Fiir uns wichtige Beispiele solcher Funktoren sind die
Gruppenschemata Gy, und u.,, gegeben durch

Gum(k) = k*, pm(k)={zck|a™=1}.

2.22. Theorem (HILBERTs Satz 90). Ist L/k Galoiserweiterung, so gilt H'(L/k,Gy,) = 1.
Insbesondere gilt H' (k,G,,) = 1 fiir jeden Korper k.

BewEIls. Wir zeigen den Fall, wo L/k eine endliche Galoiserweiterung ist. Der allgemeine
Fall folgt dann aus Korollar und der Definition der Galoisgruppe. Sei G = Gal(L/k) und
f € ZYG,L*) ein 1-Kozykel. Es gilt also f(o1) = of(7)f(0) fiir alle 0,7 € G. Der Satz
von Artin (siehe [Lan65, VIII, §4, Thm. 7]) besagt, dass Elemente in G linear unabhéngig
sind iiber L. Da f(7) € L*, also f(7) # 0 fiir alle 7 gilt, ist folglich Y .o f(7) - 7 nicht das
Nullelement. Es existiert also ein ¢ € L mit

bi=>Y f(r)-Tc#0.

TEG
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Anwenden von einem beliebig gewéhlten o € GG auf b liefert

ob= Z of(r)-o(re)

TEG
=Y flor)- f(a)" - (om)e
TeG
= flo)™t- Y floT) - (om)c
TG
=flo)™t ) f(7)-Te
TeG
= f(a)_l : b7
oder mit anderen Worten f(c) = (¢b)™!-b = oz - 27! mit x = b=! € L*. Wir haben also
feBYG,L¥), d.h. [f] =0 € H(G,Gun). 0

2.23. Korollar (HILBERTs Satz 90 — klassische Formulierung). Sei L/k eine zyklische Galoi-
serweiterung und o ein Erzeuger von Gal(L/k). Dann existiert fiir alle z € L* mit Ny ,(z) =1

einy € L* mitmzaly.
BewEIs. Durch f(0%) == x -0z -...- 0" 'z, f(1) := 1 ist ein 1-Kozykel gegeben, der

aufgrund von Hilberts Satz 90 ein 1-Korand ist. Somit kommt f von einem Element z € L*,

d.h. f(r) =7z 27! fiir alle 7. Mit y = 2~ ! haben wir dann

v=flo)=""=2 .
z oy
Umgekehrt gilt auch Ny . (z) = 1 fiir jedes Element x der Form aly:
y\ (v oy
N < — L frd - = = 1
LIk (oy) EO" (ay) g oty Ty
Somit koénnen wir die Aussage von Korollar [2.23] zusammenfassen als die Exaktheit der Se-
quenz
— L N
(1.2.6) LI SN

Eine weitere wichtige Folgerung aus Hilberts Satz 90 ist die Beschreibung der Kohomologie-
gruppe H' (k, pi,).

2.24. Korollar. Sei m € N nicht teilbar durch char k. Dann gilt H(k, ) = k*/k*™.

BeEwEIS. Wir haben eine exakte Sequenz von diskreten I'y-Moduln (die sogenannte Kum-
mersequenz, siche Abschnitt |I1}]1))
(127) 1— Mm(ksep) — k;ep (1> k;ep — 1

Die dadurch induzierte lange exakte Kohomologiesequenz beginnt mit

1 — pim (k) — b 25 % — HY(k, ) — H (k, Gr).
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Letztere Gruppe verschwindet wegen Hilberts Satz 90, somit folgt die Aussage aus dem Ho-
momorphiesatz. ]

2.25. Definition & Bemerkung (Restriktion und Korestriktion). Ist L/k eine beliebige Er-
weiterung und A ein diskreter I';-Modul, so kann man die separablen Abschliisse ke, und Ly,
von k und L so wahlen, dass ksp C Lgep gilt. Die iibliche Restriktion von Automorphismen
p: T - Ty, 0 0o keep induziert dann eine Restriktionsabbildung

(128) Tesr/k - Hn(kaA) - Hn(LvA)v [¢] = [d)opxn]_
Ist die Erweiterung L/k endlich und separabel, so ist I';, < I'y eine offene Untergruppe von
endlichem Index. Wir haben somit die Korestriktionsabbildung aus Defintion [2.16|
cory, j, = corg’z: H"(L,A) — H"(k,A).
In diesem Fall stimmt auch die Restriktion in (I.2.8)) mit der Restriktion resg’z aus ([.2.3)
tiberein, und es gilt fir alle « € H"(k, A)
(corppovesyp)(a) = (T :Tr)-a=[L:k]- a.

2.26. Beispiel. Fir n = 0 ist cory, die Abbildung Al — AUk gegeben durch a — Y oa,
wobei die Summe iiber Vertreter o von Linksnebenklassen aus I'y /I'f, lauft.

2.H. Beziehung zur Brauergruppe. Unter der Brauergruppe Br(k) eines Korpers k
verstehen wir die Menge der Isomorphieklassen von zentral einfachen, endlich dimensionalen
k-Algebren modulo Brauer-Aquivalenz versehen mit dem Tensorprodukt iiber & als Grup-
penverkniipfung. Wir benutzen aus Griinden der Lesbarkeit keine besondere Notation fiir
Aquivalenzklassen solcher Algebren, sondern notieren die Klasse einer Algebra mit einem ih-
rer Vertreter. Die relative Brauergruppe Br(L/k) einer Korpererweiterung L/k ist der Kern
des Homomorphismus Br(k) — Br(L), A — A ®;, L. Weiter bezeichne ,,,Br(k) die m-Torsion
der Brauergruppe.

2.27. Satz. Fir Galoiserweiterungen L/k ist die Abbildung
H*(L/k,L*) — Br(L/k)
[f] — (L, Gal(L/k), f)
wohldefiniert und ein Isomorphismus.

Hierbei bezeichnet (L, G, f) die k-Algebra, die iiber k erzeugt wird von Symbolen u,
fir jedes 0 € G mit den Relationen u,z = o(x)u, fir x € L und usu, = f(o,7)usr
Einen schénen und ausfiihrlichen Uberblick mitsamt einem Beweis des Satzes gibt Ina Kersten
in [Ker07, S. 55-76].

2.28. Korollar. Es gilt H?(k,G,,) = Br(k). O

2.29. Korollar. Sei m € N nicht teilbar durch char k. Dann gilt H?(k, pt) = ,,,Br(k).



22 I. GRUNDLAGEN

BEwWEIS. Wir betrachten erneut die Sequenz . Diese liefert uns die Exaktheit von
HY(k,Gy) — H*(k, pm) — H*(k,Gp) = H?(k,Gypy).
Die erste Gruppe verschwindet nach Hilberts Satz 90. Folglich haben wir eine exakte Sequenz
0 — H*(k, ptr) — Br(k) - Br(k).

Also ist H?(k, pm) isomorph zum Bild von H?(k,um,) — Br(k) und folglich zum Kern
mBr(k) = ker(Br(k) — Br(k)). O

Zusammengefasst haben wir also folgende Indentitéiten gezeigt:

kx :n=0
H"(k,Gn) =10 tn=1
Br(k) : n=2
() :n=0
H™(ky i) = { B* /K™ 2 n=1
mBr(k) : n=2.

3. Etale Kohomologie eines Korpers

Im Folgenden wollen wir kurz die étale Kohomologie vom Spektrum eines Koérpers un-
tersuchen und aufzeigen, dass diese dquivalent zur Galoiskohomologie von Koérpern ist. In
der Literatur wird der Normresthomomorphismus daher oft mit Werten in dieser Kohomo-
logietheorie angegeben. Im allgemeineren Rahmen der étalen Kohomologie stehen zahlreiche
zusitzliche Werkzeuge zur Verfiigung. Fiir einen Uberblick iiber étale Morphismen, étale To-
pologie und étale Kohomologie von allgemeinen Schemata siehe Abschnitt 2] im Anhang.

3.A. Etale Algebren. Unter einer Algebra iiber einem Korper verstehen wir stets eine
kommutative, assoziative, unitdre Algebra.

3.1. Definition. Eine endlichdimensionale k-Algebra A heifit étale, falls die Menge
Homy (A, kgep) der k-Algebrenhomomorphismen von A nach kg, aus genau n = dimy A Ele-

menten besteht. Etale Algebren bilden eine volle Unterkategorie Et /k in der Kategorie der
k-Algebren.

Weitere Charakterisierungen von étalen Algebren findet man in [KMRT98, Abschn.
V.18.A]. So sind diese beispielsweise dadurch gekennzeichnet, dass A @, ksep isomorph ist zu
k?e;” flir ein m > 0. Man kann nun mit Methoden der kommutativen Algebra zeigen, dass
fiir étale Morphismen Y — Speck stets eine étale k-Algebra A existiert mit Y = Spec A.
Umgekehrt induziert jede étale k-Algebra A einen étalen Morphismus Spec A — Spec k. Wir
erhalten so auf natiirliche Art und Weise eine Aquivalenz zwischen der Kategorie Et/ Spec k

der étalen Morphismen iiber Spec k und der Kategorie Et/k der étalen k-Algebren.
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3.B. Etale Algebren und endliche diskrete I'y-Mengen. Offensichtlich operiert
Iy, = Gal(ksep/k) auf Homy (A, ksep) fiir jede k-Algebra A durch Komposition von Abbildun-
gen. Sei nun A zusétzlich étale. Aufgrund der endlichen Dimension von A {iber k£ haben auch
die Bilder £(A) C ksep von Elementen £ € Homy (A, kgep) endliche k-Dimension. Die Kérperer-
weiterung k(&(A)) von k ist somit endlich, und aufgrund der Endlichkeit von Homy (A, ksep)
finden wir eine endliche Erweiterung M, die alle Bilder £(A) von Elementen £ € Homy (A, ksep)
enthélt. Die Operation von I'y, auf Homy (A, ksp) faktorisiert somit iber dem endlichen Quo-
tienten Gal(M/k) von I'y und ist damit diskret.

I'y x Homy (A, ksep) — Homy (A, ksep)

Gal(M/k) x Homy(A, ksep)

Weiter ist die Zuordnung A — Homy(A, ksep) zwischen étalen k-Algebren und diskreten
I'y-Mengen (d.h. diskreten Mengen mit einer stetigen I'p-Operation) kontravariant funkto-
riell: Ein k-Algebrenhomomorphismus f: A — B induziert eine I'y-dquivariante Abbildung
Homy (B, ksep) — Homy (A, ksep) mittels £ — £ o f.

3.2. Proposition. Durch A — Homy(A, ksep) ist eine Anti-Aquivalenz zwischen der Kate-
gorie étaler k-Algebren und der Kategorie diskreter I'p,-Mengen gegeben. Der Umkehrfunktor
lautet M — Homp, (M, ksep).

3.3. Bemerkung. Die Kategorien von endlichen diskreten I';-Mengen und endlichen diskre-
ten I'y;-Moduln sind identisch. Denn jede endliche Menge M = Homy (A, kgep) aus [-FSet?
tragt mit (f + g)(a) == f(a) + g(a) die Struktur einer abelschen Gruppe und es gilt das
Distributivgesetz o(f + g) = o f + og.

3.C. Etale Garben iiber k und diskrete I'y-Moduln. Wir erinnern uns, dass die
Kategorie Et/ Spec k zusammen mit étalen Uberdeckungen (siehe Definition im Anhang)
einen Situs (Speck) , bilden. Somit haben wir den Begriff einer étalen Garbe auf (Speck) .
Dies ist ein Funktor F: (Et/Speck)® — Ab, der das Garbenkriterium erfiillt. Hierunter
verstehen wir die Exaktheit von

(1.3.1) FU) = [[FWs) = [[FU: xv Uy)

iel (i,5)eI?
fiir jede étale Uberdeckung (U; — U )Z eines étalen Morphismus U — Speck (vgl. den Ab-
schnitt (1) iiber Grothendieck-Topologien im Anhang). Unter der Aquivalenz der Kategorien
Et/k und (Et/Speck)®” konnen wir étale Garben auf Spec k auffassen als (kovariante) Funk-
toren F: Et/k — Ab. Die Exaktheit der Sequenz fiir jede étale Uberdeckung iibersetzt

sich so zu folgenden zwei Eigenschaften:

1) F(IT; Ai) = @, F(A;) fiir jedes endliche Produkt von étalen k-Algebren A;.
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2) F(K) = F(L)SML/K) fiir jede endliche Galoiserweiterung L/K von endlichen Kor-
pererweiterungen K /k.

(Et/ Spec k)

\
s
Et/k

Die Kategorie étaler Garben Et/k — Ab notieren wir mit Shv(Et/k).

Il

Ab

3.4. Beispiel. Die étalen Garben Gy, und pu, aus Beispiel sind iiber Spec k gegeben als
die Funktoren Et/k — Ab mit

Gm(A) =A%, pm(A)={ac A |d" =1}.

Die Garbe p,, ist gerade der Kern des Garbenmorphismus (—)™: G, — Gy,. (Unter dem
Kern eines Morphismus ¢: F — G zwischen étalen Garben verstehen wir die étale Garbe

(ker ¢)(A) == ker(¢(A): F(A) — G(A)).)

Wir betrachten nun den Funktor Shv(Et/k) — Ab gegeben durch F — li_n;.]-"(L), wobei
der Limes tiber alle endlichen Erweiterungen L/k mit k C L C kg lauft. Die absolute
Galoisgruppe von k operiert auf ligi]-"(L) durch o[f] = [F(o|r)(f)]. Hier ist f € F(L) ein
Repréisentant von [f] € lim 7 (L). Durch diese Operation besitzt limg 7 (L) die Struktur eines
diskreten I'y-Moduls. Der folgende Satz ist eine Umformulierung der Galois-Theorie.

3.5. Satz. Durch F — Mr = lig]:(L) ist eine Aquivalenz Shv(Et/k) — I';-Mod® von Ka-
tegorien gegeben. Der Umkehrfunktor ordnet einem diskreten I'y-Modul M die étale Garbe
Fu gegeben durch A — Homrp, (Homy (A, ksep), M) zu. Wir haben ein kommutatives Dia-

gramm
.7-7—)113 F(L)
Shv(Et/k) ———— T'},-Mod?’

A—Homy, (A,—)T :J\

(Et/k)°P —— T',-FMod’
A—Homy (A ksep)

Im Hinblick auf die Bemerkungen [2.10] und [2.12] im Anhang gilt also:

3.6. Korollar. Die étale Kohomologie von Spec k ist dquivalent zur Galoiskohomologie von
k, d.h. es gilt

H} (k,F) = H"(k, Mr), oder mit anderen Worten
H"(k,M) = Hj (k, Fr).
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Beweis. Es gilt H (k, F) ExtGh gt/ (Z: F)

EXt?k-Modé (2,

18 1R[]

Aufgrund dieser Identifizierung der Galoiskohomologie benutzen wir im Folgenden stets
die étale Kohomologie H} (k, F_) anstelle von H"(k,—), um zu verdeutlichen, dass wir uns
im allgemeineren Rahmen der étalen Kohomologie von Schemata bewegen kénnen.

4. Bilinearformen

Die Ubersicht iiber Bilinearformen erfolgt auf Grundlage von Elman, Karpenko und Mer-
kurjev [EKMOS|. Im gesamten Abschnitt bezeichne k einen Kérper der Charakteristik un-
gleich zwei. Eine Bilinearform iiber k ist eine bilineare Abbildung b: V x V — k auf einem
endlich dimensionalen k-Vektorraum V. Wir sind lediglich an symmetrischen, nicht ausgearte-
ten Bilinearformen interessiert. b heiit symmetrisch, falls b(v, w) = b(w, v) fur alle v,w € V
gilt, und nicht ausgeartet, falls durch V' — V*, v — (w — b(v,w)) ein Isomorphismus zwi-
schen V und seinem Dualraum gegeben ist. Man notiert auch b = by, bzw. V = V;, um die
Zugehorigkeit von Bilinearform und zugrundeliegendem Vektorraum zu verdeutlichen.

Nach Wahl einer Basis (eq,...,e,) ist eine Bilinearform b eindeutig bestimmt durch die
Matrix B = (b(e;,e;)). Es gilt dann bzgl. dieser Basis b(v,w) = v! Bw, wobei hier v, w
als Spaltenvektoren betrachtet werden mit den Darstellungskoeffizienten bzgl. der Basis als
Eintrage.

Eine Isometrie zwischen zwei Bilinearformen by, by ist ein Isomorphismus ¢: V4, — V4,
mit der Eigenschaft by(v,w) = ba(é(v), d(w)) fiir alle v,w € V4,. Isometrie sei notiert mit
b1 = bg, bzw. Vp, = V4,. Seien b, b’ zwei Bilinearformen und E, E’ Basen von V;, Vi, sowie
B, B’ Matrixdarstellungen bzgl. dieser Basen. Man rechnet leicht nach, dass genau dann b = b/
gilt, wenn eine invertierbare Matrix A existiert, sodass B = AT B’ A gilt. Ist ¢ eine Isometrie
zwischen b und b’, so ist A gegeben durch (Mg,(¢))T.

Fir zwei Bilinearformen b; und by iiber k£ sind die duflere orthogonale Summe
by ® by: (Vi, ® Vp,)*? — k sowie das Tensorprodukt b; @ by: (Vi, ® Vi,)*? — k gege-
ben durch

(b1 & b2)((v1,v2), (w1, w2)) = by(v1,wr) + ba(ve, wa)
(b1 ® b2)(v1 ® v2, w1 ® wa) = by(vy,wr) - ba(va, wa).

Sind by, by symmetrisch und nicht ausgeartet, so auch b; & by und b; ® bs. Die Isometrie-
klassen von symmetrischen, nicht ausgearteten Bilinearformen bilden einen Halbring. Dessen
Grothendieck-Ring W(k) heifit Grothendieck-Witt-Ring. Wir notieren die Isometrieklasse

einer Bilinearform b in W (k) weiterhin mit b, sofern keine Missverstandnisse zu erwarten sind.
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Der Grothendieck-Witt-Ring besteht dann also aus Differenzen by — by. Die von orthogonaler
Summe und Tensorprodukt induzierten Verkniipfungen in W(k) seien mit + und - notiert.

Die Bilinearform H(V') auf V@ V* gegeben durch ((v1, f1), (v2, f2)) — fi(v2)+ fa(v1) heifit
hyperbolische Bilinearform von V. Sie ist ebenfalls symmetrisch und nicht ausgeartet.
Fiir H := H(k) existiert eine Matrixdarstellung

1
(L.4.1) <(1) 0) (bzgl. der Standardbasisvektoren von k%?).

Es gilt H(V) = H® dimV' “Fine zu H®" isometrische Bilinearform heifit hyperbolisch. Das
Ideal aller hyperbolischen Bilinearformen in W (k) ist also gerade das Hauptideal (H). Der
Quotientenring W (k) :== W (k)/(H) heift Witt-Ring von k. Wie bereits im Grothendieck-
Witt-Ring notieren wir die Klasse einer Bilinearform b in W (k) ebenfalls mit b.

Fir a € k sei (a) die Bilinearform k x k — k, (v,w) — avw. (a) ist offensichtlich sym-
metrisch und fiir ¢ # 0 nicht ausgeartet. Weiter sei (a1,...,a,) = (a1) ® ... ® (a,) fir
ai,...,a, € k. Solche Formen heiflen diagonale Bilinearformen. Formen isometrisch zu
einer diagonalen Bilinearform heiflen diagonalisierbar. In unserem Fall char k # 2 ist jede
symmetrische Bilinearform diagonalisierbar. Es gilt weiter (a1 ... a,) = (a1) ® ... ® (a,)

und somit

(ay-...-ay)=(a1)-...-{a;) in W(k).

4.1. Lemma. Es gilt (a, —a) = 0 in W (k) fiir alle @ € k£* und folglich (—1) = — (1) = —1 in

BEWEIS. Sei b die Bilinearform (a, —a). Wir zeigen, dass V; eine Basis besitzt, beziiglich
der b dargestellt werden kann durch die Matrix aus ([.4.1). Dazu sei (e1, e2) eine orthogonale
Matrix (z.B. induziert von Standardbasisvektoren von £%?) und

(€], ¢e5) = (e1 + ea, %(61 —e9)).

Man rechnet leicht nach, dass dann b(e,e]) = b(eh, e5) =0, b(e], e5) = 1 gilt. O

4.A. Struktur von W (k) und W (k). Wir zitieren zwei Sitze iiber die Struktur des
Grothendieck-Witt-Rings und des Witt-Rings im Hinblick auf Erzeuger und Relationen.
4.2. Satz. [EKMOS8, Theorem 4.7]

Der Ring W(k) wird erzeugt von Isometrieklassen eindimensionaler diagonaler Formen
(a) mit der Relation (a) + (b) = (a + b) + (ab(a + b)) fur alle a,b € k* mit a + b # 0.

4.3. Korollar. [EKMOS8| Theorem 4.8]

Der Ring W (k) wird erzeugt von Isometrieklassen eindimensionaler diagonaler Formen

(a) mit den Relationen
1) (1) +(-1) =0.
2) (a) + (b) = (a + b) + (ab(a + b)) fur alle a,b € k* mit a + b # 0.
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4.B. I(k) und I(k). Das Augmentationsideal I(k) sci das von allen by — by € I//[\/(k)
mit dim b; = dim bs erzeugte Ideal. Es ist der Kern des wohldefinierten Homomorphismus
dim: W (k) = Z, by — by — dim by — dim by. Wegen

(a) = (b) = ({1) = () = (1) = (@) in W(k)

~ ~

wird I(k) erzeugt von Elementen (1) — (a) mit a € k*. Weiter sei I(k) das Bild von I(k)
unter W (k) — W(k). Da I(k) N (H) = 0 gilt, induziert die kanonische Projektion einen

Isomorphismus I(k) = I(k) mit (1) — (a) — (1) — (a) = (1, —a). Die letztere Gleichheit
(1) = (a) = (1, —a) gilt dabei nur in W (k) aufgrund von Lemma in der Regel aber nicht

in W (k). Wir schreiben ((a)) fiir die Bilinearform (1, —a). Aus Korollar [4.3| folgern wir direkt:

4.4. Korollar. In W (k) gelten die Identitaten

1) (1) = 0.
2) ((a) + (b)) = (@ + b)) + ((ab(a + b)) fiir alle a,b € k* mit a + b # 0.

AuBlerdem wird das Ideal I(k) erzeugt von Isometrieklassen zweidimensionaler Formen ((a))

mit diesen beiden Relationen. OJ

Fiir n € N sei I"(k) := I(k)®" die n-te Potenz beziiglich des Tensorprodukts, genauso
sei I"(k) == I(k)®". Analog zum Fall n = 1 wird I"(k) (als abelsche Gruppe) erzeugt von
Produkten [T~ ((1) — (a),) mit a; € k*, und durch

I"(k) — I"(k)
iz ((1) = {a);) — TIL0 (1, —ai)
ist ein Isomorphismus gegeben. Die Bilinearform ((ai,...,ay)) = {(a1)) ® ... ® {(ay)) heiflit

n-fache Pfisterform. Als abelsche Gruppe wird I"(k) also erzeugt von ((ai,...,a,)) mit
a; € k*.

4.5. Bemerkung. Aus den Definitionen folgt direkt (a)) + (b)) = (ab)) + (a,b)) in W (k).
Somit haben wir

(@) + (b)) = (ab) mod I*(k).
4.6. Korollar. Es gilt ((a,1 —a)) =0 in W(k) fir alle a € k* mit a # 1.

BEWEIS. Aus der ersten Gleichung in vorangegangener Bemerkung und den Relationen
in Korollar [£.4] folgern wir

{a,1 —a)

{ah) + (1= a) = (a1 = a))
(1) + (a(l = a))) = (a(1 —a))
0. O
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4.C. Stiefel-Whitney-Invarianten von Bilinearformen. In diesem Unterabschnitt
zeigen wir eine Verbindung zwischen Bilinearformen und Milnor’scher K-Theorie auf, welche
durch die Formeln in Bemerkung und Korollar gewissermaflen angedeutet wurde. Da
dies jedoch in keiner Verbindung zur Bloch-Kato- bzw. Milnor-Vermutung steht, sind die fol-
genden Seiten hochstens von eigenem Interesse und kénnen daher ohne weiteres iibersprungen
werden.

Die Beschréankung auf den Fall char k # 2 ist an dieser Stelle von Bedeutung. Wir wollen
die Restklassengruppe KM (k)/2 als Z/2-Algebra auffassen. Weiter sei K{¥ (k)/2 die Algebra
bestehend aus formalen Summen & + & + ... mit & € KM(k)/2, dh. K} (k)/2 ist als
abelsche Gruppe isomorph zum kartesischen Produkt der KM (k)/2. Die Stiefel-Whitney-
Invariante einer symmetrischen nicht-ausgearteten Bilinearform b isometrisch zur diagonalen
Form @;_; (a;) ist definiert als

r

w(b) = H(l + {a;}) € K} (k)/2.

i=1

w(b) kann geschrieben werden als 1 + wq(b) + ... + w,(b). w;(b) heift dann i-te Stiefel-
Whitney-Invariante und ist identisch mit der i-ten elementarsymmetrischen Funktion in
den Variablen {a1},...,{a,} aufgefasst als Element von KM (k)/2.

4.7. Lemma. w(b) ist wohldefiniert und eine Einheit in K}!(k)/2. Es gilt die Whitney-

Summenformel:

w(b @ c) = w(b) - w(c).

BEWEIS. Es geniigt, den Fall » = 2 zu betrachten. Angenommen es gilt

Wir zeigen
{a} +{b} = {a}+{B} mod2KM(k) und
{a} {b} = {a}{8}  mod2K{"(k),

woraus offensichtlich die Identitét w({(a)® (b)) = w({a)®(S)) folgt. Hierzu zeigen wir zunéchst,
dass ab- k*? = af - k*? gilt. Seien (eq, ep) und (eq, eg) orthogonale Basen von (a) & (b) und
(o) ® (B) mit der Eigenschaft ((a) ® (b))(eq, eq) = a usw., und sei M = (m;;) die Darstellung
der Isometrie zwischen den beiden Rédumen beziiglich der Basen (eq,ep) und (eq,eg). Dann
gilt

0= ({a) ® (b)) (€a, )
= ((a) @ (8))(f(ea), f (b))

= m11ma1& + mi2maoaf3
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et M )2046, wie folgende Rechnung zeigt:

((a) ® ) €as€a) * ((a) @ (b)) (ep, €n)

({(a) ® (B)) (f(ea); flea)) - ({a) @ (B)) (f(ea)s f(ep))
= (

= (

und somit ab =

(d
ab

m%la +miyf) - (m3a+m3y0)
miimar)? 4+ (m3; + miy +m3 + maz)aB + (miamaa3)?
= (m11m21a + m12m22ﬁ)2 + (m11m22 - m12m21)2045-
Damit folgt direkt die Identitét
(1.4.2) {a} + {b} = {a} + {B} mod 2K} (k)
in KM (k). Desweiteren existieren x,y € k mit a = ax? + by?: Fiir N = M~ gilt

a = ((a) ® (8))(easea) = ((a) ® (b)) (f " (ea), f 7 (ea)) = ndya + nish.
Im Falle x = 0 (bzw. y = 0) folgt direkt {a} = {b} (bzw. {a} = {a}) und folglich wegen

2

{8} = {a} (bzw. {B} = {b}) in KM (k)/2KM (k). Andernfalls gilt wegen 1 = aaiz + b%
0= ({a} +2{z} — {a}) ({6} + 2{y} —{})

= ({a} = {a}) ({8} = {a})

= {a} {0} — {a} ({t} - {a} — {a})

= {a} {0} — {a} ({a} + {b} — {a})

= {a} {0} — {a} ({a} + {8} — {a})

= {a} {b} — {a} {8} mod 2K3" (k). O

Die Stiefel-Whitney-Invariante w kann erweitert Werdei zu einem Homomorphismus zwi-
schen der additiven Gruppe des Grothendieck-Witt-Rings W (k) und der multiplikativen Ein-
heitengruppe von K (k)/2 mittels
w(b —¢) == w(b) - w(c) .

Die Wohldefiniertheit folgt dabei aus Lemma Das Element w(b — ¢) € K (k)/2 kann
weiterhin eindeutig als formale Summe > w;(b — ¢) mit w;(b — c¢) € KM (k)/2 geschrieben
werden. Diese Summe ist allerdings nicht mehr notwendigerweise endlich.

4.8. Lemma. Sei b = ", ((1) — (a;)) ein Erzeuger von I"(k) und sei ¢ = 2"~'. Dann gilt
) 1+ {a}.. {a,} {-1}'"" : n ungerade
= -1
( +{a1}...{an} {—1}t_") : n gerade.

BEWEIS. Ausmultiplizieren von b liefert

b= (-1 (a0

e€(2/2)*n
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Schreibe = fiir (—1)"~ld und = fiir (—1)"1-ll. Folglich gilt

w(6) = [Jw(+ (af ---ag))
=TTw(af +a)”
=TI+ {af agh)*
=[O +e{a}+. . +efand)”

Sei p € (Z/2) [z1,...,x,] die formale Potenzreihe

[T+ ex+...+ ensvn)i : n ungerade
p(z1, ..., xn) =

[T+ ez +...+ ena:n)jF : n gerade.
(Beachte, dass 1 + €121 +. .. + €,2y, eine Einheit in (Z/2) [z1, ..., z,] ist, da das Absolutglied
1 eine Einheit in Z/2 ist.)

Da sowohl fiir n gerade als auch n ungerade p(z1,...,x,) = 1 gilt, wannimmer z; = 0
gilt, existiert ein f € (Z/2) [z1,...,z,] mit

p(x1,. .., xn) =1+x1 - xnf(x1,...,2p).

Wir méchten eine explizite Darstellung von f(z,...,z). Hierzu betrachten wir die Faktoren

1+ (Z?Zl ei)x

von p(z,...,z). Esgilt >i'; ¢, = 0 oder = 1 in Z/2, je nachdem, ob eine gerade oder ungerade
Anzahl an ¢; den Wert 1 hat. Also interessieren nur jene Faktoren mit |e| ungerade, wovon
1
es 5 -
2

+ der Wert 1, ebenso ergibt sich im Falle n gerade fiir F+ der Wert 1. Daher gilt in beiden

2 = 2"~ — ¢t Stiick gibt. Fiir diese € ergibt sich im Falle n ungerade fiir das Symbol

Fillen geméfl der Definition von p
p(z,...,z)= (l—i—x)t =1+2
und damit wegen p(x,...,z) =1+ 2"f(z,...,2) und t = 2"~ > n (fir n > 1):
flz,...,x)=a"""
Somit haben wir (unter Benutzung von {a;}* = {a;} {—1})

p{ar}, .- {an}) =1+ {a}.. {an} f({ar}, .., {an})
=1+{a}.. {an} f({-1},...,{-1})
—1+{a}.. fan} {-1}'""
und
w(b) = {(p({al} ;oo {and) : n ungerade

-1
p({ai},....{an})) : n gerade,
womit die Aussage bewiesen ist. (I
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4.9. Korollar. Es gilt w; (I"(k)) = ... = w;_1 (I"(k)) = 0. w; induziert einen Homomorphis-
mus

wy: T(k) /TN (k) — KM (k) /2
mit [T}2; ((1) = (@) = {ar} .. {an} {-1}'".

BEWEIS. Es gilt 1"t (k) C ker wy, da auch wi ("' (k)) = ... = wan_1 (1" (k)) = 0 und
t=2n"l<2m 1 (fir n > 1). O

4.10. Bemerkung. Die Stiefel-Whitney-Invarianten sind nicht unabhéngig voneinander. Es
gilt: Ist n = 7m mit r = 2¥ und m # 1 nicht durch 2 teilbar, so gilt w, (M) = w,(M)w,_.(M).

BEWEISSKIZZE. Es gilt die Produktformel
min(r,s) .
(r+s—1)! i
rWs = : p rs—i L1} -
ot Z z!(r—z)!(r—s)'w+ =1

1=0 )

Fiir 7 = 2 und s = 0 mod 2r reduziert sich diese zu
WyWg = Wy s. O

4.D. Die Surjektion KM /2 — I"/I™t1. Sei weiterhin k ein Kérper der Charakteris-
tik ungleich 2 und wie gehabt I(k) C W (k) das Bild I(k) unter W (k) — W (k).
4.11. Satz. Es existiert genau ein Homomorphismus
snp: Kol (k)2 — I"(k)/ I (k)
mit der Eigenschaft {a1,...,a,} — (a1,...,a,)) mod I"1(k). Dabei sind s; ; und sg Iso-
morphismen und fiir n > 3 ist s, ;, stets Epimorphismus.

In der Tat ist durch die Abbildung s, ;: KM (k)/2 — I"(k)/I"" (k) fiir alle natiirlichen
Zahlen n ein Isomorphismus gegeben, was Milnor ebenfalls in [Mil70] vermutete. Dieses
Resultat steht in Verbindung zur klassischen Milnor-Vermutung und wurde von Orlov, Vishik
und Voevodsky |OVV07| bewiesen.

BEWEIS. Setze
X% ox k<K (k) I (k)
(a1,...,an) — ((1) = (@1)) ... ((1) = (a,)) mod I"TL(k).
Diese Abbildung ist n-linear, da aufgrund (1) — (a) — (b) + (ab) = ((1) —{a)) ((1) — (b)) € I*(k)
die folgende Identitdt gilt:
(1) = (@) + (1) = (b) = (1) — (ab) mod I*(k).
Folglich wird (aiby,bg,...,b,) von s, abgebildet auf

((1) = {a1b1))  TLza((1) — (ai))
= (1) = (a2) + (1) = (b)) TLiz2((1) = {ai)) mod I"*(k),
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woraus sich die Linearitit ergibt. Weiter gilt ((1) —(a)) ((1) — (1 — a)) = 0 in W (k), sodass die
Abbildung einen Homorphismus K (k) — I™(k)/I"T'(k) induziert. Das Bild von 2KM (k)
darunter ist 0, denn fiir @ € k* sind die Formen (a?) und (1) isometrisch via Isometrie
v+ a?v, daher gilt

2{ar, . an} = {ahaz,... an} — (1) = () [T (1) — ().
0
Wir erhalten so einen wohldefinierten Homomorphismus s,, ;. Dieser ist surjektiv, weil das

Ideal I(k) additiv von Elementen der Form (1) — (a) erzeugt wird.

Sei weiter ¢ = 2! und wy: I™(k)/I" (k) = I™(k)/T" Y (k) — KM (k)/2 die Abbildung
aus Korollar Offensichtlich ist w; o s, ;; die Multiplikation mit {—1}1&7". Firn =1,2 gilt
aber t = n, also ist wy 0 s, ), = IthM(k)/Q, sodass sy, in diesem Fall auch injektiv ist. ]

4.12. Bemerkung. Das letztgenannte Argument zeigt fiir n > 3 Folgendes: Ist die Multi-
plikation mit {—1}*"" ein Monomorphismus KM (k)/2 — KM (k)/2, so ist s, injektiv und
somit bijektiv.



KAPITEL II

Bloch-Kato-Vermutung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Formulierung der Bloch-Kato-Vermutung und der
Vorstellung der motivischen Kohomologietheorie, deren Entwicklung mafigeblich zusammen-
héngt mit dem Ziel, die Bloch-Kato-Vermutung zu beweisen. Am Ende des Kapitels werden
verwandte Resultate bzw. Vermutungen erwéhnt.

1. Normresthomomorphismus

In diesem Abschnitt sei m > 2 eine natiirliche Zahl und k ein Koérper, dessen Charakte-
ristik die Zahl m nicht teilt. Weiter sei k), der separable Abschluss von k.

1.A. Kummer-Sequenz und Konstruktion der Normresthomomorphismus. Die
sogenannte Kummer-Sequenz

IL.1.1 1 — gy (koy) — kX 0 x4
( 2 P

sep sep

von Gal(kgep/k)-Moduln ist exakt. Dies ist klar, bis auf vielleicht die Surjektivitat des dritten
Pfeils. Der separable Abschluss ist aber gerade dadurch charakterisiert, dass jedes nichttriviale
separable Polynom f € kgep[T] in Linearfaktoren zerféllt. Da die formale Ableitung von
f=T"—a € ksep|T) gegeben durch mT™~1 aufgrund der Voraussetzung an m nicht identisch
null ist, hat f eine Nullstelle in ks, und es existiert somit fiir jedes Element a € k) eine
m-te Wurzel in k).

Allgemeiner nennt man die exakte Sequenz 1 — py,, — Gy o, Gm — 1 von étalen
Garben iiber beliebigen Schemata auch Kummer-Sequenz (siehe Beispiel im Anhang fir
eine ausfithrlichere Diskussion). Die Sequenz entspricht dann gerade der allgemeinen
Kummersequenz iiber Spec k.

Der Galoiskohomologie-Funktor angewendet auf diese Sequenz liefert uns eine lange exakte
Sequenz

(IL.1.2) 1— (k) — & 25 k% 5 HY (k) — H (b, Grn) — -+ -

Wir schreiben (a) = §(a) fiir a € k*. Mit der Exaktheit erhalten wir so einen Homomorphis-

mus

(I1.1.3) KX /<™ — HY (k, ),  a— (a),

33
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welcher sich mittels des Cup-Produkts der Kohomologiegruppen fiir jede natiirliche Zahln > 1

fortsetzen lasst zu einem Homomorphismus
(K /™) — H (k)" — H" (k, 15")

Das folgende Lemma stammt urspriinglich von H. Bass und J. Tate und zeigt, dass der
Homomorphismus ([T.1.3) durch KM (k)/m faktorisiert.

1.1. Lemma. Es gilt (a) U (1 —a) =0 in H?(k, u2?) fiir jedes Element a # 1 in k*.

BEWEIS. Ist a € k*™, so ist bereits (a) € H(k, ju,,) trivial. Sei also a € k* \ k™ und
E = k(%/a). Dann gilt a € E*™ und folglich ist (a)g = resg/;((a)) trivial in H' (E, i7,). Um
dies auf die Berechnung des Produkts (a) U (1 — a) anwenden zu konnen, sei ¢ ein primitives
Element von E/k. Es gilt dann ¢ = a. Aus der Definition der Kérpernorm als Determinante
der Linksmultiplikation folgt, dass 1 — ¢ € E* von Ng/, abgebildet wird auf 1 — a. Die
Projektionsformel beziiglich der Korestriktion H? (E, u$?) — H? (k, n2?) besagt schlieBlich

(@) U(l—a)=(a)U(Ngp(l—c))
= corgp((a)p U (1 —¢))
=0. O

1.2. Korollar. Der Verbindungshomomorphismus §: a + (a) der langen exakten Sequenz

(I1.1.2) induziert einen Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen
. KM(k)/m — H" (k, u&")
nm,k :

(IL.1.4)
{ai,...;an} — (a1) U... U (ay),

genannt Normresthomomorphismus oder Galois-Symbol.

Im Falle n = 0 nennt man auch die triviale Abbildung K (k)/m — Z/m den Norm-
resthomomorphismus 779”7,@. Wir bezeichnen die Eigenschaft, dass der Normresthomomorphis-
mus 7y, . bijektiv ist, mit BK(n,m, k). Unter BK(n, m) verstehen wir die Eigenschaft, dass
BK(n,m, k) fir alle Kérper k gilt, deren Charakteristik kein Teiler von m ist.

1.3. Theorem (Normrestisomorphismus-Theorem/ Theorem von Rost-Voevodsky).
Fiir jeden Korper k£ und jede ganze Zahl n > 0 und m > 2 mit der Eigenschaft, dass die
Charakteristik von k die Zahl m nicht teilt, ist durch den Normresthomomorphismus

et K (k) fm == H™ (k, ")
ein Isomorphismus zwischen abelschen Gruppen gegeben.

Kapitel [[TI] widmet sich vollstdndig der Beweisskizze dieses Theorems. Ein Spezialfall des
Normrestisomorphismus-Theorems ist der Satz von Merkurjev-Suslin (n = 2, m beliebig).
Wir formulieren dieses Resultat mithilfe der Brauergruppe fiir Kérper k, die alle m-ten Ein-
heitswurzeln enthalten, um klassische Aussagen tliber zentral einfache k-Algebren folgern zu
konnen. Es bezeichne (a,b,() die Normrestalgebra (siehe z.B. [Ker07, Abschnitt 14]) zu
Elementen a,b € £* und einer primitiven m-ten Einheitswurzel ¢ in k.
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1.4. Korollar (Satz von Merkurjev-Suslin — Brauer-Version). Sei m > 2 eine beliebige gan-
ze Zahl und k ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel ¢ (und somit alle m-ten
Einheitswurzeln) enthalte. Dann ist existiert ein Isomorphismus zwischen abelschen Gruppen

R2 o K3'(k)/m — Br(k).
Er ist gegeben durch {a,b} mod m — (a,b,().

BEWEIS. Da iy, (ksep) C k gilt, operiert I'y = Gal(kgep/k) trivial auf jun, (ksep). Somit ist
fim (Ksep)®? als Tg-Modul isomorph zum trivialen Modul Z/m ®z Z/m = Z/m. Es folgt

H (k, 157) 2 H2 (K, ).

Wir haben damit das folgende Diagramm:

M ~ 2 ?2 3¢ € k primitive 9
K2 (k)/m nzﬂ & H <k’ /’Lm ) m-Einheitswurzel H (k7 Mm)
2, . 229

1.5. Beispiel (n = 1). Im Falle n = 1 ist die Bloch-Kato-Vermutung lediglich eine Umfor-
mulierung von Hilberts Satz 90 (Theorem [[f2.22)). Letzterer besagt H' (k, Gy,) = 1, somit hat

die Sequenz ([I.1.2) die Gestalt
1 — g (k) — b 5 % 2 HY (K, ) — 1

und § induziert einen Isomorphismus k* /k*™ = H'(k, pt,). Der Normresthomomorphismus
ist dann die Komposition K{M (k)/m — k*/E*™ = H' (k, ), {a} mod m — (a).

1.B. Normresthomomorphismus und Korestriktion. An dieser Stelle wollen wir
kurz erldutern, dass der Normresthomomorphismus kompatibel ist mit den Korestriktionen
aus der Milnor’schen K-Theorie und der Galoiskohomologie. Dieser Unterabschnitt benutzt
die Notationen der letzten drei Abschnitte aus Kapitel [ Wenn nicht anders angegeben,
bezeichne weiterhin n und m > 2 natiirliche Zahlen und k einen Korper, dessen Charakteristik
die Zahl m nicht teilt.

1.6. Satz. Sei E/k eine endliche separable Korpererweiterungen. Dann kommutiert das Dia-

gramm

COI‘E/k,

K (k)

n

l";,k

H (B i) —— HY (k, 1),

corp /g
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Fiir den Beweis hiervon bendétigt man die Existenz von Restabbildungen und Speziali-
sierungsabbildungen beziiglich H" (—, u®") analog zu denen der Milnor’schen K-Theorie aus
Abschnitt sowie eine zu Satz [[[I.12] analoge exakte Sequenz von Kohomologiegruppen.
Fir mehr zu diesem Thema siehe |[GS06, Abschnitt 6.8 & 6.9]. Der Normresthomomorphis-
mus kommutiert dann mit den Restabbildungen.

1.7. Lemma. Sei k ein mit v diskret bewerteter Korper, sodass die Charakteristik von k& und
k(v) tibereinstimmen. Dann kommutiert

KM (k) % KM (k(v)

n+1
nm,k J{ l m,k(v)

Hn+1(k Mm(n+1)) T) Hn V), .

BEWEIS. Siehe [GS06, Prop. 7.5.1].

Hieraus folgert man fiir den Korper k(7)) mit seinen diskreten Bewertungen v, sofort,
dass die exakte Sequenz von Milnor-Tate und die analoge Sequenz beziiglich Galoiskohomo-
logie vertraglich sind mit dem Normresthomomorphismus, d.h. wir haben ein kommutatives

Diagramm

0— KM (k) ———— KM (k(T)) —— @Ké‘/[(k(uw)) —0

TEeP
n+1 n+1 n
Min ke nm,k(T)‘/ l(nm,k(uﬂ—))

0 —— H™ (e, pin ™) —— H™ (R(T), ™) —= @ H" (k(v), p") — 0.
¥ WEP

3

BEWEIS VON SATz [[.6. Aufgrund der Funktorialitit der Korestriktionen geniigt es, den
Fall einer einfachen Korpererweiterung F/k zu betrachten. In diesem Fall gilt £ = k(vy)
fir ein irreduzibles normiertes Polynom = € k[T (vgl. Abschnitt S. [10). Zu zeigen
ist die Identitét ny, , o corg/y = corg, o ny, p. Mit p bezeichnen wir die Schnitte der vor-
letzten horizontalen Pfeile im obigen Diagramm und mit p, die Komposition von p nach
der offensichtlichen Inklusion von KM (k(vy)) bzw. H"(k(vy), u2"). Per Definition ist die
Korestriktion corg/, der Milnor’schen K-Theorie gegeben durch —du o pr. Die gleiche For-
mel gilt auch fiir die Korestriktion H"(E, u®") — H"(k, u2") (siehe |GS06|, Kor. 6.9.4]).
Lemma besagt fiir den mit J, diskret bewerteten Korper k(T') wegen k(vso) = k, dass

Mok © Oso Und Oy © n”*,j( ) identisch sind. Weiter sagt die Kommutativitdt des Diagramms



1. NORMRESTHOMOMORPHISMUS 37

nzj’rkl(T) 0 pr = Pr O Ny - Folglich

Tk © COTE ) = —Tm i © Ooo © pre
— +1
- _aOO © nfn7k(T) © pﬂ-
= —00 0 pr O Mh g
= COT/k O M, - -

Im Folgenden zeigen wir anhand eines Beispiels, wie man diese Kommutativitat zusammen

mit einem Transferargument anwenden kann, um Reduktionsaussagen zu erhalten.

1.8. Satz. Sei E/k eine Korpererweiterung mit zu m teilerfremdem Grad. Dann impliziert
BK(n, m, E) die Eigenschaft BK(n,m, k).

BEWEIS. Sei d = [E : k] der Grad der Erweiterung. Aufgrund der Voraussetzung kénnen
wir ganze Zahlen p und ¢ wahlen mit pd 4+ ¢gm = 1. Die modulo m-Version der Korestriktion,
KM(L)/m — KM(k)/m, ist wohldefiniert, da nach der Projektionsformel (sieche Theorem
1.16) cory/p(m - a) = dm - corp . (a) gilt. Weiter ist klar, dass die modulo m-Version der
Restriktion wohldefiniert ist. Die Komposition

KM (k) /m —25 KM(L)/m =225 KM (k) /m

ist gegeben durch Multiplikation mit d (siehe Theorem [If1.16)) und ein Isomorphismus, da
durch die Multiplikation mit p eine inverse Abbildungen gegeben ist:

pd-a=(1-qgm)-a=a in KM(k)/m.

Genauso ist die Komposition H"(k, u") — H"(L,ug"™) — H™(k,pug™) von Korestriktion
nach Restriktion gegeben durch Multiplikation mit d (siche Bemerkung ein Isomor-
phismus mit Umkehrfunktion gegeben durch Multiplikation mit p, da fiir Elemente £ von
pe(ksep) die Identitit ¢P4 = £179m = ¢ gilt. Somit haben wir mit Satz das folgende

kommutative Diagramm:

resy /p cory, /g ks

—— KM(L)/m —— KM (k)/m

m’;,kl nﬁl,{lz Jm’;,k
H"(k, pu&") —— H™(L, u3") —— H"(k, p&").
N

12

Die Restriktionen sind injektiv und die Korestriktionen surjektiv wegen der Bijektivitat der
Komposition. Weiter ist der mittlere vertikale Pfeil ein Isomorphismus nach unserer Vorausset-
zung. Die Kommutativitét des linken Quadrats sagt uns dann, dass resy,jony, . = 1y, oresy,
und somit 7y, ;. injektiv ist. Genauso besagt die Kommuativitét des rechten Quadrats, dass

COTL /k; © Ny o = COTL /g © My p und damit 7y, - surjektiv ist. 0
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1.9. Korollar. Sei n eine natiirliche Zahl und ¢ > 2 eine Primzahl. Angenommen die Bloch-
Kato-Vermutung BK(n, ¢, k) gilt fiir alle Kérper mit der Eigenschaft jp(ksep) C k (und mit
Charakteristik ungleich ¢). Dann gilt die BK(n, ¢, k) fur alle Kérper k (mit Charakteristik
ungleich /).

BEwEIs. Wir wéhlen einen Korper k, der die Gruppe uy(ksep) nicht enthélt. Sei
L = k(p;) die Adjunktion mit einer primitiven Einheitswurzel. Dann ist der Grad d = [L : k]
kleiner oder gleich £ — 1 und somit teilerfremd zu ¢. Die Aussage folgt aus dem vorigem
Satz. 0

2. Motivische Kohomologie und Kategorien von Motiven

Ein wesentliches Werkzeug im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung ist die maf3geblich von
V. Voevodsky und A. Suslin entwickelte motivische Kohomologie-Theorie. Die Idee hierzu
geht zuriick auf Arbeiten von Alexander Beilinson [Bei87, BMS87,BGSV90|, Pierre Deli-
gne und Stephen Lichtenbaum [Lic84,Lic90]. Eine frithe Erwdhnung geht zuriick auf einen
Brief von Beilinson an Soulé [Bei82], wo der Verfasser ein Analogon in der algebraischen Geo-
metrie zur Kohomologietheorie topologischer Rdume vermutet und bereits einige der spéter
bewiesenen Eigenschaften prognostiziert. Die endgiltige Konstruktion, zusammen mit einer
sorgfaltigen Untersuchung algebraischer Zykel, befindet sich in der Kollektion [VSFO00] von
Arbeiten Voevodskys, Suslins und Friedlanders. Eine weitere niitzliche Quelle sind die auf
einer Vorlesung Voevodskys basierenden Notizen [MVWO06|. Hier liegt ein besonderes Au-
genmerk auf griindlichen Beweisen von Eigenschaften, die die motivische Kohomologietheorie
mit klassischen Invarianten aus Algebra und algebraischer Geometrie verkniipfen und damit
neue Resultate iiber jene Invarianten erméglichen. Ebenfalls empfehlenswert ist der Uber-
blick [Wei04] von Weibel. Wie immer sei in diesem Abschnitt k ein Korper. Unter Schemata
verstehen wir stets separierte Schemata.

2.A. Ubersicht. Ein erster wesentlicher Schritt in Voevodskys Beweis der Bloch-Kato-
Vermutung ist eine Neuinterpretation des Normresthomomorphismus als Vergleich zweier
sogenannter motivischer Kohomologiegruppen. Diese Kohomologietheorie kann man sich zu-
néchst vorstellen als bigraduierten Funktor H**(—, A) von der Kategorie der glatten Sche-
mata iiber k£ in die Kategorie abelscher Gruppen, wobei A ebenfalls eine abelsche Grup-
pe bezeichnet. Man benétigt allerdings motivische Kohomologie fiir allgemeinere Objekte
als glatte Schemata. Eine erste Verallgemeinerung ist der Ubergang zur additiven Katego-
rie der Korrespondenzen Uber k, bei dem die Menge der Morphismen vergrofiert wird. Wir
bezeichnen diese Kategorie mit Cor/k. AnschlieBend betrachtet man die Kategorie PST(k)
von Prdgarben mit Transfers iber k, welche die Funktorkategorie von Funktoren der Form
(Cor/k)*® — Ab ist und eine natiirliche Erweiterung von Cor/k darstellt. Die Kategorie
PST(k) ist abelsch und hat genug injektive Objekte. Wir sind besonders interessiert an Gar-
ben in Nisnevich-Topologie. Die Vergarbung PST (k) — STnis(k) von Pragarben mit Transfers
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zu Nisnevich-Garben mit Transfers ist linksadjungiert zur Inklusion STyis(k) — PST (k) und
exakt. Die Kategorie STis(k) ist ebenfalls abelsch und hat genug injektive Objekte. Somit
kénnen wir die derivierte Kategorie von nach oben beschrinkten Komplexen von Nisnevich-
Garben bilden, die wir mit mit D~ STyis(k) bezeichnen. Motivische Kohomologiefunkto-
ren sind dann im Wesentlichen Hyperkohomologiefunktoren beziiglich speziellen Komplexen
A(n) in D™STyis(k). Desweiteren haben wir auf D~STyis(k) einen Homotopiebegriff. Mit
DM (k) bezeichnen wir die volle Unterkategorie von D~STyjs(k) bestehend aus Komplexen
mit homotopie-invarianten Kohomologiegarben. Alternativ kann man DM (k) als Lokalisie-
rung von D~ STyis(k) nach sogenannten A'-schwachen Aquivalenzen gewinnen, worauf wir
aber nicht weiter eingehen. Man nennt DM _4(k) auch Kategorie effektiver Motive. Genau-
so wie D™STyis(k) existiert auf DM _4(k) ein Tensorprodukt, sodass diese Kategorien die
Struktur einer tensortriangulierten Kategorie besitzen.

Wie schon angedeutet, wollen wir die Kategorien Cor/k, PST(k), D~ STnis(k) und
DM _g(k) als Erweiterungen von Sm/k ansehen. Der klassische Begriff vom Graph einer Funkti-
on sowie die darstellbaren Funktoren in Cor/k fithren uns zu einem Funktor Sm/k — PST(k),
X — Zy(X). Desweiteren ist Z, (X)) eine Nisnevich-Garbe mit Transfers. Man schreibt M (X))
fir das Bild von Z,(X) (aufgefasst als trivialer Komplex in D~STnis(k), d.h. konzentriert in
Grad null) in DM _4(k) unter der Al-Lokalisierung und nennt es das Motiv von X. Die moti-
vischen Kohomologiefunktoren H**(—, A): Sm/k — Ab sind dann darstellbar in DM _4(k):

HPY(X, A) = HomDMe*H(k:) (M(X), A(q) [p])

Daher kénnen wir motivische Kohomologie auf beliebige Motive M € DM (k) erweitern,
indem wir HP9(M, A) als HomDMe_ﬂ(k) (M, A(q)[p]) definieren. Eine weitere Variante, die im
Beweis der Bloch-Kato-Vermutung benotigt wird, ist die formale Erweiterung von motivischer
Kohomologie auf simpliziale Schemata.

XX X Zie(X)

Sm/k Cor/k PST(k)
X¢—>M(X) Lokalisierung nach Vergar-
A'-schwachen bung

& Aquivalenzen

DM;H(]{)( DfsTst(k) STNiS(k)

Komplexe mit

homotopie-invarianter
Kohomologiegarbe

2.B. Kategorie der endlichen Korrespondenzen. In diesem Unterabschnitt erwei-
tern die Kategorie Sm/k der glatten Schemata iiber k zur Kategorie der endlichen Korrespon-
denzen iiber k, indem wir die Klasse der Morphismen ,vergréflern“. Eine grobe Veranschauli-
chung dieses Vorgangs ist der Ubergang von Abbildungen M — N zwischen Mengen hin zu
allgemeinen Relationen C M x N.
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2.1. Definition. Eine elementare Korrespondenz zwischen glatten Schemata X und Y ist
ein reduziertes irreduzibles abgeschlossenes Unterschema Z C X X Y, sodass die Projektion
von Z auf X ein endlicher Morphismus ist, der surjektiv auf eine Zusammenhangskomponente
von X abbildet. Eine endliche Korrespondenz zwischen X und Y ist eine formale Linear-
kombination iiber Z von elementaren Korrespondenzen zwischen X und Y. Die Gruppe der
endlichen Korrespondenzen zwischen X und Y bezeichnen wir von Cor(X,Y’) — sie ist also
die freie abelsche Gruppe erzeugt von elementaren Korrespondenzen.

Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht die Rolle von endlichen Korrespondenzen als Ver-

allgemeinerung von Morphismen zwischen Schemata.

2.2. Beispiel & Bemerkung (Graph eines Morphismus zwischen Schemata). Ist f: X — Y
ein Morphismus zwischen glatten Schemata und ist X zusammenhéngend, so ist das assoziierte
Unterschema zu I'y = I‘f ={(z, f(z) |z € X} C X X} Y eine elementare Korrespondenz. Ist
X ein allgemeines Schema und X = [[ X; die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so ist
I'; definiert als die Summe ZF;(VXZ iiber Graphen der Komponenten.

2.3. Definition & Satz (Kategorie Cor/k). Die Komposition von endlichen Korre-
sponendenzen Cor(Y, Z) x Cor(X,Y) — Cor(X, Z) ist folgendermafen definiert: Fiir ele-
mentare Korrespondenzen V' € Cor(X,Y) und W € Cor(Y, Z) sei W o V' der Pushforward
der Projektion X xp Y Xxp Z — X Xy Z (bzgl. algebraischer Zykel) vom Schnittprodukt
(V X Z) - (X xp W) (siehe [Ful98| fir eine ausfiithrliche Darstellung der Schnitttheorie und
der Theorie algebraischer Zykel). Damit ist W o V' eine endliche Korrespondenz zwischen X
und Z (siehe [MVWO06, Lemma 1.4]). Der Graph I'tg,, € Cor(X, X) ist bzgl. der Komposition
von Korrespondenzen die Identitdt. Es folgt, dass durch

Ob Cor/k = Ob Sm/k
MorCor/k(Xa Y) = COI‘(X, Y)

eine Kategorie gegeben ist. Sie ist additiv mit dem Coprodukt X @Y = X ITY und Nullobjekt
0 = 0. Weiter ist Cor/k eine symmetrische monodiale Kategorie beziiglich des Produkts
X®Y =X x3 Y. Durch

Sm/k —» Cor/k, X — X, (X EN Y) — T
ist ein treuer Funktor gegeben.

2.C. Kategorie der Prigarben mit Transfers. Eine nédchste Erweiterung ist der
Ubergang zu additiven Prigarben auf Cor/k, also additiven Funktoren (Cor/k)°® — Ab.
Diese sind Préagarben iiber der Kategorie der glatten Schemata iiber £ mit zusétzlichen Ho-
momorphismen von abelschen Gruppen, den sogenannten Transferabbildungen F(Y) — F(X)
fiir jede endliche Korrespondenz in Cor(X,Y") und fiir alle glatten Schemata X,Y".
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2.4. Definition. Die Funktorkategorie PST(k) bestehend aus additiven Pragarben auf Cor/k
als Objekten und natiirlichen Transformationen als Morphismen heiffit Kategorie der Pra-
garben mit Transfers. Sie ist abelsch und hat genug injektive und projektive Objekte
(sieche [Wei94, Aufgabe 2.3.7 & 2.3.8]).

Eine besondere Rolle spielen die in der Kategorie Cor/k von glatten Schemata X darge-
stellten Funktoren Zi(X) = Homee i (—, X), d.h. gegeben durch Z,(X)(U) = Cor(U, X)
und

Z(X)(¢): Cor(U, X) — Cor(V, X)
pr—>¢or
fiir ¢ € Cor(V,U). Der Funktor Z,(X) ist ein Objekt von PST(k). Mit dem Yoneda-Lemma
folgt sofort, dass fiir Prigarben mit Tranfers F' die Formel Hompgr (Zy(X), F) = F(X) fir
alle X € ObSm/k gilt. Fiir Zi, (Spec k) schreiben wir kurz Z. Diese Préigarbe ist die konstante
Zariski-Garbe auf Sm/k mit Transferabbildungen Z — Z, a +— deg(W) - a fiir elementare
Korrespondenzen W € Cor(V,U), wobei deg(W) der Grad von W in V ist. Wir konnen Z, (—)
als Funktor Cor/k — PST(k) betrachten. Wie iiblich fir Hom-Bifunktoren ist Z () fir
eine Korrespondenz 1) € Cor(X,Y) die natiirliche Transformation Z, (X )(U) — Z(Y)(U),
¢ — 1p o ¢. Wir haben also Funktoren
Sm/k —» Cor/k =% PST(k)
X — X +— Zy(X)

2.5. Definition. Sei A! = Spec k[z] und G,, = A! \ {0}. Die kanonischen Inklusionen
Gl i, gxn
(T1,...,Tp—1) —> (xl,...,%,...,xn,l)
induzieren natiirliche Transformationen
Zur(G0V) 2 2, (G)

Sei ® die Abbildung Y7 ; Zi, (1;) von Zi, (Gé(”_l)) nach Z, (GX"). Wir definieren Zi, (GL™)

als den Kokern von ®.

2.6. Bemerkung. Der Definition von Zi, (G)") liegt eine allgemeinere Konstruktion von
Funktoren Zg, ((X1,21) A ... A (Xy, x,)) fir punktierte Schemata (X;, Spec k % X;) zugrunde
(siche [IMVWO06, Def. 2.12]). Dabei ist Z ((X1,21) A ... A (Xp,2p)) stets ein projektives
Objekt in PST(k) (IMVWO06, Lemma 2.13]).

2.D. Simpliziale Priagarben, Komplexe von Priagarben und Kohomologiepra-
garbe. In diesem Unterabschnitt wollen wir mit jeder Priagarbe (mit Transfers) F' eine sim-
pliziale Pragarbe (mit Transfers) CoF' und einen Kettenkomplex C.F von Prégarben (mit
Transfers) assoziieren. Hierzu sei A die Simplexkategorie (siche [Wei94, S. 254]), A" das
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affine Schema Speck[zo,...,2n]/(3x; = 1) und A®: A — Sm/k das kosimpliziale Schema
gegeben durch [n] — A" und Flichenabbildungen 97: A" — A"l induziert von den In-
klusionen (zq, ..., %, ..., xn) = (z0,...,0,...,2y). Zu U € Sm/k und F € PShv(Sm/k) ist
F(U x A®) eine simpliziale abelsche Gruppe, d.h. ein Funktor
F(UXA®)
Aop Ab

.-\(

(Sm/K)™

Mit CoF: (Sm/k)*® — Ab, bezeichnen wir die Priigarbe simplizialer abelscher Gruppen
gegeben durch U +— F(U x A®). Alternativ kann man C,F" auffassen als simpliziales Objekt
in der Kategorie PShv(Sm/k) (bzw. PST(k)), d.h. als Funktor A°? — PShv(Sm/k) (bzw.
A —; PST(k)), [n] — (U — F(U x A™)).

Mit C.F bezeichnen wir den nach unten beschriankten Kettenkomplex (CoF,ds) von
Pragarben (mit Transfers), bei dem die Randabbildungen d,,: C,, F' — C,_1 F' die natiirlichen
Transformationen sind, welche sich durch alternierende Summen induziert von Fldchenabbil-
dungen ergeben:

do(U): F(U x A™) — F(U x A™Y)

n
a— ZF(IdU x 07 1) (a)
i=0
Diese Konstruktion ist ein algebraisches Pendant zum singuldren Kettenkomplex aus der To-
pologie. Die beiden Funktoren F' — C,F und F — C,F sind exakt. Weiter sei C* F der zu C, F’
zugehorige Kokettenkomplex, d.h. C"F = C_, F, d" = d_,,. Wir schreiben Kom™ PST(k) fur
die Kategorie der nach oben beschrinkten Kokettenkomplexe von Pragarben.

Da die Kategorie PST(k) abelsch ist, konnen wir Kohomologiegruppen von Kokettenkom-
plexen in PST(k) definieren (siche [GM96), Definition 11.6.2]). Die Kohomologieprigarbe
einer Priagarbe F ist definiert als h,,(F) = H™"(C*F). Sie ist die Priagarbe abelscher Gruppen
gegeben durch
kerd™™(U) kerd,(U)

imd—"1  im dpi1

Ur—s c F(U x A™).

Ist F' eine Priagarbe mit Transfers, so auch h,(F).

2.E. Zariski-, Nisnevich- und étale Topologie auf Schemata. In Abschnitt
haben wir mit der étalen Topologie auf Schemata bereits ein erstes fiir unsere Zwecke be-
deutsames Beispiel einer Grothendieck-Topologie kennengelernt. An dieser Stelle sollen kurz
ein paar Worte zu Zariski- und Nisnevich-Topologie gesagt werden. Die Zariski-Topologie ist
die ,natiirliche Topologie“, mit der affine Schemata definiert werden (siche [Sha94, V.1.3]).
Sie ist eine Topologie im klassischen Sinne.
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2.7. Definition (Kleiner Zariski-Situs von X). Der kleine Zariski-Situs Xz,, eines glat-
ten Schemas X besteht aus der Kategorie Zar/X Zariski-offener Teilmengen von X mit In-
klusionen als Morphismen zusammen mit Zariski-offenen Uberdeckungen von Zariski-offenen
Teilmengen U C X im Sinne klassischer topologischer Rdume.

Die Zariski-Topologie ist sehr grob, d.h. es gibt ,,wenig” offene Mengen. Da die Inklusi-
onsabbildungen U — V Zariski-offener Teilmengen étale Morphismen sind, kann die étale
Topologie als eine Verfeinerung betrachtet werden. Eine weitere Verfeinerung der Zariski-
Topologie, die grober ist als die étale Topologie, wurde von Yevsey Nisnevich [Nis89|] unter
dem Namen ,komplett zerfallene Topologie®“ (engl. completely decomposed) eingefiihrt.

2.8. Definition (Kleiner Nisnevich-Situs von X). Ein Nisnevich-Morphismus ist ein éta-
ler Morphismus f: Y — X zwischen Schemata, sodass fiir jeden Punkt z € X ein Punkty € Y
existiert, fiir den die zu f zugehorige Abbildung zwischen Restklassenkorpern k(x) — k(y)
ein Isomorphismus ist. Der kleine Nisnevich-Situs Xnjs eines glatten Schemas X be-
steht aus der Kategorie Nis/ X von Nisnevich-Morphismen iiber X zusammen mit Nisnevich-
Uberdeckungen, d.h. Uberdeckungen im Sinne von Deﬁnition im Anhang durch Nisnevich-
Morphismen.

Offensichtlich sind auf natiirliche Art und Weise Morphismen zwischen Siten
Xet — XNis — XZar
gegeben durch die stetigen Einbettungs-Funktoren Zar/X — Nis/X — Et/X.

2.F. Garben mit Transfers auf glatten Schemata. Mit 7 bezeichnen wir eine Gro-
thendieck-Topologie definiert auf der Kategorie der Schemata, z.B. Zariski-, Nisnevich- oder
étale Topologie. Im Kontext dieses Abschnitts verstehen wir unter einer Garbe auf Sm/k
beziiglich 7 einen Funktor F': (Sm/k)*® — Ab, sodass fiir jedes Schema X € Ob(Sm/k) die
Einschrankung F|x. von F auf Cat X, eine Garbe auf dem kleinen Situs X, im Sinne von
Definition im Anhang darstellt. Diese Definition ist eng verknipft mit dem Begriff einer
Garbe auf dem groflen 7-Situs von Spec k. Mit Shv, (k) bezeichnen wir die volle Unterkategorie
von PShv(k) bestehend aus solchen Garben. Weiter sei ST, (k) die volle Unterkategorie von
PST(k) bestehend aus Prigarben mit Transfers F, die aufgefasst als Funktoren auf (Sm/k)*®
Objekte von Shv, (k) sind. Anschaulich gesprochen ist also “ST; (k) = Shv,(k) N PST (k)

2.G. Motivischer Komplex Z(n). Sein > 0 eine ganze Zahl. Mit Z(n) bezeichnen wir
den Komplex von Priagarben C*Z,(GA")[—n], d.h. Z(n)! = C*"Zy(GA") = Cp_iZi:(GL™).
In der Literatur ist dieser Komplex oft angegeben als Kettenkomplex C,Z (GL™)[—n], wird
aber in der Regel als Kokettenkomplex Z(n) = (Z(n)®, d®) aufgefasst.

i ——Zn)' - Z(n) —— - — Z(n)" — 0
Il [ [
CT" 1 Zu(GR) O Zu(GR) Zx(GR')
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Fiir eine abelsche Gruppe A sei A(n) der Komplex Z(n) ®z A, den man durch eintragsweises
Tensorieren iiber Z erhilt. Per Konvention sei A(n) der triviale Komplex fiir n < 0. Wir
haben folgende Eigenschaften:

1) A(n)* = 0 fiir alle i > n.

2) A(0) ist der Komplex (--- 3 A % A — 0), wobei A die konstante Prigarbe U — A
ist. Die Dold-Kan-Korrespondenz ([Wei94, Thm. 8.4.1]) besagt, dass dieser Komplex
quasiisomorph ist zum trivialen Komplex (0 — 161 — 0).

3) Z(1) = C*Zi(GHL)[—1] ist quasiisomorph zu Gy, [—1] (siche [MV W06, Thm. 4.1]).
Hierbei ist Gy [—1] der triviale Komplex mit der Priagarbe U — Oy (U)* an der
Stelle 1.

2.H. Motivische Kohomologiegruppe. Sei X ein glattes Schema. Die Komplexe
Z(n) und A(n) sind Komplexe von Garben iiber k in Zariski-Topologie, also Objekte in
Kom™ Shvyza,(k), bzw. in der derivierten Kategorie D~ Shvza, (k) (siche [MVWO06, Lemma
3.2 und Kor. 3.3]). Wir méchten die motivischen Kohomologiegruppen definieren als Hyper-
kohomologiegruppen der Komplexe A(n) in Zariski-Topologie (vergleiche Abschnitt im
Anhang). Hierflir benotigen wir rechtsderivierte Funktoren auf der derivierten Kategorie von
Komplexen, die nicht nach unten beschrénkt sind. Nach Weibel [Wei94, Kor. 10.5.11] existie-
ren rechtsderivierte Funktoren RF' auf ganz D(.A), falls der Funktor F': A — B von endlicher
kohomologischen Dimension ist (siehe auch [SV99, S. 4ff.]). Dies ist der Fall fiir den Funk-
tor der globalen Schnitte I'x, : Shvza (k) — Ab, da X endlich dimensional ist und dann
nach Theorem 3.6.5 in A. Grothendiecks Tohoku-Artikel [Gro57| H" (Xzay, F) = 0 fiir alle
n > dim X gilt.

2.9. Definition. Fiir alle abelschen Gruppen A und p, ¢ € Z sind die motivische Kohomo-
logiegruppen HP(X, A) definiert als p-te Hyperkohomologiegruppe von Xy, des Komplex

A(Q)|XZar7 alSO
Hpvq (X’ A) = Hp (X7 A(q)|XZar)'

Zar

Weiter schreibt man kurz HP(k, A) fir HP?(Speck, A).

2.10. Bemerkung. Die motivische Kohomologie HP9(—, A) ist kontravariant funktoriell in
der ersten Komponente (siehe [MVWO06, Bem. 3.7]) und daraus resultierend (kovariant) funk-
toriell beziiglich dem zugrundeliegenden Korper: Ist L/k eine Koérpererweiterung, so induziert
der zur Inklusion k& — L zugehorige Morphismus X; = X X Spec L — X eine naturliche
Abbildung HP?(X,A) — HP1(X, A).

Desweiteren ist motivische Kohomologie in niedrigen Dimensionen p (abhéngig vom Ge-
wicht ¢) konzentriert.
2.11. Lemma. [MVWO06, Thm. 3.6] Es gilt fiir jedes glatte Schema X und jede abelsche
Gruppe A
HPY(X, A) =0 fir jede Zahl p > ¢ + dim X.
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Da Spec k nulldimensional ist, haben wir insbesondere H??(k, A) = 0 fir alle p > q.

Das Resultat folgt aus der Identitit H™(Xzar, F) = 0 fiir n > dim X unter Benutzung
der Spektralsequenz, die Garben- mit Hyperkohomologie verbindet.

2.I. Etale und Nisnevich-motivische Kohomologie. Es existiert auch eine étale
Version von motivischer Kohomologie. Die motivischen Komplexe A(n) sind nédmlich auch
Komplexe von Garben in étaler Kohomologie (siehe [MVWO06, Kor. 6.4 & Lemma 6.2]).
Desweiteren hat die Kategorie STt (k) genug injektive Elemente nach [M'VWO06, Prop. 6.19].

2.12. Definition. Fiir alle abelschen Gruppen A und p, ¢ € Z sind die étalen motivische
Kohomologiegruppen H%?(X, A) definiert als p-te Hyperkohomologiegruppe von X des
Komplex A(q)|x.,, also

HG' (X, A) = He (X, A(g)] x.0)-

Desweiteren schreiben wir wieder kurz HE? (k, A) fiir HY?(Speck, A).

Da étale Garben insbesondere Garben in Nisnevich-Topologie sind und die Kategorie
STyis(k) mit demselben Argument wie STe (k) genug injektive Elemente enthalt (vgl.
[MVWO06, Thm. 13.1]), kénnen wir auch die Hyperkohomologiegruppen HR. (X, A(q)|xy..)
bilden. Diese stimmen fiir Komplexe in Kom™ STyjs(k) mit homotopie-invarianten Kohomolo-
giegarben mit den Zariski-Hyperkohomologiegruppen iiberein giehe [M'VWO06, Prop. 13.10]).
Mit [MVWO06| Kor. 2.19] folgt insbesondere:

2.13. Satz. Es gilt H?(X, A) = H) (X, A(q)|x,,.) = HR: (X, A(q)|xy,.) fiir alle p,q € Z
und alle abelschen Gruppen A.

Nisnevich-Garben haben gegeniiber Zariski-Garben einige technische Vorteile. So ist z.B.
die Mayer-Vietoris-Sequenz 0 — Zy (U NV) — Z(U) ® Ziy (V) — Zy:(X) — 0 fiir Zariski-
offene Uberdeckungen X = U UV exakt in der Kategorie Shvyis(k) (siehe [Fri05] 5]). Des-
weiteren haben Vergarbungen in Nisnevich-Topologie (im Gegensatz zur Vergarbungen in
Zariski-Topologie) von Priagarben mit Transfers auf natiirliche Art und Weise die Struktur von
Garben mit Transfers, d.h. ist ' € PST(k), so gilt Fnis € STnis(k) (siche [MVWO06, Thm.
13.1]).

2.14. Lemma. Es gilt fiir jede glatte Varietdt X tiber k£ und alle p,q > 0
HP(X,Q) = HEY(X, Q).
BeEWwEIS. Siehe [Voe00, Prop. 5.28] oder [Voe03a, Lem. 6.8].

2.15. Beispiel (Motivische Kohomologie im Gewicht ¢ = 0 und ¢ = 1). Sei ¢ eine Primzahl
ungleich der Korpercharakteristik von £ und X € Sm/k. Dann haben wir im Gewicht null die
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Identitaten

Z(X) :p=0
0 : sonst,

Z/0(X) = p=

0 : sonst,

HPY(X,7) = {

HPY (X, 7.)0) = {

und im Gewicht ¢ = 1 haben wir

Ox(X)* p=
HPY(X,Z) ={ Pic(X) : p=

0 sonst,

pe(X) :p=0

Hy (X ) = p=1
Pic(X)/¢ : p=2

0 . sonst.

HPY(X,Z/0) =

Man beachte, dass Z/¢(—) die konstante Garbe der abelschen Gruppe Z/¢ bezeichne (genauso
wie Z(—) die entsprechende konstante Garbe bezeichnet), wohingegen mit yuy(—) die Garbe
der Einheitswurzeln notiert ist. Mit Pic(X) bezeichnen wir hier die Picard-Gruppe von X.
Sie kann definiert werden als die Garbenkohomologiegruppe H' (X, G,,).

2.J. Verbindung zu K-Theorie und étaler Kohomologietheorie. Die folgenden
Sétze sind im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung von besonderer Wichtigkeit. Sie zeigen die
Beziehung der motivischen Kohomologietheorie zur Milnor “schen K-Theorie und étalen Ko-

homologietheorie.

2.16. Satz. Es gilt H""(k,Z) = KM (k) fiir jede ganze Zahl n > 0 und jeden Kérper k.

BeWwEISSKIZZE. Der folgende Uberblick orientiert sich an [MVWO6, Vortrag 5]. Wir
schreiben H"(F) = H™™(F,Z) fiir jeden Korper F. Der Beweis ist folgendermafen struktu-
riert:

1) Nachweis der Existenz einer Restriktion resg/,: H"(k) — H"(E) und einer Kore-
striktion corg/,: H"(E) — H"(k) fiir alle endlichen Erweiterungen E/k, welche die
wichtigsten Eigenschaften der Korestriktion KM (E) — KM (k) erfiillt, so z.B.

(a) Fiir n = 0 ist corgy: Z — Z die Multiplikation mit [E : k].

(b) Fiir n = 1 ist corgyp: EX — k* die Kérpernorm N .

(¢) corg(yp ) = y-corgp(z) und corgp(x - yg) = corg(x) -y fir z € H"(E),
y € H"(k), wobei yg = resg/;(y). Insbesondere gilt corg/,(yr) = [E : k] - y.

2) Definition einer (surjektiven) Abbildung §: H™(k) — KM (k).

3) Definition einer Abbildung A: KM (k) — H™(k), die § o X\ = Id g gy erfiillt und
vertriiglich ist mit den Korestriktionen von H™ und K.
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4) Nachweis der Surjektivitdt von A.

Die Restriktionsabbildung resultiert aus der allgemeinen funktoriellen Konstruktion von Ho-
momorphismen zwischen motivischen Kohomologiegruppen zu Morphismen zwischen Sche-
mata. Die Abbildung resg,: H"(k) — H"(E) kommt dabei auf natiirliche Weise vom Mor-
phismus Spec E — Spec k induziert von k — FE. Desweiteren induziert die Inklusion von £ in
E mit Hilfe des eigentlichen Push-Forwards von algebraischen Zykeln (vgl. [Ful98| Abschn.
1.4]) die Korestriktion H"(E) — H"(k). Da Zariski-Hyperkohomologie auf Spec k mit der
gewohnlichen Kohomologie des Komplexes C*Z,.(G.™)(Spec k) iibereinstimmt, haben wir
(I1.2.1)
H" (k) = HO(C*Zur(G)") (Spec b)) = coker(Zu (@) (A1) %5 2, (G (Spec k).

Hierbei wurde Al = Al via t + (¢,1 —t) benutzt. Die Abbildungen 9} und 85 sind dann
Restriktionen auf die Fasern mit t =0 und 1 — ¢ = 0, also ¢t = 1. Zur Definition von 6 geniigt
es nun wegen ([L.2.1)), eine Abbildung 0: Z:(GA™)(Spec k) — KM (k) zu konstruieren, die mit
0y — 07 verkniipft die Nullabbildung ergibt.

* *

Zun (G (A1) T 24, (GO (Spec k) ——» HO ()
KM (k)

Die Gruppe Z;(GA™)(Speck) ist erzeugt von Aquivalenzklassen Z abgeschlossener Punkte z
von G\, die wiederum durch eine Sequenz z1, ..., x, von Elementen des Restklassenkorpers
k(x) dargestellt werden konnen. Da die Restklassenkérper k(z) endliche Erweiterungen von
k sind, bekommt man eine wohldefinierte Abbildung

0: Z(GA™)(Speck) — KM (k)
T — Oty (gy ({71, Tn}).

Aus der Weil-Reziprozitit (vgl. Theorem [If1.16) folgt, dass 6 o (95 — %) = 0 gilt (siche
[IMVWO06, Thm. 5.4 & Kor. 5.5]). Somit haben wir eine wohldefinierte Abbildung

0: H"(k) — KM(k), [z] — 0(z).

Ist z ein k-Punkt von G", so kann dieser dargestellt werden durch Elemente z1, ..., z, € k*.
Man schreibt [z1, ..., z,] fir die Klasse von = in H" (k). Offensichtlich ist 6 surjektiv, da

O([x1,...,xn]) = {z1,...,2n}.

Um nun die Umkehrabbildung A: KM (k) — H"(k) zu konstruieren, definiert man eine Ab-
bildung

(11.2.2) ()" — H"(k), a1®...®an+— [ay,...,an]
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und zeigt, dass diese iiber KM (k) faktorisiert. Hierzu benutzt man die multiplikative Struktur
auf H*(k), die [a1,...,a,) = [a1]---[an] fir a; € k besagt (beziiglich dem Produkt aus
[MVWO06, Kor. 3.12]), sowie spezielle endliche Korrespondenzen aus Cor(Al, G)?) um die
Relation [a,1 — a] = 0 in H?(k) zu zeigen. Zunichst betrachten wir zu beliebigen a,b € k*
die endliche Korrespondenz Z in Cor(Al, Gy,) bestehend aus Punkten (¢, ) mit

22 —t(a+b)x — (1 —1t)(1+ ab)z + ab = 0.
Die Faser von ¢ = 0 entspricht dem Element [ab] + [1] = [ab] in H'(k) und die Faser von ¢t = 1
dem Element [a] + [b]. Zusammen mit 95(Z) — 07(Z) = 0 in H!(k) ergibt dies die Relation
[ab] = [a] + [b]. Sei nun @ € k* \ {1} und Z in Cor(A!, G,,) die Korrespondenz bestehend aus
Punkten (¢, x) mit
23 —t(a® + )22 + t(a® + 1)z —a® = 0.
Sei w eine Nullstelle von 22 + x + 1 in ksep. Uber E = k(w) besteht die Faser von ¢ = 0 aus

Punkten mit 2® = a3, also 2 € {a,wa,w?a}. Die Faser von t = 1 besteht aus Punkten mit
(z—a®)(2? —2+1) =0, also z € {a?, —~w, —w?}. Die Einbettung

Gm \ {1} =5 (G \ {1})**, 2+ (2,1 —2)

definiert eine endliche Korrespondenz Z’' = +(Z) in Cor(Al,G2?). In H?(E) gilt nun unter
Benutzung der multiplikativen Struktur

3-05(2") = 3-([a,1—a]+ [wa,1—wa] + [w?a,1 — w?a])
= [a®,1—a] + a3 1 —wa] + [w?a, 1 — w?a] (wegen w3 = 1)
= [a3 (1 —a)(1 —wa)(l — w?a)]
= [a%,1-d,
3:01(2") = 3-([a®1—a®]+ [~w,1 +w] + [-w? 1+ w?])
= 3[a’1-a’|+[-1,1 +w] +[-1,1 +w?] (wegen w3 = 1)
= 3[a®1—a3 +[-1,(1 +w)(1 +w?)]
= 3[a®,1—a% (wegen (14 w)(1 +w?) =1).

Somit impliziert (95 — 97)(Z’) = 0 die Beziehung
2[a®,1 —a®] = 0 in H*(E).

Unter Anwendung von corgy, haben wir 4[a®, 1 — a®] = 0 in H?(k). Ubergang zu L = k(/a)
und Anwenden der Korestriktion cory,j liefert 12[a,1 — a] = 0 in H?(k). Mithilfe eines &hn-
lichen Transferarguments kann man hieraus folgern (siche [MVWO06|, Lemma 5.8]), dass
[a,1 —a] = 0 in H?(k) gilt. Somit induziert eine Abbildung \: KM (k) — H"(k), fiir
die nach Konstruktion 6 o A = Id gy gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass A = A, surjektiv ist. Sei [x] € H"(k) und E = k(z) der Rest-
klassenkorper des Punktes x. Es existiert dann ein E-rationaler Punkt # und x; € E mit
[Z] = Ae({z1,...,2,}), sodass [2] = corp,[7] gilt. Die Behauptung folgt dann sofort aus der
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Kompatibilitit der Abbildung A mit den Korestriktionen auf KM und H" (siche [MVWO06),
Lemma 5.11]):

KM(E) 22 gm(E)

2.17. Korollar. Es gilt H""(k,Z/¢) = KM (k)/¢ fiir jede ganze Zahl n > 0, jede Primzahl
¢ und jeden Korper k.

BeEwEIs. Die kurze exakte Sequenz 0 — 7Z 57— 7/t — 0 induziert die lange exakte
Sequenz von motivischen Kohomologiegruppen

H™™(k,Z) =% H™"(k,7) — H""(k,Z/) — H" " (k, 7).

Die letzte Gruppe ist trivial nach Lemma also ist der dritte Pfeil ein Epimorphismus.
Aus der Exaktheit folgt mit dem Homomorphiesatz und vorangegangenem Satz schliefllich
die Behauptung. O

2.18. Satz. Sei k Korper, X glattes Schema tiiber k, n € N und m teilerfremd zu char k.
Dann gilt HY?(X,Z/m) = HE (X, u29).

BEWEISSKIZZE NACH [MVWO06, THEOREM 10.2]. Theorem 4.1 in [MVWO06| besagt,
dass die Komplexe Z(1) und der triviale Komplex Gy,[—1] der Garbe der globalen Einheiten
(d.h. Gy : (Sm/k)°? — Ab, U — Opy(U)*) quasiisomorph sind, d.h. es existiert ein Quasi-

isomorphismus

—— Z(1)° —— Z(1)! —— 0

|

Gm 0

Die Vergarbung von Prégarben zu étalen Garben ist exakt, sodass wir eine Quasiisomorphie
Z/m(1) = (Gu)[-1] @ Z/m = p,y,, wobei @ das sogenannte totale Tensorprodukt auf
Kom™ ST (k) ist. Zusammen mit der Multiplikation Z/m(r) @z Z/m(s) — Z/m(r + s) er-
halten wir einen Morphismus

pon? = (Z/m)(1)%* = Z/m(q).

Proposition 10.6 in [MVWO086| zeigt, dass u29 — Z/m(q) eine sogenannte A'-schwache Aqui-
valenz ist. Diese sind nach [MVWO06, Lemma 9.21] Quasiisomorphismen, woraus die Behaup-

tung folgt. O
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3. Verwandte Vermutungen und Resultate

In diesem Abschnitt werden mit der Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung, dem motivischen
Hilberts Satz 90 sowie der Milnor-Vermutung iiber Bilinearformen einige mit der Bloch-Kato-
Vermutung in Verbindung stehende Aussagen dargestellt. Desweiteren impliziert die Giil-
tigkeit der Bloch-Kato-Vermutung die Quillen-Lichtenbaum-Vermutung (siehe [SV95, Kor.
7.6]), worauf wir aber nicht weiter eingehen werden.

3.A. Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung. Mithilfe von Korollar und Satz
aus dem vorangegangenen Abschnitt wird der Normresthomomorphismus zu einem Vergleich

von motivischen Kohomologiegruppen:

nZk "
K" (k) /0 ——— HE (k. ui")

z[m mlz
H"(k,Z/0) —— HY"(k,Z/0)

Man kann zeigen, dass der untere Morphismus auf natiirliche Art und Weise vom Wechsel der
Topologie kommt. Sei 7: (Speck)  — (Speck), der triviale Morphismus zwischen kleinen
Siten. Die induzierte Abbildung 7, : Shvet (k) — Shvyis(k), F' — F ist linksexakt, somit haben
wir den total rechtsderiviersten Funktor R, und einen rechtsadjungierten Funktor 7*, den

wir zu einem Funktor D~ Shvyis(k) — D~ Shvei (k) erweitern koénnen.

*

—
D~ Shvyis(k) D~ Shve (k)
\_/
R,

Sei B/¢(n) der Komplex 7<,, Rm.7*(Z/¢(n)). Die Aussage der Beilinson-Lichtenbaum-Vermu-
tung ist dann, dass die Komplexe Z/¢(n) und B/¢(n) quasiisomorph sind. Wir notieren diese
Eigenschaft mit BL(n, ¢, k). Nach Suslin-Voevodsky [SV95, 5.10] ist BL(n, ¢, k) dquivalent
dazu, dass der kanonische Homomorphismus

HP™(F,Z/t) — HP"(F, B/t) = HE"(F,Z/1)

ein Isomorphismus ist fiir alle natiirlichen Zahlen p < n und alle endlich-erzeugten Kor-
pererweiterungen F'/k. Somit ist die Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung formal stéarker als die
Bloch-Kato-Vermutung. Die Arbeit von Suslin und Voevodsky [SV95]| zeigt, dass die Bloch-
Kato-Vermutung die Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung impliziert.

3.1. Satz. [Voe03a, Kor. 6.9] Angenommen es gilt BL(n, ¢, k). Dann gilt fiir jedes simpliziale
Schema X iiber k, jede natiirliche Zahl v und jede ganze Zahl ¢ < n:

Isomorphismus o p<qg+1
1) HPO(X, Zggy) — HEU(X, Zgp)) st 4D p=1
(o) et 0 .
Monomorphismus : p=gq+ 2.
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Isomorphismus :p<gq

9) HP4(X,Z/0") — HYY(X,Z/0") ist
Monomorphismus : p=q+ 1.

3.B. Motivischer Hilberts Satz 90. Man betrachtet die Eigenschaft, dass die Koho-
mologiegruppe H/ " (k,Zg)) verschwindet, als eine motivische Verallgemeinerung zur ko-
homologischen Fassung von Hilberts Satz 90. Denn fiir n = 1 gilt

Hg' (k,Z) = HE, (k, Z(1)
= Hzt(k7Gm[_1])
= Hét (k, Gm)
= Helt(ka Gm)

und da Z ein flacher Z-Modul ist, gilt folglich HZ'(k,Zyy) = HY (k,Gn) ® Zy) = 0.
Wir schreiben H90(n, ¢, k) fir die Eigenschaft H:tﬂ’”(k,Z(g)) = 0, und H90(n,¥) fir die
Eigenschaft {H90(n, ¢, k) fir alle Kérper k& mit Charakteristik ungleich ¢}.

Der motivische Hilberts Satz 90 ist keine ,klassische* Vermutung, sondern als eine Art
Umformulierung der Bloch-Kato-Vermutung in deren Beweisprogramm entstanden. Die For-
mulierung von H90(n, £, k) mit lokalisierten Koeffizienten geschieht aus technischen Griinden

(vgl. Abschnitt [[TI|H4]).

3.C. Milnor-Vermutung iiber Bilinearformen. In Abschnitt haben wir eine
surjektive Abbildung von der n-ten Milnor’schen K-Gruppe modulo zwei in die Faktorgruppe
I"(k) /1" (k) konstruiert. Zusammen mit dem Normresthomomorphismus haben wir also ein

Diagramm

H" (k,7,/2)

KM(k)/Q €n,k

n

Sn,k

1" (k) /1" (k)

Die ebenfalls in [Mil70] geduflerte Milnor-Vermutung iiber Bilinearformen bezieht sich auf
die Bijektivitét der Abbildung sy, ;. Sie wurde wie bereits erwahnt von Orlov, Vishik und Voe-
vodsky |OVV07] bewiesen. Der resultierende Isomorphismus e,, ,, hat in niedrigen Dimensio-
nen die folgende Interpretation beziiglich klassischer Invarianten (vgl. Elman, Karpenko und
Merkurjev [EKMOS8| oder Lam [LamO05)):

1) Die Abbildung eqx: W (k)/I(k) — H®(k,Z/2) = Z/2 ist induziert vom Dimensions-

homomorphismus b — dim b modulo zwei.
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2) Die Abbildung ey 4: I(k)/I?*(k) — H(k,Z/2) = k> /k*? ist induziert von der Dis-
krimanten
dimy b
b— (—=1)7 2 -detb.
3) Die Abbildung es: I%(k)/I3(k) — H?*(k,Z/2) = 9Br(k) ist induziert von der
Clifford-Invarianten, die eine Bilinearform b abbildet auf die Klasse der Clifford-

Algebra von b.



KAPITEL III

Skizze des allgemeinen Beweises

In diesem Kapitel soll die duflere Hiille im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung dargestellt
werden. Dazu liefert Abschnitt[l]einen Uberblick iiber die einzelnen Schritte und Reduktionen,
die in den Abschnitten genauer dargestellt werden. Abschnitt [2] illustriert anhand des
Beispiels n = 1 den grundlegenden Rahmen im Beweis.

1. Struktur des Beweises

An dieser Stelle erldutern wir grob die Struktur im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung. In
spéteren Abschnitten wird dann etwas ausfithrlicher auf die einzelnen Schritte eingegangen.
Grundlegend im Beweis ist der Ubergang zur motivischen Kohomologie, die in gewissem
Sinne eine universelle Kohomologietheorie ist und sowohl die Milnor’sche K-Theorie wie auch
die étale Kohomologie HZ (—, u2") verallgemeinert. Wie bereits erwihnt, benutzen wir die
Kurzschreibweise BK(n,m, k) fir die Isomorphie des Normresthomomorphismus N e und
BK(n,m) fir die Giiltigkeit von BK(n,m, k) fir alle Korper k, deren Charakteristik kein
Teiler von m ist. Unser Ziel ist es, BK(n,m) fir alle naturlichen Zahlen n und m > 2 zu
zeigen. Der Beweis kann dann grob in folgende Schritte aufgeteilt werden.

1. Schritt. Man reduziert die Giiltigkeit der Bloch-Kato-Vermutung modulo beliebigen na-
tiirlichen Zahlen m auf die Giiltigkeit modulo Primzahlen ¢, d.h. auf BK(n, ¢, k) fur alle Zahlen
n, £ und Kérper k mit Charakteristik ungleich ¢. Dieser Schritt ist relativ elementar und folgt
leicht aus Berechnungen in Milnor’scher K-Theorie und Galoistheorie.

2. Schritt. Man reduziert die Giiltigkeit der Bloch-Kato-Vermutung iiber beliebigen Kérpern
auf die Giiltigkeit iiber Korpern der Charakteristik null, d.h. auf BK(n, ¢, k) fiir alle Zahlen
n, £ und Korper k der Charakteristik null. Auch dieser Schritt ist eher von klassischer Natur
und benutzt die Konstruktion von Witt-Vektoren tiber Kérpern. Die Reduktion erlaubt im
weiteren Verlauf u.a. die Benutzung von Resultaten, fiir die eine Singularitdtenauflosung fiir

k vorausgesetzt wird.

BK(n, 4, k)

Yk mit chark — 0 |2 BK(n, é') Kor.B3 | BK(n,m)
. Vn V£ prim VnVm

Vn V{ prim

53
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3. Schritt. Man zeigt, dass die Bloch-Kato-Vermutung aus der motivischen Version von
Hilberts Satz 90 folgt. Der Beweis ist damit reduziert auf den Nachweis von

(II1.1.1)  {H90(n, ¢, k) fiir alle Kérper k mit char k = 0 und Zahlen n,¢ € N mit ¢ prim} .

Dieser Teil benutzt wesentliche Resultate aus der motivischen Kohomologietheorie wie die
Aquivalenz zwischen Bloch-Kato-Vermutung und Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung. Der
Grundstein hierfiir wurde von Voevodsky und Suslin in deren Artikel [SV99| gelegt.

H90(n, ¢, k) satz@m | BK(n, £, k)
V k mit chark =0 | (voevopsky) | V& mit chark =0

4. Schritt. Es wird zu einer festen Zahl ¢ die Eigenschaft (I11.1.1]) induktiv nach n bewiesen.
Der Induktionsschritt sieht dabei folgendermaflen aus:

Schritt A. Es wird H90(n, ¢, k) fir ¢-spezielle Korper k mit der zusitzlichen Eigen-
schaft KM (k)/¢ = 0 gezeigt. Aufgrund dieser starken Bedingungen an den Korper k
koénnen wir das Verschwinden von H ™ (k, Zy) fast ausschlieBlich mit klassischen Be-
rechnungen in Milnor’scher K-Theorie und Galoiskohomologie nachweisen. Eine Schliis-
seleigenschaft ist der sogenannte Hilberts Satz 90 fiir KM.

Schritt B. Man konstruiert mittels transfiniter Rekursion zu einem allgemeinen Kor-
per k der Charakteristik null einen Turm (den sogenannten Merkurjev-Turm) von Kor-
pererweiterungen k = k(0 ¢ k(M) ¢ k) ¢ ... sodass k(>) die Bedingungen aus Schritt
erfiillt und ferner die Kohomologiegruppe HoTH" (k, Zp) in HI ((20), Zp) ein-
bettet (und damit verschwindet). Diese Konstruktion stammt urspriinglich von Mer-
kurjev [Mer81] und setzt in der hier besprochenen Variante die folgende Eigenschaft
voraus, auf deren Giiltigkeit die Bloch-Kato-Vermutung somit reduziert wird:

Fiir jeden Korper F' (mit char F = 0) und zu jedem nichttrivialen
Symbol a = {a1,...,a,} € KM (F)/l existiert ein Erweiterungskor-
per F,/F mit den Eigenschaften:

(I1.1.2)
1) Die K-Gruppe von F, zerfillt a, d.h. ap, = 0in KM (F,) /L.

2) Die Restriktion H™'"(F,Zy) — HYT"(Fy, Zpy) st in-
jektiv.
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H90(n, ¢, k)

Vk mit char k = 0 und
o k (-speziell

e KM(k)/t=0

H90(n — 1,£4,k) | Thm EI0
Vk mit chark =0

(VOEVODSKY) H90(n, £, k)
Vk mit chark =0

V¥ k mit char k = 0 3&(°) /k mit

o k() (-speziell

o KMk /e =0

° H;Jrl’n(k‘, Z(f)) — H:t+1’n(k(oo), Z(g))

Transfinite Rekursion
(MERKURJEV)

Thm.

Existenz von Normvarietaten:
VkVae KM(k)/¢ 3X, mit
ea=01in KM(k(X,))/! e
o HI WMk, L) — HET(K(Xy), Zie)
(RosT)

Kettenlemma
(RosT)

5. Schritt. Es wird die Existenz von sogenannten Normuarietiten gezeigt. Zu jedem Kor-
per F und jedem Symbol a = {ai,...,a,} € KM(F)/{ existiert eine Varietit X, mit
gewissen Eigenschaften, sodass der Quotientenkorper F'(X,) die Bedingungen an die Kor-
pererweiterung Fy in erfiillt. Die Konstruktion von Normvarietiten geht wesent-
lich auf Arbeiten von Rost zuriick und benutzt tiefliegende Resultate wie das Kettenlemma

und das Normprinzip. Eine wesentliche Hiirde ist nun der Nachweis der Injektivitdt von
HETVN(FZgy) — HE ™ (F(Xa), Zpy)-
6. Schritt. Es wird gezeigt, dass eine exakte Sequenz der Form

H™ (O (Xa), L)) — Hey " (F, L) — Hey " (F(Xa), Z)

existiert, wobei C (X,) das sogenannte simpliziale Schema zu X, ist. Die Konstruktion hiervon
imitiert Methoden aus der algebraischen Topologie und geht auf Voevodsky zuriick. Die Bloch-
Kato-Vermutung reduziert sich also auf das Verschwinden von H"*'*(C(X,), Zpy)-

7. Schritt. Die Gruppe H”‘H’”(CV'(XQ),Z(@)) wird mithilfe von Milnoroperationen in eine
,hohere* Gruppe H%HQ’%H(CV'(XQ),Z(@) eingebettet, wobei hier b = an__ll_l sei.

8. Schritt. Es wird das Verschwinden der Gruppe H20+2.(+1 (C(XQ),Z(@)) gezeigt. Hierzu
braucht man unter anderem die Existenz des (verallgemeinerten) Rost-Motivs.
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H:t—{_l’n(k‘v Z(@)) — H;+1’n(k(Xg)a Z(f))

|| Jexakte Sequenz
H" M (C(Xy), Zey) — H " (R, L)) — H;—H’n(k(Xa)vZ(Z))

H"’_H’"(CV'(XQ), Z(e)) -0
(VOEVODSKY)

‘ Milnoroperationen (VOEVODSKY) ‘

3 (verallgemeinertes) Spezielle Korres-
Rostmotiv M, pondenz (RoST)

H20+2841(C(X,), Zwy) = 0

(VOEVODSKY) <:’ Normprinzip (ROST) ‘

2. Veranschaulichung der Beweisstrategie am Fall n = 1

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand des Beispiels n = 1 grob, wie der Beweis der Bloch-
Kato-Vermutung strukturiert ist. Auch wenn das Resultat BK(1, m, k) vergleichsweise elemen-
tar bewiesen wurde, kénnen wir eine Adaption des allgemeinen Beweises vornehmen und so
die Isomorphie des Normresthomomorphismus reduzieren auf hochgradig ,nicht-triviale* Ar-
gumente, die fiir allgemeine n eine Schliisselrolle im Beweis spielen. Im Beispiel haben
wir BK(1,m, k) aus Hilberts Satz 90 gefolgert. Wie schon in Abschnitt || erw&hnt, wollen
wir BK(n, ¢, k) allgemein aus H90(n, ¢, k), dem motivischen Hilberts Satz 90, folgern und das
Problem so auf den induktiven Beweis von H90(n, ¢, k) reduzieren.

2.A. H90(1, 4, k) fiir spezielle Korper. Zuerst zeigt man Hilberts Satz 90 fiir Kérper
k mit der Eigenschaft k* = k¢, oder mit anderen Worten k* /k*¢ = KM (k) /¢ = 0. In diesem
Fall kann man zumindest fiir den Fall £ = 2 ohne Benutzung der Trivialitit von HY, (k, Gy,),
was wir letztendlich zeigen wollen, das Verschwinden von HY (k, ) herleiten. Da es in diesem
Abschnitt mehr um die Methoden im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung als um die Aussage
BK(1,¢) (die unabhéngig hiervon mithilfe Korollar bewiesen wurde) selbst geht, wollen
wir der Einfachheit halber annehmen, das folgende Resultat ohne Hilberts Satz 90 beweisen

zu konnen.

2.1. Satz. Angenommen es gilt k*/k*¢ = 1. Dann gilt H (k, 1¢) = 0.
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2.2. Bemerkung. Nehmen wir (im Fall £ = 2) zusétzlich an, dass jede endliche Erweiterung
von k vom Grad 2V fiir eine ganze Zahl v > 1 ist, so folgt zusammen mit k*/ k*? =1, dass
keine endliche Erweiterung von k existiert, da man zu Erweiterungen von besagtem Grad stets
eine quadratische Zwischenerweiterung findet, welche von einem Element aus k*\ k* 2 kommen
miisste. Somit ist in diesem Fall k algebraisch abgeschlossen und die Identitit HY (k, ug) = 0
folgt aus der Tatsache, dass die absolute Galoisgruppe von algebraisch abgeschlossenen Kor-
pern trivial ist. Man sagt beziiglich der eingangs angenommenen Eigenschaft, der Kérper k
sei 2-speziell. Diese Eigenschaft , ¢-speziell* spielt im entsprechenden Schritt des allgemeinen
Beweises (vgl. Abschnitt , wo n > 2 und £ beliebig sind, eine wesentliche Rolle.

Wir betrachten nun erneut die lange Kohomologiesequenz zur Kummersequenz:
e A
(I11.2.1) kT k2 HY (k) — Hy (k,Gr) =5 HY (K, Gr) — -

Das Verschwinden von H(, (k, ) impliziert mithilfe der Exaktheit die Injektivitit von
HY (k,Gn) =% HL (k,Gy,). Wir sind an einer Version dieses Resultats mit lokalisierten Koef-
fizienten interessiert. Aufgrund der Exaktheit des Funktors —®zZ): Ab — Ab bleibt die In-
jektivitit unter dessen Anwendung erhalten. Desweiteren sind die Gruppen HY (k, G,) ®z Ly
und HY (k,Gm ®z Z(g)) kanonisch isomorph. Schreiben wir Gy, ) fiir Gm ®z Z(y), so induziert
die Multiplikation mit ¢ also einen Monomorphismus auf HY (k, Gy g). Wir wollen die Se-
quenz

Wi L t
o Hey (k, Ginge)) = Hey (k, Gagr) — -+

als ein (mit N indiziertes) induktives System betrachten. Da die Funktoren H (k,—) und
— ®z Zgy mit direkten Limites kommutieren, gilt

lim He (k, Gin(r)) = Hey (k. Gm ®7 1 Zy) ),
wobei der Limes auf der rechten Seite von dem mit natiirlichen Zahlen indizierten System
i Wi Wi
kommt.

2.3. Lemma. Es gilt lim(- - < Z N Ly ) =Q.

BEWEIS. Wir betrachen Z, als Teilmenge von Q und definieren hng(g) — Q folgender-
maflen: Die Klasse eines Elements é aus der v-ten Kopie von Z) bilden wir ab auf sl%' Man
pruft leicht, dass dies ein wohldefinierter Isomorphismus ist. ]

Folglich haben wir ligHelt(k,(Gm(g)) >~ Hl (k,Gn ® Q) = 0. Da in induktiven Systemen
mit injektiven Morphismen die kanonische Abbildung von Objekten in den Limes wieder
injektiv ist, folgt hiermit die Behaupung;:

2.4. Korollar. Wir haben H, (k, Gy,(¢)) = 0 fiir alle Krper k mit der Eigenschaft k* = k<f.0



58 III. SKIZZE DES ALLGEMEINEN BEWEISES

2.B. H90(1, ¢, k) fiir allgemeine Korper. Wir nehmen nun an, dass nichttriviale Ele-
mente in k£*/ k*¢ existieren. Sei a € k* der Vertreter eines nichttrivialen Elements in k* / kXt
Die Korpererweiterung k(y/a)/k ist dann zyklisch von Ordnung ¢, und es gilt a € k(%)xg,
d.h. die Klasse von a in k(\/a)" /k(/a) “* Verschwindet. Wir méchten diese Konstruktion ge-
wissermaflen ,wiederholen“, bis wir einen Erweiterungskorper k' erhalten, sodass die Klasse
von jedem Element a € k\ k** in (K')* /(K )Xe verschwindet. Die Grundlage hierfir liefert uns
der Wohlordnungssatz (siehe z.B. [Dei04, Kap. II, Abschn. 5]), der besagt, dass jede Menge
wohlgeordnet werden kann. Sei Rep(k*/ kxe) eine feste Menge von Vertretern von Elementen
in k*/ k** bestehend aus einem Vertreter fiir jede Klasse. Wir wéhlen eine Wohlordnung <y,
auf der Menge Rep(k*/ /{:XZ), die damit ordnungsisomorph zu einer Ordinalzahl k ist, d.h. es
existiert eine Bijektion

a: {\| A < k Ordinalzahl} +— Rep(k* /k*"),

sodass die Relationen A\ < g und a(\) <g a(p) dquivalent sind. Schreiben wir ay fiir a()), so
ist Rep(k*/k**) die Menge {a) € k* | A < x}. Wir konstruieren &’ nun mithilfe des Prinzips
der transfiniten Rekursion. Zu jeder Ordinalzahl A < x mdéchten wir einen Kérper k) definiert
haben, sodass die Klasse von ay in k)*/ Ky verschwindet. Sei ko = k und ky = k(Yar). Wir
miissen zwischen Nachfolgerordinalzahl und Limesordinalzahl unterscheiden. Ist A der Nach-
folger einer Ordinalzahl, die wir formal mit A — 1 bezeichnen, so setzen wir ky = kx_1(Yay).
Falls A ein Limes ist, so sei k) = (hgl ku)(¢/ax), wobei der hﬂ k, die Vereinigung aller Kérper
k,, mit o < X ist. Wir haben also eine wohlgeordnete Menge von Kérpererweiterungen (k)
mit k) < k,, fiir alle Ordinalzahlen A,y mit A < p.

A<k

2.5. Satz. Sei k ein beliebiger Koérper. Angenommen fiir jeden Koérper F' und jedes Element
a € F*\ F*% ist die Restriktion

Helt (Fa Gm(@)) — Helt (F(\[ya)a Gm(@))
injektiv. Dann existiert eine Korpererweiterung k'/k, sodass gilt:

1) Die Klasse von jedem Element a € k* \ k*¢ verschwindet in (k')*/ (k' )Xé.
2) Die Restriktion HY (k, Gpyp)) — Hei (K, G(p) ist injektiv.

BEwEIs. Wir setzen k' = h%m A<k k. Die erste Eigenschaft ist damit klar, liegt ein Element
a € k* \kxf in der von ay représentierten Klasse in k*/ k¢, so verschwindet die Klasse
von a bereits in k) und folglich in k’. Fiir die zweite Eigenschaft bemerken wir, dass die
Kohomologiegruppen Helt(kA,Gm(g)) indiziert mit der Menge der Ordinalzahlen kleiner als
k zusammen mit Restriktionsabbildungen resy,, als Morphismen ein induktives System
bilden. Wir wollen zeigen, dass jede Restriktionsabbildung in diesem System injektiv ist.
Dazu verwenden wir transfinite Induktion nach der Menge aller Ordinalzahlen A kleiner als
K.
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2.6. Lemma. Fiir alle Ordinalzahlen A < x gilt, dass die Restriktion
Hey (ks Gmge) — Hey (Fx, Grno)
injektiv ist fiir alle p < A.

BEWEIS VON LEMMA 2.6l Die Behauptung im Induktionsanfang (A = 1) folgt unmittel-
bar aus der Voraussetzung in Satz [2.5] Ebenfalls aus dieser Annahme folgt die Injektivitét
von resy, sk, _, im Induktionsschritt fur Nachfolgerordlnalzahlen A. Aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt damit die Injektivitét von resy, /s, fir alle pp < A.

k,uv Gn{ (k)\v Gm(f))
HY (ka-1, G ()

Es muss noch der Induktionsschritt fiir Limesordinalzahlen durchgefiihrt werden. Sei also
A eine fest gewahlte solche Ordinalzahl. Erneut betrachten wir die Kohomologiegruppen
HL (ku,Gm(g)) zusammen mit Restriktionsabbildungen als induktives System, diesmal in-
diziert mit den Ordinalzahlen p kleiner als A. Nach der Induktionsvoraussetzung sind alle

Restriktionen resy, /x, mit 11 < A injektiv. Folglich sind die kanonischen Abbildungen

(I11.2.2) He (ki Giney) — limy,  Hey (K, Ginge)
injektiv fiir alle ;1 < A. Desweiteren vertauscht H" (—, A) = H}} (—, Fa) mit direkten Limites:
H*(lim F}, A) = m Gal((F})sep/ F;
(limg = Ln ((Fi)sep/ Fi), A)
= IEH (Gal((Fz)sep/Fz)7 )

= lim H"(F;, A).

Der Korper k) ist nach Definition (hg ku)(¢ay), wobei der Limes iiber p < A lauft. Damit
folgt wieder aus der Voraussetzung von Satz zusammen mit ([I1.2.2) die Behauptung.

et k,uv Gm(ﬁ)) I He}t (k)\v Gm(f))

/

e}t (hg k,u'a Gm(f)

T

0

FORTSETZUNG DES BEWEISES VON SATZ [2.5] Mit denselben Argumenten wie im Beweis
des Lemmas soeben sind nun alle Restriktionsabbildungen von Hg; (kx, Gy (g) in den Limes
HL (lg ks Gu(e) = Hgy (K, Gyy(p)) injektiv. Insbesondere gilt dann die zweite Eigenschaft.
([l

Der Korper k', den wir so konstruiert haben, erfiillt nicht zwangsldufig die Bedingung
(k") /(K )Xz = 1, denn wir haben lediglich sichergestellt, dass jedes Element von k eine /-te
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Potenz in £’ ist. Um einen Korper zu erhalten, der die gewiinschte Eigenschaft aus dem ersten
Schritt besitzt, wiederholen wir diese Konstruktion und gehen zum direkten Limes iiber.

2.7. Satz. Sei k ein beliebiger Korper. Wir definieren einen Turm von Koérpererweiterungen
O - (D) -2 ~ ...

rekursiv durch k(¥ = k und k0t = (k:(i)), fir alle ganzen Zahlen i > 0. Dann erfiillt der

Vereinigungskorper k(%) = liglk(i) die Eigenschaften:

1) ko) /R = 1,
2) Die Restriktion HY (k, Gynp)) — Ha (k:(oo),Gm(g)) ist injektiv.

BEWEIS. Der erste Punkt ist klar, da jedes Element a € k(>) aus einem der Korper k()
kommt und damit eine ¢-te Potenz in kUt < k() ist. Die zweite Eigenschaft folgt mit
demselben Argument wie die entsprechende Eigenschaft in Satz ([l

2.C. Injektivitit von HL (F, Gm)) — H! (F(Ya), Gm(e))- Im vorigen Abschnitt
haben wir den Beweis von HJ (K, Gm(g)) = 0 reduziert auf die Injektivitdat der Restriktion

HY (F, Gpp) — Hy(F(Va),Ge))

fiir jeden Korper F' und jedes Element a € F* \ F <t An diesem Punkt miissen wir zu allge-
meineren Objekten {ibergehen. Man kann den Begriff der étalen Kohomologie von Schemata
erweitern auf simpliziale Schemata, also simpliziale Objekte in der Kategorie von Schemata.
Wir sind besonders interessiert am Cech-simplizialen Schema ¥, = C'(Spec F(/a)) gegeben
durch

(x(l)n — (Spec F(%)) X(TL+1)
zusammen mit Flachen- bzw. Randabbildungen induziert von den kanonischen Projektions-
bzw. Diagonalabbildungen. Die Kohomologie Helt(—, Gm(@) von X, stimmt dann mit der von

k, d.h. Spec k, iiberein. Eine Nachahmung von Konstruktionen aus der algebraischen Topologie
liefert ein kommutatives Diagramm der Gestalt

ﬁelt (%a/ SpecF({/&), Gm(ﬁ)) - He}t (%me(ﬁ)) —_— Helt (F(\lya)a Gm(ﬁ))

T T T

Hyis(Xa/ Spec F({/a), Gy p) —— HYi (X0, G(r)) —— Hyis(F /@), Gue))-

Die Zeilen kommen dabei von einem exakten Dreieck (in einer geeigneten triangulierten Ka-
tegorie simplizialer Schemata) der Form

Spec F(y/a) = X, — X,/ Spec F(y/a) — Spec F (y/a)[1].

Die vertikalen Homomorphismen sind induziert von der natiirlichen Einbettung étaler Gar-
ben in Nisnevich-Garben. Nun verschwindet die Gruppe Hy;, (F (\/a), Gyy(¢)) unten rechts (vgl.
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Lemma [I12.11]), und der erste senkrechte Pfeil ist ein Isomorphismus. Unter diesen Voraus-
setzungen folgt leicht, dass die Teilsequenz in der Horizontalen aus dem obigen Diagramm

Helt (Fv Gm(f))

T res
zﬂ Sug
-

Hl%lis (%av Gm(ﬁ)) E— Helt (%a’ Gm) — Helt (F(\%), Gm(ﬁ))

exakt ist. Die Injektivitat der Restriktion reduziert sich damit auf das Verschwinden der
Gruppe Hy;, (X, Gm(g)). An dieser Stelle beenden wir die Demonstration der Beweisstrategie
am Fall n = 1, da keine elementare Herleitung dieses Resultats vorliegt. In Kapitel [[T]] wird
auf den allgemeinen Fall eingegangen.

3. Elementare Reduktionen und Vereinfachungen

Die folgenden beiden Lemmata nach Bruno Kahn |[KahO05, Prop. 4] zeigen, warum es
geniigt, die Bloch-Kato-Vermutung nur modulo ¢ fiir alle Primzahlen ¢ > 2 zu beweisen.

3.1. Lemma. Seien mq,mo > 2 teilerfremde Zahlen, sodass die Charakteristik von k das
Produkt mms nicht teilt. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 0 folgende Aquivalenz:

BK(n,mime, k) <= BK(n,mi, k) und BK(n,ms,k).

BEWEIS. Wir schreiben im Folgenden i, fiir die Gruppe pi, (ksep), die als abelsche Grup-
pe (aber nicht als Galoismodul) isomorph ist zu Z/m. Unter unseren Voraussetzungen sind
die Gruppen fim,m, Und fiy,, X fmy, kanonisch isomorph (siche z.B. Lang |Lan65| S. 204]).
Mit der offensichtlichen Gal(ksep/k)-Operation auf fi,,, X fim, ist dies eine Isomorphie in der
Kategorie der Galoismoduln. Hieraus folgt zusammen mit der Trivialitdt von fiy,, ®7 ftm,, dass
die Gal(ksep/k)-Moduln (fiym,m,) " und i x p&" isomorph sind. Weiter ist nach dem chi-

nesischen Restsatz ([Lan65, S. 64]) KM (k)/mima = KM (k)/mq x KM (k)/ma. Wir erhalten

so das kommutative Diagramm

77;7711 mo,k
K (k) fmamo — HE (k. pipttms,)
zi llz
K%(k)/ml X Kéw(k?)/mg W Hﬁ(ka/i%?) X H&(k,ﬂ??;‘)
m1,k mao,k
Hieraus folgt unsere Behauptung. O

3.2. Lemma. Sei ¢ > 2 prim und k ein Koérper der Charakteristik char k # £. Dann gilt die
Implikation

BK(n —1,¢,k) und BK(n,l, k) = BK(n,¢", k) fir alle v > 1.
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BEwEIS. Nach Korollar [[II1.9] geniigt es, die Aussage fiir solche Korper k zu beweisen,
die eine primitive /-te Einheitswurzel ¢ beinhalten. In diesem Fall gilt fiir alle Zahlen m, die
nicht von char k geteilt werden, die Isomorphie

pt 2L @y Rz LT/

als Galoismoduln. Wir nehmen induktiv an, die Aussage sei bewiesen fiir v — 1. Die kurze
exakte Sequenz
0—Z/" ' 57/ — 7/ —0

induziert eine lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen. Wir haben das folgende Dia-

gramm

KM (k)0 — 0 My et L My e KM (R J—— 0

n

1 n
Nk l nevl,kl 777‘%\[ n?kl

HY ™ (k, 2)0) —— HE(k, Z/0™Y) —— HE (k, Z/0") —— HE (k, Z/0)

wobei der Homomorphismus ¢ die Komposition von der Multiplikation mit der Klasse [(] in
HY (k,Z/¢) =2 7Z/¢ und dem Bockstein-Homomorphismus

6: Hi Y(k,Z/0) — HZ (k,Z/¢"1)

zu obiger Sequenz ist. Man kann zeigen, dass damit die untere Sequenz immernoch exakt ist.
Die obere Sequenz ist ebenfalls exakt aufler vielleicht an der Stelle K2 (k)/¢*~1. Wegen

{ala"'aan—hC}'E: {alw"aan—lace} = {ala"‘7an—171} =0

liegt aber zumindest das Bild der Multiplikation mit {¢} im Kern der ¢-Multiplikation
KM(k) /=1 — KM (k)/¢”. Desweiteren ist das Diagramm kommutativ. Nach unseren Vor-
aussetzungen sind zudem die vertikalen Pfeile an der ersten, zweiten und vierten Stelle Iso-
morphismen. Mit einer Diagrammjagd analog derer aus dem Beweis des Fiinferlemmas folgt

die Behauptung. O

3.3. Korollar. Gilt BK(n, ¢, k) fiir alle Primzahlen ¢ # chark und fiur alle n € N, so gilt
auch BK(n, m, k) fir alle natiirlichen Zahlen m, die kein Vielfaches von char k sind, und fir
alle n € N.

BEWEIS. Sei m = ngl 0" die Primfaktorzerlegung von m. Somit gilt fir festes n
BK(n,¢;, k) und BK(n —1,¢4;,k) firallei=1,...,j
B2 BK(n, 0™ k) firallei=1,...,]
EL BK(n,m, k). O
Eine weitere Reduktion erlaubt es, sich im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung auf den
Fall eines Korpers der Charakteristik null zu beschrénken.
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3.4. Lemma. Die Eigenschaft BK(n,/, k) fir alle Kérper der Charakteristik null und alle
Zahlen n impliziert bereits BK(n, ¢) fir alle n.

BEWEISSKIZZE NACH [Voe96| 5.2]. Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0. Mithilfe
von Satz [T[I.§ kann man annehmen, dass k perfekt ist. Sei L der Quotientenkorper vom Ring
der Witt-Vektoren iiber k. Dieser ist ein diskret bewerteter Kérper der Charakteristik null
mit Restklassenkorper k. Es existiert dann ein kommutatives Diagramm

~

KMyt — KM (L))t 0 Sy

ﬂZkJ "ZJEILZ ank

HE (ki) — HEP (Lo ") s HE (k™).

~

wobei die Abbildungen 0 die zahmen Symbole beziiglich einem Primelement 7 der Bewertung
bezeichnen (vgl. Abschnitt in Kapitel [[| fiir Milnor’sche K-Theorie sowie [GS06, Abschn.
6.8] fiir die Galoiskohomologie) und die Abbildungen h im Wesentlichen gegeben sind durch
Multiplikation mit der Klasse von 7 (vgl. Abbildung h, im Beweis von Satz . Die
Komposition von 0 nach h ist die Identitat auf der jeweiligen Struktur, und der mittlere ver-
tikale Pfeil ist ein Isomorphismus nach Voraussetzung. Die Aussage folgt dann mit demselben
Argument wie im Beweis von Satz O
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4. Hilbert 90 impliziert Bloch-Kato-Vermutung

H™"(F,Z/t) —— H"(F,Z/()
n+1,n
Het+ (k’ Z(E)) =0 zl JIZ
ng g

Vk mit chark =0
KM(F)/t —— HZ,(F, p™)

O%Z(g) HQ‘}Q/Z(Z) — 0

0= Z/0— Q/Zuy =5 Q)L =0 |—

HP™ (F,Q/Z)) — HE™ (F,Q/Z))

KM (k Loy — HE(k,Q/Z —
(k) ® Q/Z) Lk Q/Z0(m) ==, ek — 0 und e < 1

Theorem von
SUSLIN-VOEVODSKY

Im diesem Abschnitt soll skizziert werden, wie die Bloch-Kato-Vermutung aus der moti-
vischen Version von Hilberts Satz 90 folgt. Sofern nicht anders erwéhnt, bezeichne k einen
fest gewdhlten Korper der Charakteristik null.

4.1. Satz. Sei n eine natiirliche Zahl und ¢ > 2 eine Primzahl. Dann gilt folgende Implika-
tion:
H90(n, ¢, F') fir alle endliche erzeugten Erweiterungen F'/k.
= BK(n,/, F) fur alle endliche erzeugten Erweiterungen F'/k.

Der Beweis benutzt im Wesentlichen die folgenden beiden Aspekte: zum einen die Interpre-
tation von motivischer Kohomologie beziiglich Milnor’scher K-Gruppen (Satz bzw.
étaler Kohomologiegruppen (Lemma [[J[2.18), und zum anderen das Hauptresultat (Theo-
rem 5.9) von A. Suslin und V. Voevodsky in [SV95|, welches die Aquivalenz zwischen der
(schwachen Version von) Bloch-Kato-Vermutung und der Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung
zum Vergleich der motivischen Kohomologiegruppen in Nisnevich und étaler Topologie zeigt.
Hierzu sei m: (Spec k)., — (Spec k)y;s der kanonische Morphismus zwischen Siten und B /¢(q)
der Komplex 7<,Rm,m*Z/{(q).

4.2. Theorem (Suslin-Voevodsky). Angenommen fiir alle endlich erzeugten Kérpererweite-
rungen ist der Normresthomomorphismus KM (F)/¢ — HZ (k, ") surjektiv. Dann ist durch
den kanonischen Morphismus

Z/t(n) — B/t(n)

ein Quasiisomorphismus zwischen Komplexen gegeben.
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Obwohl dieses Resultat aus dem Jahre 1995 stammt und damit in der Frithphase von Voe-
vodskys Arbeit am allgemeinen Beweis der Bloch-Kato-Vermutung formuliert wurde, ist der
Beweis keineswegs trivial und setzt Kenntnisse in algebraischer Geometrie und Vertrautheit
mit motivischer Kohomologietheorie voraus. Suslin und Voevodsky beweisen dieses Resultat
allgemeiner fiir beliebige Koérper k& mit Singularitdtenauflésung. Thomas Geifler und Marc
Levine gelang in [GLO1] ein Beweis génzlich ohne Bedingungen an der Korper k. Allerdings
benutzten sie im Gegensatz zu Voevodsky und Suslin eine Definition von motivischer Kohomo-
logie durch héhere Chow-Gruppen, deren Aquivalenz zur klassischen Definition zum damali-
gen Zeitpunkt eben nur fiir Kérper mit Singularitdtenauflosung bekannt war (siehe [VSFO00])
und erst in [MVWO06, Thm. 19.1] fiir allgemeine Korper bewiesen wurde.

Aus technischen Griinden empfiehlt es sich, das Theorem fiir Q/ Zgy-Koeffizienten zu for-
mulieren, was laut Voevodsky (siehe [SV95| S. 29 unten]) mit derselben Technik zu beweisen

ist, wie das urspriingliche Theorem mit Z/¢-Koeffizienten.

4.3. Theorem (Suslin-Voevodsky — Q/Z)-Koeffizienten). ~Angenommen fiir alle endlich
erzeugten Korpererweiterungen ist die durch den Normresthomomorphismus induzierte Ab-
bildung K} (F) ®@z Q/Zy — HY(k,Q/Zg)(n)) surjektiv. Dann ist durch den kanonischen
Morphismus

Q/Zy(n) — T<nRmm*Q/Z4) (n)
ein Quasiisomorphismus zwischen Komplexen gegeben. Insbesondere ist fiir jedes glatte Sche-
ma Uber k£ und jede Zahl p < n durch

HP™M(X,Q/Zgy) — Het" (X, Q/Zp))

ein Isomorphismus gegeben.

Wir fassen im folgenden Lemma einige elementare Aussagen im Zusammenhang mit

Q/Zy) zasammen.

4.4. Lemma. Sei ¢ eine beliebige Primzahl und v € N. Es gilt dann:

1) Fiir Elemente T + Zy) € Q/Z ) existiert stets ein Vertreter der Form &+ Zp €
Q/Zy) mit ganzen Zahlen ¢ und p > 0.

2) Q/Zy =lim  Z/1".

3) Die Sequenz 0 — Z/{" — Q/Z 54 Q/Zy — 0, bei der der zweite Morphismus
durch t + 7 — g% + Zy) gegeben ist, ist exakt.

BEWEIS. Die folgenden Berechnungen sind allesamt elementar und enthalten keinerlei

erwahnenswerter Ideen. Der Beweis kann also ohne weiteres iibersprungen werden.
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Fir £ € Zy ist die Aussage trivial (¢ = 0, u beliebig). Sei also © € Q \ Z(y) mit
teilerfremden ganzen Zahlen r, s. Dann existiert ein g > 1 mit s = ¢#s’, sodass ¢ kein
Teiler von s ist. Da die Zahlen r, s’ und ¢ teilerfremd sind, existieren ganze Zahlen
t und w mit r = §'t + ¢*u. Damit folgt:

root  r—st ltru wu

s o ey ppg!

Durch Z/¢ -5 ZJ0* 55 70> % ... ist ein induktives System mit injektiven Mor-
phismen gegeben. Wir notieren das Bild von z + £“Z in lim Z JOF mit [z + ¢YZ]. Es
gilt nach Definition des direkten Limes [z + (¥Z] = [("z + (*V7Z]. Wir setzen unter
Beriicksichtigung von 1)

U Q/Zgy — Um Z/ 1"

ELM — [t + MZ).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass ¢ ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus
ist, also nicht von der Wahl der Zahlen ¢ und p abhéngt. Durch den Homomorphismus
[t + (FZ] — ZL# ist offensichtlich die Umkehrabbildung gegeben.

Es gilt genau dann eiv € Zy), wenn ¥ ein Teiler von ¢ ist, also wenn ¢ + (VZ = ("7
gilt. Somit ist die Sequenz an der ersten Stelle exakt. Fiir die Exaktheit an der
zweiten Stelle ist die Inklusion im C ker wegen t + ¢"Z — ¢ + Z) = Z(y) klar. Sei
also & + Zyy € ker(— - /1 Q/Zyy — Q/Zy), dh. 5t € Z). Im Falle p < v ist
E%—G—Z(g) = %—1—@4) das Bild von ¢ ~#t+£"Z. Im Falle u > v ist £#7" ein Teiler von
t, d.h. wir haben t = /7%, In diesem Fall ist dann z% + Zy) das Bild von t'+ V7.
Die Exaktheit an der dritten Stelle ist wieder offensichtlich, da Z% +Zy) = Z,{% +Zy)
gilt. g

Fir den Beweis von Satz [£.1] arbeiten wir mit den beiden kurzen exakten Sequenzen
0= Zy = Q= Q/Zy — 0und 0 — Z/l — Q/Zy 5 Q/Zy) — 0. Diese dienen
als Bindeglied zwischen lokalisierten Koeffizienten Z) und endlichen Koeffizienten Z/¢. Wir
haben zum einen das kommutative Diagramm aus den langen Kohomologiesequenzen zur

ersten kurzen exakten Sequenz

H"™(X,Q) —— H™™(X,Q/Zg)) — H™ (X, Z)) — H™ (X, Q)

| J | |

HY'(X,Q) — HY™(X,Q/Zyy) — HIPM(X, L) —— HETY(X, Q)
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Der erste und vierte vertikale Pfeil sind dabei nach Lemma [[I}[2.14] Isomorphismen. Zum
anderen induziert die zweite kurze exakte Sequenz das Diagramm

H" 1 (X,Q/ %) — Hi " (X,Q/Zqp)

H"™ "X, Q/Zgy) —— He " (X, Q/Z)

(I11.4.2) H"™(X,7Z)0) ——— Hy"(X,Z/0)

HMM (X, Q/20) — " (X, Q/2)

H"(X,Q/Z) — He" (X, Q/Zp))

BEWEIS VON SATZ [4.1]l Angenommen es gilt die Eigenschaft HI90(n, ¢, F) fiir alle endlich
erzeugten Erweiterungen F'/k. Aus dem Diagramm ([[II.4.1)) entnehmen wir das Teildiagramm
fiir X = Spec F

H™"(F,Q) — H""(F,Q/Zy)
zl l
HYM(F,Q) —— HY"(F,Q/Zy) —— HLTV(F, Zgpy) = 0.

Es folgt elementar, dass H™" (F,Q/Z) — Hy" (F,Q/Zy) surjektiv ist fiir alle F//k. Dieser
Homomorphismus stimmt mit dem Normresthomomorphismus mit Q/ Zpy-Koeffizienten, also

KM(F) ® Q/Zyy — HY(F,Q/Zy)

tiberein. Mit dem Theorem von Suslin-Voevodsky (Thm. erhalten wir nun, dass durch
die kanonischen Abbildungen

HPM(F,Q/ L)) — Hel" (F,Q/Zp)

Isomorphismen sind fiir p < n. Das Diagramm ([11.4.2) fiir X = Spec F' liefert mit dem
Fiinferlemma schliellich sofort

H"(F,Z/0) —— HY" (F,Z/0)
z]mm mm[z
KM (F) /€ —— HE(F, pi™)
Mo,k

fiir alle F'/k, d.h. es gilt BK(n, ¢, F') fiir alle F'//k endlich erzeugt. O
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4.5. Korollar. H90(n, ¢) impliziert BK(n, ¢). Weiter impliziert H90(n, ¢, k) fur alle Kérper
der Charakteristik null, dass BK(n, ¢, k) fiir alle Koérper der Charakteristik null gilt. O

5. Hilbert 90 fiir ¢-spezielle Kérper mit KM (k)/¢ =0

In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie im induktiven Beweis der Eigenschaft
{H90(n, ¢) fiir alle n € N} die Aussage H90(n, ¢, k) fir eine feste Zahl n > 2 und einen belie-
bigen Korper k der Charakteristik null mit den Eigenschaften

1) k ist f-speziell, d.h. jede endliche Erweiterung von k£ hat Grad ¢ fiir ein v > 0.

2) KM(k)/t=0.
aus der Eigenschaft HI0(n — 1,¢) abgeleitet wird. Die erste Eigenschaft liefert uns viele tech-
nische Argumente in den Berechnungen mit Milnor’scher K-Theorie und Kohomologie. So
wird zum Beispiel die Gruppe KM (E) einer endlichen zyklischen Erweiterung L/k bereits
von Elementen einer ganz bestimmten Form erzeugt (Lemma unten). Zudem hat die Ko-
homologiegruppe H (k,5") in diesem Fall die einfachere Gestalt HZ (k,Z/{). Die zweite
Eigenschaft impliziert das Verschwinden der Kohomologiegruppe H (k,Z/¢), da wir — wie
spéter im Beweis von Satz|5.9| dargestellt — fiir jedes Element « in H; (k,Z/¢) zeigen kénnen,
dass es im Bild einer iiber KM (k)/¢ spaltenden Abbildung liegt.

JAbb. mit a€im n
’ Het(

H Y (k,72)0) k,Z/0) >

e, %
o 2,k

KM(k)/¢ =0

Wir erinnern zunéchst an einige Definitionen und fithren ein paar generelle Resultate an.
Die néchsten beiden Punkte zitieren [EKMO8, Prop. 101.15 und 101.16].

5.1. Definition & Lemma. Ein Korper k heifit £-speziell, falls jede endliche Erweiterung
L/k vom Grad ¢” fiir ein v € N ist. Es existiert dann stets ein Turm von Korpererweiterungen

k=kCckcC---Ck,=1L
mit [ki:ki—l} =/.

BEWEIS. Da wir voraussetzen, dass k von Charakteristik null ist, ist jede endliche Abbil-
dung separabel. Sei k- der normale Abschluss von L/k. Aus der Definition von ¢-speziellen
Korpern folgt zusammen mit dem Hauptsatz der Galoistheorie sofort, dass die Galoisgruppe
Gal(knor/k) eine pro-¢ Gruppe ist. Somit existiert nach den Sylow-Sdtzen eine Kette von
Gruppen

Gal(knor/k) = Hy D Hy O --- D H, = Gal(kpor/L),

H;

- erfilllen dann die

sodass der Index von H; in H;_; gerade ¢ betrigt. Die Korper k; = k
Behauptung. O
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5.2. Definition & Lemma. Sei k£ ein Korper der Charakteristik null. Dann existiert eine
Korpererweiterung L/k, sodass gilt:
1) L ist ¢-speziell.
2) Fiir jeden Zwischenkorper &k C F' C L mit F/k endlich gilt, dass ¢ den Grad [F : k]
der Erweiterung nicht teilt.

Der Korper L ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heifit £-spezieller Abschluss

von k.

BEWEIS. Sei kgep der separable Abschluss von £, A eine ¢-Sylowuntergruppe der absoluten
Galoisgruppe Gal(kgep/k) und L = ksAep der Fixkorper von kg, unter Automorphismen von

A. Dann erfillt L die obigen Eigenschaften. d

5.3. Lemma. Sei k ein (-spezieller Korper und E/k eine zyklische Erweiterung vom Grad /.
Dann wird KM (E) erzeugt von Elementen der Form {b, as, ...,a,} mit b€ E* und a; € k*.

BEWEIS. Die Erweiterung E hat die Gestalt k({/a) fiir ein a € k< \ k**. Sei 7 € k[T] das
Minimalpolynom von a und ¢ die Klasse von T in E = k[T]/(x). Aus Korollar folgt,
dass KM(E) als KM (k)-Modul erzeugt ist von Elementen der Form {mi(c), ..., (c)} mit
irreduziblen, normierten Polynomen 7;, fiir deren Grade 1 < degm; < ... < degm, < £ —1
gilt. Da nach Voraussetzung keine endlichen Erweiterungen vom Grad < ¢ — 1 existieren, gilt
degm = 1 und r = 1. Somit gilt KM (FE) = KM (k)@ {ri(c)}- KM (k), woraus die Behauptung
folgt. g

5.4. Lemma. Sei k ein (-spezieller Kérper. Dann gilt HZ (k, uy") = HZ (k, Z/¥).

BEWEIS. Der Korper k enthilt die Gruppe pg(k,) der {-ten Einheitswurzeln, da sonst

sep

die Erweiterung k(¢)/k fiir eine primitive ¢-te Einheitswurzel ¢ € kJ, endlich von Grad

sep

¢ — 1 wire, was nach Voraussetzung nicht moglich ist. Somit ist ps (k) als Galoismodul

sep

isomorph zum trivialen Modul Z/¢ und folglich auch p (k) ®" =~ 7,/0 wegen der natiirlichen

Isomorphie Z/r ®z Z/s = 7./ ggT(r, s). O
5.5. Lemma. Sei a ein beliebiges Element von HZ (k, uy™). Dann existiert eine endliche
Erweiterung E/k mit ap = resg (o) = 0 in H (E, p;™). (Ohne Beweis.)

Der Schliissel zum Beweis von H90(n, £, k) liegt in der folgenden Eigenschaft, deren Giil-

tigkeit von eigenem Interesse ist.

5.6. Definition (Hilberts Satz 90 fiir KM). Sei E/k eine zyklische Erweiterung von end-
lichem Grad und o ein Erzeuger von Gal(E/k). Mit 1 — o bezeichnen wir die Abbildung
KM(E) — KM(E), die einen Erzeuger a = {a1,...,a,} abbildet auf a — o(a), wobei
o(a) = {oa,...,0a,}. Wir bezeichnen die Exaktheit der Sequenz

KM(E) =2 KM (B) —E5 KM (k)

als Hilberts Satz 90 fiir Kflw
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Fiir n = 1 stimmt die Sequenz KM (F) =% KM(E) BELZIN KM (k) mit der aus
iiberein. Somit kénnen wir Hilberts Satz 90 fiir KM als eine natiirliche Erweiterung des
klassischen Satzes auf hohere Milnor’sche K-Gruppen ansehen.

5.7. Lemma. Angenommen es gilt H0(n — 1,¢). Sei E/k eine zyklische Erweiterung vom
Grad ¢ und o ein Erzeuger von Gal(E/k). Dann gilt Hilberts Satz 90 fiir K2, d.h. die
Sequenz

KM (B) =% KM, (B) =% KM, (k)

ist exakt.

BEWEIS. Siehe Kahn [Kah05, Kor. 15] oder Voevodsky [Voe03a, Kor. 6.11]. O

5.8. Satz. Angenommen es gilt H90(n — 1,¢). Sei k ¢-spezieller Kérper von Charakteristik
null und E/k eine zyklische Erweiterung vom Grad ¢, sodass corg y: KM (E) — KM, (k)
surjektiv ist. Dann ist

KM(E) =% kM(p) 22 kM (k) — 0

n n

exakt.
Der Beweis ist dargestellt nach Bruno Kahn [Kah05, S. 1118].

BEWEIS. Die Surjektivitdt von corgy: KM(E) — KM(k) folgt unter Benutzung der
Transferformel aus der Annahme, dass KM | (E) — KM | (k) surjektiv ist: Ist {a1,...,a,} ein
Erzeuger von KM (k), so existiert ein Element 3 € K ,(E), welches von der Korestriktion
auf {aj,...,a,—1} abgebildet wird. Folglich gilt

{a1,...,an} = corgi(B) - {an} = corg k(B - {an}p) € imcorg .
Um die Exaktheit an der zweiten Stelle zu sehen, zeigen wir, dass corg/, einen Isomorphismus
KM(E)/(1-0)KM(E) — KM (k) induziert, wobei hier (1—0)K(FE) das Bild der Abbildung
1—o bezeichne. Da corp/;, nach dem klassischen Homomorphiesatz auch einen Isomorphismus
KM(E)/ker corg, — K} (k) induziert, folgt hieraus im(1 — o) = ker cor . Damit corg
iiber KM (E)/(1—0)K) (E) faktorisiert, muss das Bild von 1 — o im Kern von corgy liegen.

Dies folgt unmittelbar aus Lemma und der Transferformel: Sei {b, as, ..., a,} ein Erzeuger
von KM(E) mit b € E* und a; € k*. Dann haben wir

corE/k((l —o0){b,az,...,an}) = corE/k({%, ag,...,an})
= {CorE/k(%), ag,...,an}
= {l,ag,...,an} =0
Wir konstruieren nun einen Morphismus in die entgegengesetzte Richtung. Sei
Ky (k) 5 KY(E)/(1— o) K (E)
{a17 cee ,CLn} — B : {a’n}E + (1 - U)KTILW(E%
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wobei 3 € K} |(E) ein Element ist, welches durch cor /, abgebildet wird auf {a1, ..., an—1}-.
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Elements 3. Denn liegt 5 — 8’ im Kern von
Corg/y, so folgt aus der Exaktheit der Sequenz in Lemma dass ein Element v € KM | (E)
mit (1 —o)(y) = 8 — B’ existiert. Folglich gilt

(B=8)Aan}g=(1-0)(7) - {an}g
=7 -{an}p —o(7) -{an}p
=7 {antp —o(v-{an}p)
= (1=0)(y-{an}p) € im(1 - o).

Desweiteren miissen wir die Wohldefiniertheit beziiglich der Relationen in KM (k) priifen. Die
Identitat

o({ar,a0,...,a,}) + ¢({al,az,...,an}) = ¢({ara},az,...,an})

folgt unmittelbar aus der Linearitat der Korestriktion. Sei nun a = {ay,...,a,} ein Element
von KM (k) mit a; + aj = 1 und B - {a,} sein Bild unter ¢. Im Falle i,j < n liegt 3 in
ker corg, = im(1 — o) C K} | (E) und mit dem gleichen Argument wie oben liegt 3 - {an} 5
im Bild von (1 — o). Ansonsten betrachten wir stellvertretend den Fall a; + a, = 1. Gilt
ap = ¢ € k** fiir ein Element ¢ € k*, so verschwindet das Bild von {a1,...,a,} unter ¢ ganz
unabhéangig von der Bedingung a; + a, = 1. Wir haben

corg(B) = {ar,...,an1} =L -{c,a2,...,an 1} = corg/({c,a2,...,an-1}p),
somit kommt 3 — {¢,az,...,an—1} € kercorg, = im(1—o0) C KM | (E) nach Lemmavon
einem Element § € K | (E) und es gilt
B-{an} = (1 —0)(6) +{c,az,...,an-1}) - {an}
=(1-0)() {an} +{c,a2,...,an_1,an}
=(1-
= (

)
V(O -{an})+ (1 —0){c,ag,...,an—1,an}
1—0)(0-{an} +{c,a9,...,an_1,a,} € (1 — o) KM(E).

H
q

Sei nun a; ¢ k**, F = k(/a;), ¢ € F ein Element mit ¢! = a; und L = EF das Kompositum
von E und F'. Dann kommutiert das Diagramm

Li(E)
CV &‘E
T1(k) Kl (L)

K (F)
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und wir erhalten

cory (L) = corg(B)r ={a1,...,an-1}p =L -{c,az2,...,ap-1}
= corp/p({c,a,. .. an1}y).
Also liegt 31, —{c, az, ..., an—1}; im Kern von cory /- und wir haben ein Element ¢ € KM, (L)

mit (1 —0)(8) = Br — {c,a2,...,an-1}. Weiter bildet die Kérpernorm Nf/, das Element
I —cauf 1 — a; ab, was leicht aus der Definition von Ng/(1 — ¢) als Determinante der

Linksmultiplikation mit 1 — ¢ folgt. Damit ergibt sich unter Ausnutzung der Kommutativitit

von
1(E)
ry &E
“1(k) (L)
crork A
K3 (F)

folgende Identitét:

B'{an}E:B'{l_al}E

= - corp ({1 - c})E

= p-corpp({1—ctp)

= corL/E(BL A{1—c};)

= corr p((Br —{c,a2,...,an1}p) - {1 —=c}p)

— corgp((1-0)(8) - {1~ ¢},)

= corpp((L=0)(0-{1-c}p))

= (1 —o)coryp(6-{1—c};) € (1—o)K)(E).
Der Homomorphismus ¢ ist nach Konstruktion offensichtlich ein Schnitt der Korestriktion auf
KM(E)/(1—0) K} (E) und damit injektiv. Desweiteren ist die Komposition von ¢ nach cor
die Identitit auf KM (FE), denn ist {b,as,...,a,} ein Erzeuger mit b € E*, ag,...,a, € k%,
so gilt

COI‘E k

{bas,...,an} + (1 — o) KM (E) —25 {corg({0}), a2, ..., an}
—2 s {bag,...,an} + (1 — o) KM(E),

denn corg,({b, az,...,an—1}) = {corg({b}),as,...,an—1}. Also ist ¢ auch surjektiv und
folglich ein Isomorphismus. g
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5.9. Satz. Angenommen es gilt HY0(n—1, ). Sei k ein ¢-spezieller Kérper der Charakteristik
null mit KM (k)/¢ = 0. Dann:

1) Fiir jede endliche Erweiterung E/k gilt KM (E)/¢ = 0.

2) Es gilt HY (k,Z/¢) = 0.

BEWEIS. Nach Lemma existiert zu jeder endlichen Erweiterung L/k ein Turm von
Korpererweiterungen k& = ko C --- C ky, = L mit der Eigenschaft [k;y1 : k;] = £. Weiter
folgt mit dem Turmsatz sofort, dass jede endliche Erweiterung eines f-speziellen Korpers
wieder (-speziell ist. Daher geniigt es bei 1) den Fall zu betrachen, dass E/k eine zyklische
Erweiterung vom Grad ¢ ist, woraus induktiv die Behauptung folgt. Es existiert dann also ein
a € k* mit E = k(/a). Wir haben unter Benutzung von Lemmadas folgende kommutative

Diagramm:

M COI‘E/k M {a} M
Kp=1(B) /6 ——— Ky (k)6 —— K7 (k) /6 =0
(I11.5.1) ZIl’?ZEl anZkl anﬁk
HY (B, Z/¢) corm HY 7 (k, /) e HE (K, Z)0) Fr HE(E,Z/0)

Die beiden linken vertikalen Pfeile sind Isomorphismen wegen unserer Annahme H90(n —1, ¢)
(und somit BK(n — 1,/)). Weiter ist nach Voevodsky [Voe03a, Prop. 5.2] die untere Zeile
exakt. Es folgt damit elementar, dass auch die obere Zeile exakt ist. Wegen dem Verschwinden
von KM (k)/t ist CoTp /g : KM (E)/t — KM (k)/¢ trivialerweise surjektiv und wir erhalten
mit Lemma [5.8] auf natiirliche Art und Weise eine exakte Sequenz

COI‘E/k

K (B) /0= KN (B) /0 —= K (k)/{ =0,

wobei ¢ ein Erzeuger von Gal(E/k) ist. Also ist 1 — o ein surjektiver Endomorphismus auf
KM(E)/¢ und damit auch die ¢-fache Hintereinanderausfithrung (1 —o)*. Dies ist aber gerade
die Nullabbildung auf KM (FE)/¢, was leicht aus der Formel

l
(1=0) =3 (=1)()) o'
i=1

folgt. Somit haben wir KM (E)/¢ = 0.

Um 2) zu zeigen wihlen wir ein beliebiges Element o € H} (k,Z/¢). Es existiert nach Lem-
ma [5.5 ein endlicher Zerfillungskorper E fiir das Symbol «, d.h. es gilt 0 = ap € HZ (E,Z/{).
Es gentiigt die Behauptung fiir den Fall zu beweisen, dass F eine zyklische Erweiterung vom
Grad /¢ ist. Denn andernfalls betrachtet man den Turm k£ = kg C --- C k;, = E mit
[kiv1: ki) = £. Das Resultat aus 1) besagt dann KM (k;)/¢ = 0 fiir alle i, und wir kénnen
induktiv zeigen, dass ax, = 0 in H (k;, Z/{) gilt (angefangen bei ¢ = m — 1 bis hin zu i = 0).
Sei nun also E' = k(\/a) eine zyklische Erweiterung von k, sodass das Bild ap von « unter der
Restriktion H (k,Z/¢) — HZ (E,7Z/¢) verschwindet. Wir betrachen erneut das kommutative
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Diagramm (III.5.1)) oben. Aus der Exaktheit der zweiten Zeile folgt o = ap U (a) fiir ein
Element ag € HY ' (k,Z/¢). Die Kommutativitit sagt uns schlieflich oo = 0. O

5.10. Theorem. Sei k ein (-spezieller Korper der Charakteristik null mit KM (k)/¢ = 0.
Dann impliziert H90(n — 1,¢) die Eigenschaft H90(n, ¢, k).

BEWEIS. Wie bereits im Beweis zu Satz [I.I] benutzen wir die kurze exakte Sequenz
0 — Zy -5 Zy — Z/¢ — 0 mit dem dritten Pfeil gegeben durch r/s rs~tmod ¢, um
lokalisierte und endliche Koeffizienten in Verbindung zu setzen. Die induzierte lange exakte
Kohomologiesequenz enthélt

HEY"(k,Z/0) — HE " (k) = HE" (R, Zg).

Die erste Gruppe ist nach Satz isomorph zu H} (k,Z/f¢) und verschwindet damit nach
Satz Die Multiplikation mit ¢ ist also ein Monomorphismus auf H:tH" (k,Z)) und wir
haben ein induktives System

14

s HEPV(k, Zgy) < HET (ke Zggy) < -+
Der direkte Limes dieses Systems ist

lim Hoy ™" (k, Zpy) = HE " (b, lim Zp))
He ™" (k, Q)
H L (B Q) nach Lemma [I2.74]

0 nach Lemma [IR2.111

111

Da bei induktiven Systemen mit injektiven Morphismen die kanonische Abbildung von einem
Objekt des Systems in den induktiven Limes injektiv ist, haben wir

Hy ™" (k, Zg)) — lim Hy T (k, Zgy) = 0

und somit die Behauptung H:tﬂ’" (k:, Z(g)) =0. n

6. Hilbert 90 fiir beliebige Korper der Charakteristik null

Um den induktiven Beweis von H90(n, £) zu vollenden, geniigt es nach Theorem zu
jedem Korper k einen (-speziellen Erweiterungskorper k() der Charakteristik null mit der
Eigenschaft KM (k(>))/¢ = 0 zu finden, sodass die natiirliche Abbildung

H§+1’n(k,Z(z)) — H;H’n(k(oo),z(z))
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injektiv ist. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man diese Korpererweiterung erhéalt. Der
Beweis der Bloch-Kato-Vermutung wird so auf folgende Eigenschaft reduziert, deren Giiltig-
keit wir bei der Konstruktion voraussetzen und im Abschnitt [7 erldutern:

Fiir jeden Korper F' der Charakteristik null und zu jedem nichttrivialen
Symbol a = {ai,...,a,} € KM(F)/¢ existiert ein Erweiterungskorper
(I11.6.1) F,/F mit den Eigenschaften

1) Die K-Gruppe von F, zerfillt a, d.h. ap, = 0 in K} (F,)/¢.
2) HETY"(F,Zipy) — H " (Fay Zpy) ist injektiv,

6.1. Theorem. Angenommen es gilt obige Eigenschaft . Sei k ein beliebiger Kor-
per der Charakteristik null. Dann gibt es eine Korpererweiterung k(> /k mit den anfangs
erwahnten Eigenschaften:

1) k() ist (-speziell.

2) KM(k(>)) /e =0.

3) Hi"(k, Zy) — Hy " (k(), Zy)) ist injektiv.
Gilt ferner H90(n — 1, ¢), so folgt mit Satz insbesondere H90(n, ¢, k).

Der Rest des Abschnitts beschéftigt sich mit dem Beweis dieser Aussage. Die Konstrukti-
on des Korpers k(%) geht zuriick auf Merkurjev und benutzt dessen Technik eines unendlichen
Turms — dem sogenannten Merkurjev-Turm — von Korpererweiterungen, der erstmals implizit
in Merkurjevs Arbeit [Mer81| zum Einsatz kam und seinen Namen (in einem anderen Kon-
text) von Vishik [Vis09| erhielt. Wir zeigen zunéchst, wie man fiir einen beliebigen Korper
k der Charakteristik null einen f-speziellen Erweiterungskorper k' derart konstruiert, dass
ap =0in KM(K') /¢ gilt fiir jedes Element o aus KM (k)/¢, und dass der kanonische Homo-
morphismus H;H’n(k‘, Z(p)) injektiv abbildet nach H;H’"(k:’,Z(g)). Anschlieflend definieren

wir zu einem fest gewahlten Korper k£ induktiv einen Turm von Korpererweiterungen
k;:k;(o) Ck‘(l) Ck‘(2) C .-

durch k(+1D = (k@) und setzen k(> = J2, k.

6.A. Konstruktion von k’. Der Grundgedanke ist, beginnend mit k sukzessiv zu grofie-
ren Korpern iiberzugehen, in deren K-Gruppen weitere Symbole a aus K (k) /¢ verschwinden.
Wir bewerkstelligen dies im Wesentlichen wie im Fall n = 1 in Abschnitt d.h. wir gehen
mittels transfiniter Rekursion zu Korpererweiterungen iiber, die sukzessiv weitere Symbole
spalten. Die Unterschiede zum Grad eins bestehen im Prinzip aus zwei Punkten. Zum einen
benutzen wir an dieser Stelle keine explizite Darstellung eines Korpers k,, dessen K-Gruppe
ay,, spaltet, sondern stiitzen uns lediglich auf die Annahme (III.6.1)) von dessen Existenz. Zum
anderen definieren wir &’ als den l-speziellen Abschluss des Limes der transfiniten Rekursi-
on und als den Limes selbst wie im Fall n = 1. Daher brauchen wir auch ein zusétzliches
Argument, warum die Injektivitdt der Restriktionen erhalten bleibt.
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Wir wihlen also eine Wohlordnung auf der Menge von Symbolen a € KM (k)/¢, sodass
diese Menge geschrieben werden kann als {a, | A < k} fiir eine Ordinalzahl x. Analog zum
Vorgehen in Abschnitt ist der Rekusionsanfang gegeben durch ko = k, k1 = kg, und der
Rekusionsschritt besteht aus der Festlegung

kx = (k)\fl)QA
ky = (hgrl k“) falls A < k eine Limesordinalzahl ist.
ay

falls A < k eine Nachfolgerordinalzahl ist, und

Genau genommen bezeichnet hier a, das Bild des Symbols unter der Restriktion der jeweiligen

Korpererweiterung, d.h. in der ersten Zeile ist es (a,) und in der zweiten Zeile (ay),,

kx— ky’
Ist diese Restriktion des Symbols bereits trivial, so sei (?lie1 Konvention an dieser Stelle Fy, = %
fiir einen Koérper F und ein triviales Symbol a = 0 in KM (F)/¢. Schliellich setzen wir wieder
ki = hg ky = U k.
A<k A<k
Der Unterschied zum Fall n = 1 ist, dass wir k" als den f(-speziellen Abschluss (sieche Lem-
ma [5.2) von Fj definieren. Da HE?(—,Z) mit induktiven Limites kommutiert (siche B.
Kahn [KahO05, Prop. 9b)]), kann man genauso wie Lemma [2.6| und Satz 2) die folgenden

Aussagen beweisen:

6.2. Lemma. Fiir alle Ordinalzahlen A < x gilt, dass die Restriktion

HE ™ (kyy L) — Ho™ (b, Zigy)
injektiv ist fiir alle p < A. O
6.3. Korollar. Die Restriktion

HET™ (b, Zgy) — HE" (b, Zigy)
ist injektiv. O
6.4. Korollar. Die Restriktion

HI (k, Zgy) — HET (K Zpy).
ist injektiv.

BEWEISSKIZZE. Die Aussage folgt aus dem Resultat, dass fiir Kérper F' mit /-speziellem
Abschluss Fygpe, die Restriktion H:tﬂ’"(F,Z(@) — g (Fe-spezs Zg)) injektiv ist. Dies
sieht man mit einem Transferargument beziiglich motivischer Kohomologie. Zunédchst einmal
ist Fygpe, der direkte Limes iiber alle endlichen Zwischenkérper F' C F; C Fygpe,, und es gilt,
dass ¢ ist kein Teiler vom Grad d = [F; : F| ist. Die von der Inklusion F' C F; induzierte
kanonische Abbildung Spec F; — Spec F' liefert uns mittel Pullback und Pushforward eine

Sequenz
HYTMF L) — HE T (F L) — HET (P Zg),
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die mit der Multiplikation mit d auf H/"" (F,Zy)) tibereinstimmt (vgl. [MVWO06, Aufg.
1.11]). Die Komposition ist ein Isomorphismus, da Z ) - Z(yy ein Isomorphismus ist. Somit
ist die Restriktion beziiglich F;/F injektiv fiir jeden Zwischenkorper F; und damit auch die
Restriktion beziiglich des Limes Fyqpe,/F. Da Hy"(—, A) in dieser Situation mit direkten
Limites vertauscht (vgl. [MVWO06, Lemma 3.9]), folgt die Behauptung. O

6.5. Lemma. Es gilt ap = 0 in KM (k') /¢ fiir jedes Element o € KM (k) /¢, d.h. die Restrik-
tion KM (k)/¢ — KM(K')/¢ ist die Nullabbildung.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass Symbole a € KM (k)/¢ in KM (k')/¢ verschwinden.
Dies ist klar, denn das Symbol a, verschwindet in KM (ky)/¢ und somit auch in der K-Gruppe
jeder Erweiterung von ky, insbesondere in KM (k') /¢. O

6.B. Konstruktion von k(>). Wir wenden die soeben eingefithrte Konstruktion nun
induktiv an, um den gesuchten Kérper k(%) zu erhalten. Wie im Fall n = 1 setzen wir k(0 = k
und k0D = (k‘(i))/. Wir erhalten einen Turm von Erweiterungen

(111.6.2) k=% kW ck® . k) =1lim kD = [ J 0O,

i>0 i>0
Damit haben wir den Kérper £(°) aus Theorem konstruiert. Zu zeigen bleiben die drei
dort formulierten Eigenschaften, die schnell aus den Lemmata folgen.

BEWEIS DER EIGENSCHAFTEN 1)-3) VON THM. [6.1] Beziiglich der ersten Eigenschaft
ist zu zeigen, dass die Vereinigung (-spezieller Korper wieder ¢-speziell ist. Sei dazu L/ k(o)
eine endliche Erweiterung. Wir kénnen ohne Einschriankung annehmen, dass L = k() (a)
eine einfache Erweiterung ist fiir ein Element o € L. Sei mq € k(°°) [T] das Minimalpolynom
von a. Es existiert dann eine natiirliche Zahl j mit der Eigenschaft 7, € kU)[T]. Somit ist
k(j)(a) eine endliche Erweiterung von k() und folglich ist der Grad dieser Erweiterung so-
wie der Grad des Polynoms 7, eine Potenz von ¢. Dasselbe gilt dann fiir die Erweiterung
k() (@) /E(>). Die zweite Eigenschaft ist klar, da jedes Symbol Q. (o0) N K%(k‘(“))/ﬂ von ei-
nem Element a € KM (k) /¢ kommt und nach Konstruktion in KM (k1) /¢ und schlieflich
in KM (k(oo)) /¢ verschwindet (siehe Lemma . Punkt 3) benutzt nun abermals das Argu-
ment, dass wir aufgrund von Lemma [6.4] und nach Konstruktion ein induktives System mit
injektiven Morphismen haben, und dass in einer solchen Situation der kanonische Morphismus
von Hy™ " (k, Zy)) in den Limes lim Hi ™" (K9, Zp)) 2 Hy ™" (k), Zp)) injektiv ist. O

7. Normvarietdten X, und Injektivitat von
HE™" (ks Zoy) — H " ((Xa), Zioy)

Mit Theorem ist die Giiltigkeit der Bloch-Kato-Vermutung auf die Annahme ([[11.6.1)),
d.h. auf die Existenz geeigneter Korpererweiterungen k,/k zu Symbolen a € K (k)/¢ re-
duziert. Im Fall ¢ = 2 gelang Voevodsky [Voe03a] unter Benutzung von Resultaten von
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Rost |Ros88, Ros90| (siche auch |[Ros98b|) der Nachweis, dass der Funktionenkorper der

sogenannten Normgquadrik Qg zu a = {a1,. .., a,} definiert durch die Gleichung
(a1,...,an_1) —ant> =0

den Anforderungen an den Korper k, geniigt. Die Normquadrik ist eine (2" 1 —1)-dimensionale
Unterquadrik der (2" — 2)-dimensionalen Pfister-Quadrik P, gegeben durch die Gleichung
(a1,...,an) = 0. Man sagt auch, sie ist ein minimaler Pfister-Nachbar von P,. Fiir ungera-
de Primzahlen ¢ treten an die Stelle der Normquadriken sogenannte Normuwarietditen, wobei
dieser Begriff in der Literatur nicht immer eindeutig ist und vielfdltig Verwendung findet.

7.1. Definition. Im Kontext des Beweises der Bloch-Kato-Vermutung verstehen wir unter
einer Normvarietét (oder Rost-Varietét in der Literatur) zu einem nichttrivialen Symbol
a € KM(k)/l eine glatte projektive Varietiit X, iiber k mit den folgenden Eigenschaften:
1) Die Varietit X, zerfillt das Symbol a, d.h. es gilt ay(x,) = 0 in KM (k(X,))/!.
2) Die Varietat X, ist eine v<,,_; ¢-Varietét, d.h. sie ist eine v,,_; ¢-Varietét und fiir alle
natiirlichen Zahlen ¢ < n — 1 existiert eine v; p-Varietat X; mit einem Morphismus
X = Xq.
3) Die kanonische Sequenz

H oy 1(Xy X Xg,Z) B2020 ) (X X X, Z) — H_y 1 (k,Z)
ist exakt. Hierbei steht H_; _1(X,Z) fiir die Gruppe Hompy,— ) (M(X)(1)[1]).

Unter einer v; ¢-Varietét versteht man eine glatte irreduzible projektive Varietdt X mit den
Eigenschaften

1) Die Varietit X ist von Dimension d := ¢/ — 1 iiber k.
2) Das Bild der d-ten Milnorklasse s4(X) € H?%4(X,Z) unter der Gradabbildung
deg: H?*4(X,7) — 7 ist nicht durch ¢2 teilbar, d.h. deg s4(X) # 0mod £2.

Die Existenz von Normvarietiten geht auf die Forschung von Rost zuriick und war die
wesentliche Hiirde im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung gegeniiber Voevodskys Beweis der
Milnor-Vermutung. Aufer fiir einige Spezialfille (¢ = 2 bzw. niedrige Dimension n) liegt keine
explizite geometrische Konstruktion vor. Publiziert wurde der Nachweis von Normvarietédten
von Suslin und Joukhovitski [SJ06|. Das Hauptresultat [SJ06, Thm. 0.1] benutzt die Induk-
tionsannahme H90(n — 1,¢) bzw. BK(n — 1,¢), und war somit vom damaligen Standpunkt
aus kein eigenstéandiges Resultat, sondern Teil vom Induktionsschritt. Die Normquadriken aus
dem Beweis der Milnor-Vermutung sind v,_1 2-Varietaten.

Die Schwierigkeit besteht darin, die Injektivitdt der Restriktion

HEY" (k, Zgy) — HET (6(Xq), Zigy)

zu zeigen. Hierzu erldutern wir in diesem Abschnitt die Konstruktion einer Gruppe, die den
Kern dieser Abbildung ,kontrolliert*. An dieser Stelle geht man von glatten Schemata for-

mal iiber zu den allgemeineren simplizialen Schemata. Diese Idee stammt von Voevodsky in
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Zusammenarbeit mit Suslin. Zu einer Varietit X sei é(X ) das simpliziale Schema gegeben
durch C'(X ),, = X" und Flichen- bzw. Randabbildungen induziert von den offensichtlichen
Projektions- bzw. Diagonalabbildungen.

C(X), = X
T4t

C(X),= XxX
TITLT

C(X)y;= XxXxX

Die Definition von motivischen Kohomologiegruppen lisst sich auf natiirliche Art und

Weise auf simpliziale Schemata erweitern. Wir zitieren ein Resultat von Voevodsky.
7.2. Lemma. [Voe03a, Lemma 7.3] Sei X ein nichtleeres glattes Schema iiber k. Dann

induziert der kanonische Morphismus ¢ (X) — Speck einen Isomorphismus zwischen Koho-
mologiegruppen
HY(k,Z) = HYY(C(X),Z) fiir alle p, q € Z.

Der Beweis benutzt die Darstellung der Kohomologiegruppen als Hom-Gruppen in der
derivierten Kategorie D~ ST¢ (k) von Garben abelscher Gruppen in étaler Topologie auf
der Kategorie Sm/k der glatten Schemata tiber k. Es bleibt zu zeigen, dass in STet(k) der
durch C(X) — Spec k induzierte Morphismus zwischen Komplexen Z(C(X)) — Z ein Quasi-
isomorphismus ist.

Das folgende Resultat von Voevodsky (siche [Voell, Lemma 6.9]) liefert uns mit der
Kohomologiegruppe H"1:" (C’ (Xa)s Z(g)) jene Gruppe, deren Verschwinden die benétigte In-
jektivitat impliziert.

7.3. Satz. Sei X, eine v,_1 ¢-Varietiit, die ein nichttriviales Symbol a aus KM (k) /¢ zerfillt.
Dann haben wir eine kanonische exakte Sequenz

(IL.7.1) H™ 5 (C(Xa), Zgy) — Heg " (ks Zy) — Heg' " (k(Xa), Zgg))-

BEWEISSKIZZE. Nach Lemma geniigt es zu zeigen, dass durch den natiirlichen Topo-
logiewechsel zwischen Nisnevich- und étaler Topologie sowie durch die kanonische Projektion
C(X,) — k(X,) eine exakte Sequenz

H" T (C(Xa), Zgy) — Heg " (C(Xa), Ziy) — Heg " (k(Xa), Zgp)
gegeben ist. Die Komposition ist die Nullabbildung, da sie iiber H" ™17 (k(X,), Z(@)) =0 (vgl
Lemma faktorisiert.

H™ 1 (C(X ), Zy) — He " (C(Xa), Ziyy)

0= H" """ (k(Xy), Zy) — Hay' " (k(Xa), Ze)
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Fiir die andere Inklusion benutzt Voevodsky, dass in der Kategorie DM (k) ein ausgezeich-
netes Dreieck der Form

Zy(n) — By (n) — Ky (n) — Zgy(n)[1]

existiert, wobei B(y)(n) = T<pi1 R (7*Zg)(n)) gilt. Der erste Pfeil gehort also zum Topo-
logiewechsel. Die Hyperkohomologiefunktoren (in Nisnevich-Topologie) von Spec k(X,) und
C (X,) angewendet auf dieses Dreieck liefern ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

H 1 (C(Xq), Zgy(n)) —— H™(C(Xy), By (n)) —— H"™(C(Xa), Kg)(n))

| J J

HnJrl (]C(Xg), Z(f) (n)) E— Hn+1 (k(X2>, B(@) (n)) E— HnJrl (k)(Xg), K(g) (n)),

welches wegen H" 1 (—, Zy) (n)) = H" 1" (=, Zg)) sowie H" ™ (=, By (n)) = Hgt+1’"(—, Zw)
eine Erweiterung zu obigem Diagramm darstellt. Man priift leicht, dass die Injektivitat des
rechten vertikalen Morphismus die Behauptung impliziert. Voevodsky beweist die fiir die
Exaktheit ausstehende Inklusion unter Zuhilfenahme von Resultaten tiber v,,_; o-Varietéten,
wie zum der Beispiel Existenz von verallgemeinerten Rost-Motiven. O

7.4. Bemerkung. Kahn [KahO05, Lemma 33] zeigt die Exaktheit von ([II.7.1)) unter etwas
anderen Voraussetzungen, die im Falle der Milnor-Vermutung den Anforderungen geniigen.
Mit diesen zeigt er, dass der rechte vertikale Pfeil im Diagramm oben sogar ein Isomorphismus
ist. Im Hinblick auf den Beweis der Bloch-Kato-Vermutung bendtigt man das Resultat aber
fiir Normvarietéten, von deren spezifischen Eigenschaften Voevodsky im Beweis von [Voell)
Lemma 6.9] Gebrauch macht.

8. Verschwinden von H"t1"(C(X,), Zy))

Der Beweis der Bloch-Kato-Vermutung ist reduziert auf die Giiltigkeit von folgendem
Theorem von Voevodsky [Voe03a, Prop. 7.1] [Voell, Prop. 6.11]:
8.1. Theorem. Angenommen es gilt H90(n—1, ¢). Dann haben wir H"1"(C/(X,,), Z) = 0.
Wir skizzieren abschliefend in den néchsten beiden Unterabschnitten, wie das Verschwin-
den von H"'"(C(X,), Z(y) erreicht wird. Obwohl die zugrundliegenden Ideen dieselben
sind, unterscheidet sich das Vorgehen im Fall £ = 2 und ¢ > 3 leicht in der Ausfithrung. Daher
erldutern wir den ersten Fall etwas ausfiihrlicher und gehen anschlieend auf die Unterschiede

im zweiten Fall ein.

8.A. Verschwinden von H"1"(C(Q,), Z(2)). Im Falle £ = 2 resultiert Theorem
aus den beiden nachfolgenden, tiefen Theoremen von Voevodsky.
8.2. Theorem. Angenommen es gilt H90(n—1,2). Dann existiert ein injektiver Morphismus

Hn+1,n (é(@g)7 Z/Q) i> H2”71,2"—1 (é(QQ)’ Z/Q)
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Das Theorem folgt im Wesentlichen aus Resultaten von Voevodskys Arbeit [Voe03b], wo
er fiir allgemeine Primzahlen ¢ kohomologische Operationen @; vom Bigrad (2£° — 1,¢° — 1)

einfiihrt, also Familien natirlicher Transformationen
Qi H5* (_’ Z/@) SN H*+2€Ll’*+zi*1 (_7 Z/ﬁ).

Diese Konstruktion ist ein Analogon zur Definition der Elemente @; in der Steenrod-Algebra
(siehe [Mil58]). Man nennt die @Q; auch Milnoroperationen. Sie erfiillen die Identitit Q? = 0,
sodass die motivischen Kohomologiegruppen H**(X%,Z/{) eines simplizialen Schemas X mit
den @); als Differentialen einen Kokettenkomplex bilden. Die Kohomologie dieses Komplexes
an der Stelle HP9(X,Z/¢) wird notiert mit MH?(X,Z/¢) und heiBt Margolis-Kohomologie.
Im Fall £ = 2 und X = é(Qg) folgt aus dem Verschwinden solcher Kohomologiegruppen
(sieche [Voe03a, Kor. 3.8]) zusammen mit der Induktionsannahme H90(n—1, 2) die Injektivitét
der Operationen Qq, ..., Q,—_2. Die Abbildung © ist dann die Komposition @,_20---0 Q.

8.3. Theorem. [Voe03a, Thm. 4.9] Es gilt H>"~1.2"~ 1( (Qa), Zz)) = 0.

An dieser Stelle benétigt man die Existenz des sogenannten Rost-Motivs M,. Rost [Ros90]
(siche auch [Ros98b]|) hat gezeigt, dass das Motiv von @, einen interessanten direkten Sum-
manden besitzt, welcher einen engen Bezug zum Tate-Motiv Z @ Z(2"~! — 1)[2" — 2] hat.
Mithilfe der Existenz eines ausgezeichneten Dreiecks

M(C(Qq))(2" " = 12" = 2] — My — M(C(Qq)) — M(C(Qq))(2" " = D[2" ~ 1]

in DM4(k) (siehe [Voe03a, Thm. 4.4]) sowie Theorem 1 in [Ros88]|, was sich zur Injektivi-
tit von H2" 12" (Qa» Zy)) — k> iibersetzen lésst, zeigt Voevodsky das Verschwinden von

H?' 712 N(C(Qq), Zy2))-

BEWEISSKIZZE VON THM. M FALL ¢ =2 (NACH [Mor98|). Man kann mithilfe von
Theorem [8.2] einen Monomorphismus

H™ M (C(Qu), Zay) —2 HE 22" (C(Qu), Zio)

konstruieren, woraus die Behauptung mit Theorem folgt. Da flir Quadriken stets eine
quadratische Erweiterung existiert, iiber der die Quadrik einen rationalen Punkt besitzt,
haben Elemente von H™ 1" (C(Qq), Z(z)) und H' 712" (C(Qu), Z(3)) hochstens Ordnung
zwei. Somit betten die Gruppen in die entsprechenden Gruppen mit Z/2-Koeffizienten ein.
Nach [Voe03a, Lemma 7.2] kénnen wir eine Abbildung © konstruieren, sodass

v

X E[C) n_1 on—
Hn+1’n(C(Qg),Z(2)) y 2012 1 C Qa Z(Q))

f v

H" 7 (C(Q,),Z/2) TH”—M” H(C(Qu), Z/2).

<—>

kommutiert. Wegen der Injektivitdt von © ist auch ) injektiv. (I
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8.B. Verschwinden von H"‘H’"((:“(XQ),Z(Q)) fiir ungerade £. Wenn wir wie im
Falle £ = 2 die Milnor-Operationen Q1 ..., Qn g auf H"*'"(C(X,),Z/f) anwenden, so ge-
langen wir laut Voevodsky [Voell] S. 403 oben| zu einer Gruppe, die nicht leichter zu ver-
stehen ist als die urspriingliche. Von der Komposition -1 0 Q2 0 - -+ 0 ()1 hingegen wird
H"7(C(X,),Z/¢) in die Gruppe

H2£b+2,eb+1(é(Xg),Z/€) mit b = eng__lfl

abgebildet. Ahnlich wie bei ¢ = 2 liefert diese Komposition eine Einbettung der motivi-
schen Kohomologiegruppe H"+1:m (é (Xa), Z(g)) mit lokalisierten Koeffizienten in die Grup-
pe H¥+20+1(C(X,), Z()) (siehe [Voell, 6.12]), deren Verschwinden Voevodsky zeigt (sie-
he [Voell| 6.13-6.15]). Von grofer Bedeutung ist an dieser Stelle die Existenz des soge-
nannten verallgemeinerten Rost-Motivs [Voell, Abschnitt 5]. Dessen Nachweis war eine der
wesentlichen Hiirden, da kein konkretes geometrisches Modell fiir allgemeine Normvarieté-
ten X, vorliegt. Eine Alternative zu Voevodskys Konstruktion des verallgemeinerten Rost-
Motivs mit Berechnungen in der Kategorie DM _g(k) stellen die speziellen Korrespondencen
von Rost [Ros06] dar.



Anhang

1. Grothendieck-Topologie

Der hier erlduterte Begriff einer Grothendieck-Topologie ist der von Milne in [Mil08§|, im
Gegensatz zur urspriinglichen Definition von Grothendieck in [SGA], wo der Begriff der Préito-
pologie an dessen Stelle tritt und eine Grothendieck-Topologie als eine Menge von sogenann-
ten Sieben (engl. sieves) mit bestimmten Eigenschaften definiert wird. Eine Grothendieck-
Topologie ist eine natiirliche Erweiterung des klassischen Begriffs der Topologie eines topolo-
gischen Raum.

1.1. Definition. Eine Grothendieck-Topologie auf einer Kategorie C besteht aus einer
Kollektion U von Uberdeckungen, die gewissen Axiomen geniigt. Eine Uberdeckung von
U € Ob C ist hierbei eine Familie (¢;: U; — U)iel von Morphismen in C mit U = ;c; ¢i(Vi).
Die Axiome fiir I/ sind:

1) (U S U) €U fir alle U € ObC.

2) Ist (U; = U )Z cr € U eine Uberdeckung von U und V — U ein Morphismus in C, so
existiert ein Faserprodukt U; xpy V € ObC, und es gilt

(Ui xygV — U)iEI eu.

3) Ist (U; = U )Z cr € U eine Uberdeckung von U und sind fiir jedes i € I Uberdeckungen
(Uij — Ui)jeJi € U von U; gegeben, so ist (U;; — U)i,j € U eine Uberdeckung von
U.
Ein Tupel T bestehend aus einer Kategorie C und einer Grothendieck-Topologie U darauf
wird Situs genannt und oft 7" = (C,U) = (Cat T, Cov T) notiert.

1.2. Beispiel (Topologischer Raum). Ist X ein topologischer Raum und ¢ = O(X) die
Kategorie der offenen Mengen auf X mit Inklusionen als Morphismen, so ist die Menge von
offenen Uberdeckungen (U; C U);er von Elementen U € O(X) eine Grothendieck-Topologie.
Die Faserprodukte aus Definition 2) sind gegeben durch U; xy V =U;NV.

1.3. Definition. Eine Garbe von abelschen Gruppen auf einem Situs (Cat T', Cov T') ist ein
Funktor

F: (CatT)® — Ab

83
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mit der Eigenschaft, dass
(A.1.1) FU) = [[FWs) = [[FU: xu Uy)
el (4,5)€1?
exakt ist fiir jedes U € Ob(CatT) und jede Uberdeckung (U; — U)iel € CovT. Garben von
(abelschen) Gruppen, Ringen, etc. sind analog definiert. Die Garben auf 7" bilden mit natiir-

lichen Transformationen als Morphismen eine Kategorie. Die Kategorie der Garben abelscher
Gruppen auf T" notieren wir mit Shv (7).

1.4. Definition (Stetige Abbildung zwischen Siten). Eine stetige Abbildung 77 — T3
zwischen Siten ist ein Funktor F': CatTy — Cat Ty, der Uberdeckungen in Uberdeckungen
iiberfiihrt, d.h. ist (¢: U; — U); € Cov Ty, so ist (F(¢): F(U;) — F(U)), € Cov Ty,

2. Etale Kohomologie

Etale Kohomologie dient uns als ein gréferer Rahmen, in welchem wir die rechte Sei-
te des Normresthomomorphismus definieren konnen. Wie in Abschnitt [3] dargestellt ist die
Galoiskohomologie dquivalent zur étalen Kohomologie von Spektren von Koérpern. In diesem
Abschnitt geben wir einen kurzen Uberblick iiber die grundlegenden Defintionen von étaler
Kohomologie. Man kann diese als das Analogon in der algebraischen Geometrie zu den Ko-
homologiegruppen mit endlichen Koeffizienten von topologischen Réumen auffassen. Dieser
Abschnitt hat lediglich Ubersichtscharakter; fiir eine ausfiihrliche Behandlung des Themas sei
das Skript von J. Milne [Mil08| oder dessen Buch [Mil80] empfohlen.

2.A. Etale Morphismen. Etale Morphismen zwischen Schemata stellen ein Analogon
zu lokalen Isomorphismen in der komplexen analytischen Geometrie dar.

2.1. Definition. Ein Ringhomorphismus f: R — S heifit flach, falls durch
Modr — Mods, M +— S®@r M (S € Modg viar-s:= f(r)-s)

ein exakter Funktor zwischen der Kategorie der R-Moduln und der Kategorie der S-Moduln
gegeben ist. Ein lokaler Ringhomorphismus f: R — S heifit unverzweigt, falls S/f (mg) S
eine endliche separable Korpererweiterung von R/mp ist.

2.2. Definition. Ein Morphismus f: Y — X zwischen lokal noetherschen Schemata heifit
étale, falls er von endlichem Typ ist und die durch f induzierten Ringhomomorphismen
Ox,t(y) — Oy,y zwischen den Halmen unverzweigt und flach sind fiir alle y € Y.

2.3. Bemerkung. Ist V' eine affine Umgebung von y € Y und U D f(V) eine affine
Umgebung von f(y) mit (U, Ox|y) = (Spec R,Og) und (V,Oyl|y) = (Spec S, Og), so gilt
Ox t(y) = Ry, Oy, = Sy, wobei p C R das zu f(y) zugehorige Primideal und q C S das zu y
zugehorige Primideal sei. Zu priifen ist also, ob der induzierte Ringhomomorphismus R, — Sy
unverzweigt und flach ist.
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2.4. Definition. Sei X lokal noethersches Schema. Dann ist die Kategorie Et/X étaler
Morphismen iiber X wie folgt gegeben: Objekte sind étale Morphismen U — X, wobei U
lokal noethersches Schema ist. Morphismen sind X-Morphismen U — V, also kommutative

U\7>V

Der Morphismus U — V ist dann selbst notwendigerweise étale.

Diagramme

2.B. Etale Topologie. Etale Topologie ist ein Beispiel fiir eine Grothendieck-Topologie
(siehe Abschnitt [1)) auf der Kategorie glatter Schemata.

2.5. Definition. Eine étale Uberdeckung eines lokal noetherschen Schemas U ist eine
Uberdeckung durch étale Morphismen U; — U. Der kleine étale Situs X eines lokal
noetherschen Schemas X besteht aus der Kategorie Et/X zusammen mit étalen Uberde-
ckungen. Eine Uberdeckung von (U — X) € ObEt/X besteht also aus einer Familie étaler
X-Morphismen U; — U mit |J; im(U; — U) =U.

2.6. Beispiel (fiir Garben auf X¢).
1) Die Strukturgarbe auf X, ist die Garbe

Ox..: (Et/X)” — Ab, U~ Oy(U).

2) un(U) ={§ € Oy(U) | §" = 1}.
3) Gu(U) == Oy(U)".

Der folgende Satz von J. Milne (siehe [Mil08, Prop. 6.6]) liefert ein nitzliches Kriterium
an Priagarben, um étale Garben zu sein.

2.7. Satz. Eine Prigarbe F: (Et/X)°® — Ab ist genau dann eine étale Garbe, wenn
fiir alle Zariski-Uberdeckungen (U; < U); und alle einelementigen étalen Uberdeckungen
(V — U) erfiillt ist. Die Kategorie Shv(Xet) ist definiert als Funktorkategorie bestehend aus
Garben abelscher Gruppen auf X.

2.8. Bemerkung. Die Kategorie Shv(Xe) ist abelsch (siehe [Wei94, 1.6.4]). Wir kénnen
also von exakten Sequenzen von Garben sprechen. J. Milne gibt in [Mil08| Prop. 7.6] ein
hilfreiches Kriterium fiir die Exaktheit kurzer Sequenzen 0 — F — G — H — 0 in Shv(Xt).

Demnach ist dquivalent:

1) 0 - F — G — H — 0 ist exakt in Shv(Xey).

2) 0> F(U)— G(U) - H(U) ist exakt in Ab fiir alle Morphismen U — X aus einer
étalen Uberdeckung von X, und G — H ist lokal surjektiv (d.h. fiir jedes U € Et/X
und jedes Element s € H(U) existiert eine étale Uberdeckung (¢;: U; — U),, s.d.
slu; = H(¢i)(s) im Bild von G(U;) — H(U;) liegt).
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3) 0 — Fz — Gz — Hz — 0 ist exakt in Ab fiir jeden geometrischen Punkt £ — X.

2.9. Beispiel (Kummersequenz). Sei n eine natiirliche Zahl, die nicht von der Charakteristik
irgendeines Restklassenkorpers k(z) eines Punktes « von X geteilt wird. Dann ist durch

1—>un—>Gmi>Gm—>1
eine exakte Sequenz étaler Garben gegeben. Nach dem Kriterium in Bemerkung und
Beispiel 6.13 (a) und (b) in [Mil08| gentigt es, die Exaktheit von

1 — pn(4) — A" LA 1

fiir jeden lokalen Ring in étaler Topologie A = Ox z von X zu iiberpriifen. Dies ist bis auf

die Surjektivitdt von a +— a” klar. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass nach Vorausset-

zung W = nT" ! £ 0 im Restklassenkorper von A gilt. Demnach zerfillt 7" — a in

Linearfaktoren in A[T].

2.C. Etale Kohomologie. Die Kategorie Shv(Xe;) ist abelsch und hat genug injektive
Elemente ([Mil08| Proposition 8.12]; fiir die Diskussion einer allgemeineren Situation siehe
im Anhang). Somit kénnen wir rechtsderivierte Funktoren von linksexakten Funk-
toren Shv(Xe) — Ab bilden. Der Funktor der globalen Schnitte, I'x,, : F — F(X), ist
linksexakt, und wir setzen

HL(X,—)=R"(I'x,): Shv(X¢) — Ab fir n > 0.

H! (X, F) heiit n-te étale Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in F. Per Kon-
struktion der rechtsderivierten Funktoren gilt HS, (X, F) = F(X) sowie die folgenden Sitze
(siche [Wei94, 2.4.6] fiir den Beweis des dualen Resultats beziiglich linksderivierter Funkto-

ren):

2.10. Satz (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei 0 — F — G — H — 0 eine kurze exakte
Sequenz in Shv(Xe). Dann existiert fiir alle n > 0 ein Gruppenhomomorphismus

6" Hi (X, H) — HITH(X, F),
sodass durch
o 2 (X, F) — HE(X,G) — HI(X,H) -5 HEH(X,F) — -
eine lange exakte Sequenz von étalen Kohomologiegruppen gegeben ist.

2.11. Satz (Funktorialitit). Fiir Morphismen zweier kurzer exakter Sequenzen in Shv(Xe),

also kommutativen Diagrammen

0 F H 0

| 1]

0 F' H' 0,
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ist das zugehorige Diagramm der langen exakten Kohomologiesequenzen
oo —— HY(X, F) —— HZ(X,G) —— HL(X,H) —— HENX, F) —— -
o —— H2 (X, F) —— H2(X,G') —— HL (X, H') —— HZTH X, F) —— -
ebenfalls kommutativ.

2.12. Bemerkung (HJ; und Ext”, vgl. Bem. [2.10). Fiir étale Garben F ist ein Isomorphismus
zwischen abelschen Gruppen gegeben durch

HomShv(Xet)(Z’f) i> ]:(X)
a— a(X)(1),

wobei hier Z € ObShv(Xe) die konstante Garbe bezeichnet. Somit ist Homgyy(x,,)(%Z, —)
natiirlich dquivalent zum globalen Schnittfunktor I'x,, und es gilt

Hgt (X7 _) = Ethhv(Xet)(Zﬂ _)‘

3. Derivierte Kategorien und Funktoren, Garben- und Hyperkohomologie

An dieser Stelle soll kurz der allgemeine mathematische Rahmen erldutert werden, in
welchem motivische Kohomologiegruppen definiert werden. Im Abschnitt [2] werden die Grup-
pen H**(X, A) als Hyperkohomologie von Komplexen aus Garben mit Transfers in Zariski-
Topologie definiert. Diese stellt eine Erweiterung des Begriffs der Garbenkohomologie auf
Komplexe von Garben dar. Letztere ist definiert als rechtsderivierte Funktoren des globalen
Schnittfunktors I'x : F'— F(X), wohingegen sich Hyperkohomologie als hyperrechtsderivier-
te Funktoren von I'x ergibt.

Symbol ‘ Beschreibung

A abelsche Kategorie

Kom(.A) | Kategorie der Kokettenkomplexe in A

Kom™(A) | Volle Unterkategorie von Kom(.A) der nach unten
beschriinkten Komplexe (C* = 0 Vi < 0)
Kom™(A) | Volle Unterkategorie von Kom(.A) der nach oben
beschriankten Komplexe (C* = 0 Vi > 0)

D(A) Derivierte Kategorie von .4

Dt (A) Volle Unterkategorie von D(.A) bestehend aus
Komplexen mit H*(C*) =0 Vi < 0

D~ (A) Volle Unterkategorie von D(.A) bestehend aus
Komplexen mit H (C*) =0 Vi > 0
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3.A. Kohomologie in abelschen Kategorien. Man kann Kohomologiefunktoren
H™: Kom(A) — A fiir jede abelsche Kategorie A definieren, indem man H™((A®,d*)) defi-
niert als coker(A" ™! — kerd") (siehe [GM96, 1. §6]). Dies stellt eine einfache Erweiterung
der Kohomologiegruppen von Komplexen abelscher Gruppen dar.

An—l dn! A" ar An+1

-
ker d"

Man spricht von Ezaktheit an der Stelle A", falls H"(A*) = 0 gilt. Der Komplex A* ist
eine exakte Sequenz, falls er an jeder Stelle exakt ist.

Symbol Beschreibung

A, B abelsche Kategorien, A mit genug injektiven Elementen
F:A—B additiver linksexakter Funktor

R'F: A— B klassischer n-ter rechtsderivierter Funktor

R'F(A) = H*(F(I"))

R"F: Kom(A) —» B klassischer n-ter hyperrechtsderivierter Funktor
R"F(A*) = H"(Tot(F(I**)))

RF: D*(A) — D" (B) | totaler rechtsderivierter Funktor

R'F: Dt (A) = B n-ter rechtsderivierter Funktor R"F(A*) = H"(RF(A*))
(R"F ~ R"F auf A bzw. R"F ~ R"F auf Kom(A))

3.B. Rechtsderivierte und hyperrechtsderivierte Funktoren — klassischer An-
satz. Sei F': A — B ein linksexakter additiver Funktor zwischen zwei abelschen Kategori-
en. Weiter besitze A genug injektive Elemente. Dann ist der n-te rechtsderivierte Funktor
R"F: A — B folgendermafien gegeben: Man wéhlt zu A € Ob A eine injektive Auflosung,
also eine exakte Sequenz 0 — A — I° — I' — ... mit injektiven Elementen I"™ € Ob A.
Dann ist R"F(A) definiert als H™(F(I*)). Somit misst R"F gewissermafen, inwiefern der
Funktor F' die Exaktheit an der Stelle 1"~ — I™ — I"*! verletzt.

Um den n-ten hyperrechtsderivierten Funktor R"F: Kom™(A) — B zu berechnen, wihlt
man zu einem Kokettenkomplex A* in A eine Cartan-Eilenberg-Auflosung A* — I** (siehe
[Wei94, Abschn. 5.7.9]) und setzt R"F(A*) = H™(Tot(F (I**))), wobei Tot(F(I**)) der totale
Komplex des Bikomplex F'(I**) ist, siche [Wei94].

3.C. Rechtsderivierte Funktoren — moderner Ansatz mittels derivierter Ka-
tegorien. Die heute géingige Definition von rechtsderivierten Funktoren benutzt die Sprache
von derivierten Kategorien. Die Idee hierbei ist, Komplexe als verallgemeinerte Objekte auf-

zufassen und zwei Komplexe als identisch anzusehen, wenn ein Quasiisomorphismus zwischen
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den Komplexen existiert. Dabei nennt man einen Morphismus f: C' — D zwischen Komple-
xen in Kom(A) iber einer abelschen Kategorie A einen Quasiisomorphismus, falls fir alle
n € Z die induzierte Abbildung H"(f): H"(C) — H"(D) ein Isomorphismus in A ist. Un-
ter der derivierten Kategorie von A versteht man eine Kategorie D(.A) mit einem Funktor
Kom(A) — D(A), der Quasiisomorphismen in Isomorphismen {iberfithrt, sodass das Tupel
(D(A),Kom(A) — D(A)) beziiglich dieser Eigenschaft universell ist. Man kann D(.A) konkret
als Lokalisierung (siehe [GM96|, II1. §2.2]) von Kom(.A) nach der Klasse der Quasiisomor-
phismen konstruieren. In der Praxis ist es aus technischen Griinden meist {iblich, zundchst
zur Homotopiekategorie von Komplexen iiberzugehen (siche [GM96, I11. §4]) und erst dann

zu lokalisieren.

Quasiisom. — Isom.

Kom(.A) >

D(A)

Sei nun wieder F': A — B linksexakt und additiv mit abelschen Kategorien A (mit genug
Injektiven), B. Man kann dann den totalen rechtsderivierten Funktor RF: D (A) — D (B)
konstruieren (siche [GM96, III. §6], insbesondere Theorem 12 fiir die Existenz). Dieser bein-
haltet alle Information iiber die klassischen rechtsderivierten Funktoren. So ist der Funktor
R"F natiirlich dquivalent zu A — H"(RF(A)) (wobei A auf der rechten Seite aufgefasst wird
als trivialer Komplex in der derivierten Kategorie), und die klassischen hyperrechtsderivierten
Funktoren R"F sind natiirlich dquivalent zu A* — H"(RF(A*)).

Symbol ‘ Beschreibung

X, kleiner 7-Situs von X € Ob(Sm/k)
H(X,—): Shv(X;) — Ab Garbenkohomologiefunktor
H?(X,—): D*(Shv(X;)) — Ab | Hyperkohomologiefunktor

3.D. Garben- und Hyperkohomologie. Wir brauchen den Begriff von Garbenkoho-
mologie eines Schemas beziiglich einer Grothendieck-Topologie auf Schemata. Die Idee ist
dieselbe, wie bei Garbenkohomologie von topologischen Raumen. Sei X ein (separiertes) glat-
tes Schema und X, der zugehorige kleine Situs beziiglich einer Grothendieck-Topologie (z.B.
T = étale, Nisnevich- oder Zariski-Topologie). Dann ist die n-te Garbenkohomologie von
X, definiert als der rechtsderivierte Funktor

H!X,-)=H"(X;,—)=R"T'x,(—): Shv(X;) — Ab
und die n-te Hyperkohomologie von X als der (hyper-)rechtsderivierte Funktor

H'(X,—) = H'(X,,—) = R"Tx,(—): D*(Shv(X,)) — Ab
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des Funktors der globalen Schnitte I'x, : Shv (X;) — Ab, F — F(X). Allgemeiner existiert
Garbenkohomologie auf beliebigen Siten 7', die ein Endobjekt Xio, € Ob(CatT') besitzen
(welches die Rolle des Schemas X einnimmt). Die Kategorie Shv(7T") der T-Garben abelscher
Gruppen ist — als Funktorkategorie mit Objekten (CatT)°? — Ab — abelsch und hat genug
injektive Elemente (siche [Wei94, Abschn. 1.6.4 und Aufg. 2.3.7]). Weiter ist der Funktor der
globalen Schnitte,
Ir: Shv(T) — Ab, F — F(Xier),

linksexakt (siehe [Del77]). Somit existieren rechtsderivierte Funktoren von I'z. Die n-te Ko-
homologie von 7" ist der Funktor H"(T,—) = R"I'r(—).
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