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Zusammenfassung
Die vorliegende Arbeit skizziert den Beweis der Milnor-/ Bloch-Kato-Vermutung nach Voe-
vodsky und Rost. Es wird vor allem die Strukturierung und Logik an der Oberfläche des
Beweises erläutert, sowie eine Einführung in die zugrundeliegenden algebraischen Struktu-
ren gegeben. Die Arbeit richtet sich an Neulinge und soll einen Einstieg ins Studium des
Beweisprogramms Voevodskys geben.
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4.A. Struktur von Ŵ (k) und W (k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

8.B. Verschwinden von Hn+1,n(Č(X),Z(`)
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Einleitung

Mit den Worten „I do not know of any examples for which the homomorphism [...] fails to
be bijective“ äußerte John Milnor [Mil70, S. 340] in seinem Artikel „Algebraic K-Theory and
Quadratic Forms“ die nach ihm benannte Milnor-Vermutung. Diese besagt die Bijektivität
des Normresthomomorphismus zwischen Milnor’schen K-Gruppen und Galoiskohomologie-
gruppen mit Z/2-Koeffizienten,

KM
n (k)/2 −→ Hn(k,Z/2),

für alle ganzen Zahlen n ≥ 0 und Körper k der Charakteristik ungleich zwei besagt. Ka-
zuya Kato [Kat80, Vermutung 1] verallgemeinerte diese Vermutung und stellte die Frage,
ob der Normresthomomorphismus KM

n (k)/m bijektiv abbildet auf Hn(k, µ⊗nm ) für allgemei-
ne natürliche Zahlen m ≥ 2, die kein Vielfaches der Körpercharakteristik sind. Unabhängig
davon vermutete dies zudem Spencer Bloch [Blo80] im Spezialfall von Funktionenkörpern
k über dem Körper C der komplexen Zahlen. Infolgedessen wurde diese Vermutung unter
dem Namen Bloch-Kato-Vermutung berühmt. Deren Gültigkeit bedeutet einerseits, dass die
für allgemeine Körper k eher schlecht intuitiv begreifbare Gruppe Hn(k, µ⊗nm ) eine einfache
Präsentation bezüglich Erzeuger und Relationen besitzt. Andererseits erlaubt die Bijektivität
des Normresthomomorphismus, für konkrete Körper bekannte Berechnungen der Galoiskoho-
mologiegruppe auf die Milnor’schen K-Gruppen zu übertragen.

Für bestimmte Klassen von Körpern lieferte Milnor [Mil70] (mit Berechnungen von Hy-
man Bass und John Tate [BT73]) bereits Nachweise über die Bijektivität vom Normrest-
homomorphismus. So war die Gültigkeit der Milnor-Vermutung frühzeitig klar für den Fall
von endlichen, lokalen, globalen und reell-abgeschlossenen Körpern. Weiter ist im Falle der
allgemeinen Bloch-Kato-Vermutung der Fall n = 0 trivial und der Fall n = 1 lediglich ei-
ne Umformulierung von Hilberts berühmtem Satz 90 in der galoiskohomologischen Fassung
H1(k,Gm) = 0. Der erste große Durchbruch für allgemeine Körper gelang Alexander Merkur-
jev [Mer81], wo er die Milnor-Vermutung im Grad n = 2 aus einer Verallgemeinerung von
Hilberts klassischem Satz 90 auf Milnor’scheK-Theorie im Grad zwei folgert. Dies ist der Aus-
gangspunkt von allen späteren Beweisen im Zusammenhang mit der Bloch-Kato-Vermutung.
Kurz darauf vollbrachte Merkurjev zusammen mit Andrei Suslin [MS82] den Beweis der
Bloch-Kato-Vermutung für n = 2 und beliebige Zahlen m. Dieses Resultat ist als Theorem
von Merkurjev-Suslin bekannt und berührt einige klassische Fragestellungen in Bezug auf
zentral einfache k-Algebren. Sofern nämlich der Körper k eine primitive m-te Einheitswurzel

xi
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enthält, erhalten wir aus der Bijektivität des Normresthomomorphismus einen Isomorphismus
KM

2 (k)/m → mBr(k) von der zweiten Milnor’schen K-Gruppe in die m-Torsion der Brauer-
gruppe. Die Surjektivität dieses Homomorphismus gibt in diesem Fall eine positive Antwort
auf die alte Frage, ob jede zentral einfache k-Algebra vom Exponent m Brauer-äquivalent ist
zu einem Produkt von Normrestalgebren (a, b, ζ), wobei a, b Elemente aus k× sind und ζ eine
primitive m-Einheitswurzel in k bezeichnet. Speziell für m = 2 bedeutet dies, dass Elemente
der Ordnung zwei in Br(k) immer durch ein Tensorprodukt von Quaternionenalgebra reprä-
sentiert werden können. Ebenfalls von Merkurjev und Suslin [MS90] liegt ein Beweis der
Bloch-Kato-Vermutung im Fall n = 3, m = 2 vor, was unabhängig davon mit anderen Me-
thoden auch von Markus Rost [Ros86] gezeigt wurde. Desweiteren hatte Rost einen Beweis
für den Fall n = 4, m = 2 angekündigt.

In den frühen neunziger Jahren begann von Seiten Voevodskys das Beweisprogramm der
Milnor-Vermutung, d.h. für den Fall m = 2. Dabei wird eine Induktion nach der Zahl n vorge-
nommen. Mit seinem Preprint [Voe95] erschien im Jahre 1995 ein erster Beweis der Milnor-
Vermutung unter Annahme der Existenz einer höheren algebraischen Morava K-Theorie.
Dieses zum damaligen Zeitpunkt noch nicht bekannte algebraische Analogon zu der von Jack
Morava entwickelten Theorie in algebraischer Topologie sollte das gleiche Verhalten zur ge-
wöhnlichen algebraischen K-Theorie und zur motivischen Kohomologie an den Tag legen wie
die topologische Morava K-Theorie zur komplex-topologischen K-Theorie und Kohomologie.
Die Konstruktion einer solchen Theorie ist unter anderem Gegenstand von [Bor03].In der
Zwischenzeit vollendete Voevodsky [Voe03a,Voe03b,Voe96] einen eigenständigen Beweis
der Milnor-Vermutung ohne Benutzung von algebraischer Morava K-Theorie, wofür er auf
dem Internationalen Mathematikerkongress im Jahre 2002 mit der Fields-Medaille ausge-
zeichnet wurde. Darauf aufbauend gelang wesentlich mit Methoden von Rost (dazu später
mehr) der allgemeine Beweis der Bloch-Kato-Vermutung [Voe11].

Der Grundstein in Voevodskys Beweis (von Bloch-Kato- sowie Milnor-Vermutung) ist
die Entwicklung einer geeigneten motivischen Kohomologietheorie, welche die Konzepte von
Milnor’scherK-Theorie und Galoiskohomologie vereint und mithilfe derer der Normresthomo-
morphismus auf ganz natürliche Art und Weise von einem Wechsel der Topologie kommt. Die
Ideen zu dieser Theorie gehen zurück auf Alexander Beilinson [Bei87] und Stephen Lichten-
baum [Lic84] und wurden maßgeblich von Voevodsky, Suslin und Friedlander [VSF00,SV99]
ausgearbeitet. Im Zuge dessen gelang auch die Konstruktion einer triangulierten Kategorie von
Motiven, die eine Verallgemeinerung von (simplizialen) Schemata darstellt und einen geeigne-
ten Rahmen für viele Berechnungen in den tieferen Ebenen des Beweises liefert. Maßgeblich
für Voevodskys Beweise ist das Verschwinden einer gewissen (étale-)motivischen Kohomolo-
giegruppe, was einem motivischen Analogon zu Hilberts Satz 90 entspricht. Dies wiederum
folgert er aus der Existenz sogenannter Normvarietäten Xa für Symbole a aus KM

n (k)/m.
Bereits die Arbeiten von Merkurjev und Suslin benutzen solche Varietäten. Im Falle n = 1
sind dies Spektren von Körpererweiterungen k

(
m
√
a
)
/k, und im Falle n = 2 die in [MS82]
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benutzten Severi-Brauer-Varietäten. Beim Beweis der Milnor-Vermutung arbeitet man mit
Normquadriken, die einen engen Bezug zu Pfister-Quadriken haben und mit deren Untersu-
chung sich Rost [Ros88] im Zuge des Beweisprogramms beschäftigte. Unter anderem haben
Normvarietäten die Eigenschaft, dass die K-Gruppen ihrer Funktionenkörper das Element a
spalten, und dass die natürliche Abbildung zwischen den motivischen Kohomologiegruppen
von k und k

(
Xa
)
injektiv ist. Um letzteres Resultat zu erhalten, benötigt man das Verschwin-

den vom Bild einer gewissen motivischen Kohomologiegruppe des simplizialen Schemas Č
(
Xa
)

unter dem kanonischen Topologiewechsel von Nisnevich- in étale Topologie. An dieser Stelle
unterscheiden sich die beiden Ansätze Voevodskys in [Voe95] und [Voe96] maßgeblich. In
der ersten Arbeit folgert er dies aus den Axiomen der MoravaK-Theorie, wohingegen er in der
zweiten Arbeit das Verschwinden der besagten Kohomologiegruppe von Č

(
Xa
)
selbst zeigt.

Letzteres geschieht durch eine Einbettung in eine „höhere“ Kohomologiegruppe von Č
(
Xa
)
,

deren Trivialität mithilfe von geometrischen Argumenten in Bezug auf die Varietät Xa gezeigt
wird. Dabei spielt insbesondere das Rostmotiv (nach Rost [Ros90,Ros98b]) eine Rolle.

Die meisten Resultate in Voevodskys Beweis der Milnor-Vermutung sind nicht auf den
Fall m = 2 beschränkt, sondern sie sind gültig für beliebige Primzahlen. Das Problem zum
damaligen Zeitpunkt war jedoch das Fehlen geeigneter Normvarietäten. Der Nachweis der
Existenz solcher Varietäten basiert auf zwei tiefen Resultaten von Rost – dem Kettenlem-
ma [Ros98a] sowie dem Normprinzip. Publiziert wurden diese Ergebnisse von Suslin und
Joukhovitski [SJ06] als Teil des Induktionsschritts im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung.
Einen unabhängigen Beweis liefern Haesemeyer und Weibel [HW08]. Da die Existenzbeweise
von Rost letztendlich der Durchbruch im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung (gegenüber dem
der Milnor-Vermutung) waren, ist die Bijektivität von KM

n (k)/m→ Hn
(
k, µ⊗nm

)
als Theorem

von Rost-Voevodsky bekannt.

Struktur und Zielsetzung dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit soll als eine Einführung ins Studium der Bloch-Kato-Vermutung
dienen. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Präsentation der Ideen und Strukturen in der
äußeren Hülle des Beweises, sowie der sorgfältigen Behandlung einiger Argumente, die in den
Artikeln von Voevodsky als elementar vorausgesetzt werden und für Einsteiger nicht ersicht-
lich sind. Im ersten Kapitel werden die zugrundeliegenden algebraischen Strukturen wie die
Milnor’schen K-Gruppen und die Kohomologiegruppen von Körpern erläutert, sowie die mit
der Milnor-Vermutung in Verbindung stehende Theorie der Bilinearformen über Körpern vor-
gestellt. Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit der Formulierung der Bloch-Kato-Vermutung
sowie mit deren Beziehung zu anderen Vermutungen, wie etwa der Beilinson-Lichtenbaum-
Vermutung oder dem motivischen Hilberts Satz 90. Außerdem wird ein Überblick über die
Konstruktion von motivischer Kohomologie und motivischen Kategorien gegeben. In Kapi-
tel III wird schließlich eine Präsentation der wesentlichen Schritte im Beweis gegeben. Dabei
wird insbesondere die allgemeine Beweisstrategie anhand des Falls n = 1 aufgezeigt (Abschnitt
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III.2), sowie Merkurjevs Argument der transfinit rekursiven Konstruktion von geeigneten Kör-
pererweiterungen (Abschnitt III.6) ausführlich erläutert.



KAPITEL I

Grundlagen

Dieses Kapitel soll einen Überblick über die wesentlichen Techniken für die Formulie-
rung der Bloch-Kato-Vermutung geben. Bei entsprechender Vorkenntnis kann dieser Teil
übersprungen werden und gegebenenfalls zu einem späteren Zeitpunkt als Ergänzung oder
zum Nachschlagen einiger Resultate herangezogen werden. Im ersten Abschnitt wird die Mil-
nor´sche K-Theorie sowie im zweiten Abschnitt die Galoiskohomologie vorgestellt, mithilfe
derer der Normresthomomorphismus formuliert ist. Alternativ zu Galoiskohomologie von Kör-
pern kann man auch die äquivalente étale Kohomologie von (Spektren von) Körpern verwen-
den, die in das für den Beweis der Bloch-Kato-Vermutung relevante umfangreichere Konzept
von étaler Kohomologie beliebiger Schemata eingebettet ist und in Abschnitt drei besprochen
wird. Im Abschnitt vier geben wir einen kurzen Überblick über die Theorie der symmetrischen
Bilinearformen und deren Beziehung zu Milnor’scher K-Theorie.

1. Milnor’sche K-Theorie

Der Hintergrund zur Entwicklung der Milnor’schen K-Theorie war die Suche nach geeig-
neten Defintionen von höheren algebraischen K-Gruppen. Mit der von Milnor [Mil71] einge-
führten Definition von K2(R) hat die zweite K-Gruppe für Körper eine explizite Darstellung
bezüglich Erzeugern und Relationen, welche sich verallgemeinern lässt zu einer Definition von
Kn(k) für alle n ∈ N.

1.A. Definitionen und elementare Eigenschaften. Sei k ein beliebiger Körper. Wir
setzen KM

0 (k) = Z. Weiter sei KM
1 (k) die additive abelsche Gruppe erzeugt von Elementen

{a} (a ∈ k×) mit der Relation {a} + {b} = {ab}. Die Abbildung a 7→ {a} ist dann ein
Isomorphismus zwischen der multiplikativen Gruppe k× und der additiven Gruppe KM

1 (k).
Offensichtlich gilt {1} = 0 und −{a} =

{
a−1} in KM

1 (k). Als abelsche Gruppe trägt KM
1 (k)

eine Z-Modulstruktur, sodass wir Tensorprodukte über Z bilden können. Wir setzen

KM
n (k) := KM

1 (k)⊗n/
〈
{a1} ⊗ . . .⊗ {an} | ai ∈ k×, ∃j : aj + aj+1 = 1

〉
.

Das Bild von (a1, . . . , an) ∈ (k×)n in KM
n (k) sei mit {a1, . . . , an} notiert. Aus der Relation

von KM
1 (k) und den Eigenschaften des Tensorprodukts über Z folgt sofort{
a1, . . . , aia

′
i, . . . , an

}
= {a1, . . . , ai, . . . , an}+

{
a1, . . . , a

′
i, . . . , an

}
in KM

n (k).
1
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Durch die Multiplikation

{a1, . . . , am} · {b1, . . . , bn} := {a1, . . . , am, b1, . . . , bn}

erhält KM
∗ (k) :=

⊕∞
n=0K

M
n (k) die Struktur eines graduierten Ringes mit Einselement. Als

Ring ist KM
∗ (k) erzeugt von Elementen {a} ∈ KM

1 (k) mit der Relation {a} · {1− a} = 0 für
a 6= 0, 1 (und der Relation aus KM

1 (k), {a}+ {b} = {ab}).

1.1. Bemerkung. Eine weitere Möglichkeit zur Definition von KM
n (k) besteht darin, zu-

nächst zur Tensoralgebra

T ∗(k) = Z⊕
(
k× ⊗Z k

×)⊕ (k× ⊗Z k
× ⊗Z k

×)⊕ · · · = ∞⊕
n=0

(
k×
)⊗n

überzugehen (wobei wir k× auf die übliche Art und Weise mittels m · a := am für m ∈ Z,
a ∈ k× als Z-Modul interpretieren) und anschließend

KM
∗ (k) = T ∗(k)/

〈
a⊗ (1− a) | a ∈ k× \ {1}

〉
zu setzen. Mit KM

n (k) bzeichnet man dann die Untergruppe von KM
∗ (k) von Elementen der

Länge n.

1.2. Definition & Bemerkung (Funktorialität). Die Zuordnung k 7→ KM
n (k) zwischen der

Kategorie von Körpererweiterungen über einem festen Körper und der Kategorie abelscher
Gruppen ist offensichtlich funktoriell. Für eine Erweiterung L/k sei resL/k : KM

n (k)→ KM
n (L)

die Abbildung {a1, . . . , an} 7→ {a1, . . . , an}, wobei die ai auf der rechten Seite als Elemente von
L aufgefasst werden. Wir schreiben αL = resL/k(α) für Elemente α ∈ KM

n (k). Die Abbildung
resL/k nennt man Restriktionsabbildung der Milnor’schen K-Theorie.

Unmittelbar aus den Definitionen können wir einige nützliche Rechenregeln ableiten.

1.3. Proposition. Für a, b ∈ k× gelten in KM
2 (k) und somit KM

∗ (k) folgende Identitäten:
1) {a,−a} = 0.
2) {a, a} = {a,−1}.
3) {a, b} = −{b, a}, folglich αβ = (−1)mnβα für α ∈ KM

m (k), β ∈ KM
n (k).

Beweis. 1) Gilt a = 1, so ist die Behauptung klar. Für a ∈ k×\{1} gilt die Identität
−a = (1− a)

(
1− a−1)−1, folglich {−a} = {1− a} −

{
1− a−1} in KM

1 (k) und somit

{a,−a} = {a, 1− a} −
{
a,
(
1− a−1)} =

{
a−1, 1− a−1} = 0.

2) {a, a} = {a,−1}+ {a,−a} 1)= {a,−1}.
3) Es gilt {a, b} = {a,−a}+ {a, b} = {a,−ab}, genauso {b, a} = {b,−ab}. Somit

{a, b}+ {b, a} = {a,−ab}+ {b,−ab} = {ab,−ab} 1)= 0. �

1.4. Proposition. Wir haben {a1, . . . , an} = 0 in KM
n (k) für alle Elemente a1, . . . , an in k

wannimmer a1 + . . .+ an = 0 oder 1 gilt.
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Beweis. Für n = 1 und 2 folgt die Behauptung aus der Definition und der vorangegan-
genen Proposition. Sei also n ≥ 3. Wir nehmen induktiv an, dass die Behauptung für n − 1
gezeigt ist. Gilt a1 + a2 = 0, so ist bereits {a1, a2} = 0 in KM

2 (k). Sonst gilt in k
a1

a1 + a2
+ a2
a1 + a2

= 1

und folglich in KM
2 (k) (

{a1} − {a1 + a2}
)
·
(
{a2} − {a1 + a2}

)
= 0.

Multiplikation mit {a3, . . . , an} und Ausnutzen von Antikommutativität und Induktionsvor-
aussetzung

{a1 + a2, a3, . . . , an} = 0

liefern {a1, . . . , an} = 0. �

1.B. Milnor’sche K-Theorie von endlichen Körpern. Für endliche Körper liefert
der folgende Satz nach Robert Steinberg eine vollständige Klassifikation der Milnor’schen
K-Gruppen.
1.5. Satz (Steinberg). Sei Fq endlicher Körper mit q = pn Elementen, wobei p eine
Primzahl ist. Dann gilt KM

2 (Fq) = 0 und folglich KM
n (Fq) = 0 für alle n ≥ 2.

Beweis. Der Körper F×q ist zyklisch von Ordnung q − 1. Sei x ein Erzeuger von F×q . Die
Gruppe KM

2 (Fq) hat höchstens Ordnung zwei, denn 2 {x, x} = 2 {x,−1} = {x, 1} = 0 und
folglich ist

{
xi, xj

}
= ij {x, x} entweder 0 oder {x, x}, abhängig davon, ob ij gerade oder

ungerade ist. Wir wollen zeigen, dass stets {x, x} = 0 gilt. Ist q − 1 ungerade, so folgt direkt

0 = {x, 1} =
{
x, xq−1} = (q − 1) {x, x} = {x, x} .

Ist q − 1 andernfalls gerade, so existieren in F×q \ {1} mehr Nichtquadrate als Quadrate.
Da durch a 7→ 1 − a eine Bijektion auf F×q \ {1} gegeben ist, finden wir ein a ∈ F×q \ {1},
sodass sowohl a als auch 1− a Nichtquadrate sind. Somit existieren ungerade i, j mit a = xi,
1− a = xj , woraus folgt:

0 = {a, 1− a} =
{
xi, xj

}
= ij {x, x} = {x, x} . �

1.C. Milnor’sche K-Theorie der reellen Zahlen. Für den Körper der reellen Zahlen
R haben wir die folgende explizite Darstellung der Milnor’schen K-Gruppen.
1.6. Satz. KM

n (R) =
〈
{−1}n

〉
⊕
〈
{a1, . . . , an} | ai > 0 ∀i

〉
.

1.7. Bemerkung. Hierbei seien Cn := 〈{−1}n〉 und Dn := 〈{a1, . . . , an} | ai > 0 ∀i〉 addi-
tiv erzeugte abelsche Gruppen. Die Gruppe Cn ist zyklisch von Ordnung zwei, denn es gilt
2 {−1}n = {1} {−1}n−1 = 0. Weiter ist Dn dividierbar – für a1 > 0 und m ∈ Z existiert die
Wurzel m

√
a1 > 0, somit ist der Erzeuger {a1, . . . , an} von Dn durch m teilbar in Dn:

m
{
m
√
a1, a2, . . . , an

}
= {a1, . . . , an} .
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Beweis von Satz 1.6. Um Cn ∩Dn = 0 zu sehen zeigt man, dass {−1}n nicht durch 2
dividierbar ist. Folglich kann kein nichttriviales Element aus Cn in der dividierbaren Gruppe
Dn liegen. Hierzu betrachten wir den Homomorphismus

φn : R× × . . .× R× −→ Z/2

(a1, . . . , an) 7−→
∏n
i=1

1−sign ai
2 .

φn ist n-linear, d.h. in jeder Komponente ein Homomorphismus von der multiplikativen Grup-
pe R× in die additive Gruppe Z/2Z. Weiter gilt φn(a1, . . . , an) = 0 genau dann, wenn ai > 0
für mindestens ein i. Dies ist erfüllt, wannimmer ai + aj = 1 gilt. Folglich induziert φn einen
Gruppenhomomorphismus

Φn : KM
n (R)→ Z/2

mit Φn ({−1}n) = 1. Angenommen es gilt nun {−1}n = 2 {a1, . . . , an} =
{
a2

1, a2, . . . , an
}
.

Dann erhalten wir in Z/2 den Widerspruch

0 = Φn(0) = Φn
({
a2

1, a2, . . . , an
}
− {−1}n

)
= Φn

({
a2

1, a2, . . . , an
})

=0, da a2
1>0

−Φn
(
{−1}n

)
=1

= 1.

Es bleibt zu zeigen, dass KM
n (R) = Cn + Dn. Dazu führen wir eine Induktion nach

n ∈ N durch. Für n = 1 und {b} ∈ KM
1 (R) gilt {b} = {1} + {b} im Falle b > 0, oder

{b} = {−1}+ {−b} im Falle b < 0. Sei nun n ≥ 2. Wir nehmen an, die Aussage sei bewiesen
für n − 1. Sei {b1, . . . , bn} ∈ KM

n (R) beliebig. Nach Induktionsvoraussetzung und -anfang
existieren Darstellungen

{b1} = γ1 + δ1 ∈ C1 +D1,

{b2, . . . , bn} = γn−1 + δn−1 ∈ Cn−1 +Dn−1.

Es genügt also nachzuprüfen, dass γ1 · γn−1 ∈ Cn und γ1 · δn−1, δ1 · γn−1, δ1 · δn−1 ∈ Dn gilt.
Desweiteren ist es ausreichend, Erzeuger der jeweiligen Gruppen zu betrachten. Die erste und
letzte Beziehung ist sofort klar, und die anderen beiden folgen mit Proposition 1.3 2): Sind
{−1} ∈ C1 und {a2, . . . , an} ∈ Dn−1 Erzeuger der jeweiligen Gruppen, so gilt

{−1} · {a2, . . . , an} = −{a2,−1, . . . , an} = −{a2, a2, . . . , an} ∈ Dn,

und sind {a1} ∈ D1 und {−1}n−1 ∈ Cn−1 Erzeuger, so haben wir

{a1} · {−1}n−1 = {a1}n ∈ Dn. �

1.D. Milnor’sche K-Theorie von diskret bewerteten Körpern. In diesem Un-
terabschnitt sei k ein Körper mit einer diskreten Bewertung ν : k× → Z. Wir schreiben
Λ = Λν für den Bewertungsring {a ∈ k× | ν(a) ≥ 0} und m = mν für das einzige maximale
Ideal {a ∈ k× | ν(a) > 0} in Λ. Mit k(ν) bezeichnen wir den Restklassenkörper gegeben durch
Λ/m. Die Klasse von a ∈ Λ in k(ν) notieren wir mit ā. Die Einheitengruppe Λ× ist gegeben
durch alle Elemente a mit ν(a) = 0. Man spricht bei solchen Elementen auch von Einheiten
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des Körpers k bezüglich ν. Körperelemente π ∈ k× mit ν(π) = 1 nennt man außerdem Prim-
elemente. Jedes Element a in k× kann eindeutig dargestellt werden als uπi für ein i ∈ N und
u ∈ Λ×, nämlich mit i = ν(a) und u = aπ−ν(a).

1.8. Lemma. Sei π ∈ k× ein fest gewähltes Primelement. Dann wird die Gruppe KM
n (k)

erzeugt von Elementen der Form

{u1, u2, . . . , un} und {π, u2, . . . , un}

mit ui ∈ Λ×.

Beweis. Sei {a1, . . . , an} ∈ KM
n (k) ein beliebiges Element mit aj = ujπ

ij . Wir können
dieses Element als das Produkt

n∏
j=1

(
{uj}+ ij {π}

)
schreiben. Ausmultiplizieren liefert eine Summe, bei der jeder Summand von der Gestalt
±{π}r {vr+1, . . . , vn} ist für ein 0 ≤ r ≤ n und jedes vj mit einem der uj übereinstimmt.
Im Falle r = 0 ist der Summand von der Gestalt des ersten Elements in der Behauptung
des Lemmas. Für r ≥ 1 können wir Eigenschaft 2) anwenden, sodass sich der Summand als
±{π} {−1}r−1 {vr+1, . . . , vn} schreiben lässt. Da −1 in Λ× liegt, haben wir also ein Element
der zweiten Gestalt. �

1.9. Satz (Zahmes Symbol und Spezialisierung). Sei n ∈ N beliebig. Dann existiert genau
ein Homomorphismus

∂ν : KM
n (k) −→ KM

n−1
(
k(ν)

)
mit der Eigenschaft

(I.1.1) {π, u2, . . . , un} 7−→ {ū2, . . . , ūn} für alle π ∈ k× prim und ui ∈ Λ×.

Die Abbildung ∂ν heißt zahmes Symbol oder auch Restabbildung (engl. residue map).
Wählen wir ein festes Primelement π ∈ k×, so existiert ferner genau ein Homomorphismus

ψπ : KM
n (k) −→ KM

n

(
k(ν)

)
mit der Eigenschaft

(I.1.2)
{
u1π

i1 , . . . , unπ
in
}
7−→ {ū1, . . . , ūn} für alle ui ∈ Λ×.

Die Abbildung ψπ wird auch Spezialisierungsabbildung genannt.

1.10. Bemerkung. Aus Eigenschaft (I.1.1) folgt stets ∂ν
(
{u1, . . . , un}

)
= 0 für alle ui ∈ Λ×,

da u1 das Produkt der Primelemente u1π und π−1 ist und folglich

∂ν
(
{u1, . . . , un}

)
= ∂ν

(
{u1π, u2, . . . , un}

)
− ∂ν

(
{π, u2, . . . , un}

)
= 0

gilt.
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Beweis der Eindeutigkeit. Die Abbildungen ∂ν und ψπ sind durch die genannten
Eigenschaften nach Lemma 1.8 und Bemerkung 1.10 eindeutig auf den Erzeugern von KM

n (k)
festgelegt. �

John Milnor verweist in [Mil70] auf eine von J.-P. Serre vorgeschlagene Konstruktion,
die synchron die Existenz von ∂ν und ψπ beweist. Diese wird im Folgenden erläutert.

Beweis der Existenz. Sei KM
∗ (k) 〈ζ〉 = KM

∗ (k)⊕ ζKM
∗ (k) die additive abelsche Grup-

pe bestehend aus Elementen α + ζβ mit α, β ∈ KM
∗ (k) und einem formalen Symbol ζ. Wir

definieren auf KM
∗ (k) 〈ζ〉 eine Ringmultiplikation durch ζ2 := {−1} ζ sowie {a} ζ := −ζ {a}.

Weiter sei π ∈ Λ× ein fest gewähltes Primelement. Wir betrachten den Homomorphismus

θ = θπ : k× −→ KM
∗ (k) 〈ζ〉

uπi 7−→ {ū}+ ζi.

Diesen wollen wir auf natürliche Weise zu einem Homomorphismus KM
∗ (k) → KM

∗ (k) 〈ζ〉
erweitern, wozu wir die Identität

θ(a)θ(1− a) = 0 für alle a ∈ k×

zeigen müssen. Dazu sei a = uπν(a).

1. Fall. Es gelte ν(a) = 0. Dann ist 1−a ein Element in Λ, da ν(1−a) ≥ min {ν(1), ν(a)} = 0.
Falls ν(1− a) = 0, d.h. 1− a ∈ Λ× gilt, so ist θ(a)θ(1− a) = {ū} {1− ū} = 0.
Falls ν(1− a) > 0, d.h. 1− a ∈ m gilt, so ist bereits θ(a) = {ā} = {1} = 0.

2. Fall. Es gelte ν(a) > 0, also a ∈ m. Folglich gilt 1 − a /∈ m, da m sonst das Einselement
a+ (1− a) enthalten würde im Widerspruch zu ν(1) = 0. Wir haben demnach ν(1− a) ≤ 0.
Andererseits gilt ν(1−a) ≥ min {ν(1), ν(a)} = 0, sodass 1−a in m liegt. Wie im zweiten Teil
vom ersten Fall ergibt sich θ(1− a) = {1} = 0.

3. Fall. Es gelte ν(a) < 0. In diesem Fall liegt a−1 in m und der zweite Fall besagt, dass
θ(a−1)θ(1− a−1) = 0 gilt. Hiermit folgt

θ(a)θ(−a) = θ(a)θ(−a)− θ(a−1)θ(1− a−1)
= θ(a)θ(−a) + θ(a)θ(1− a−1)
= θ(a)θ

(
−a(1− a−1)

)
= θ(a)θ(1− a).

Es bleibt also θ(a)θ(−a) = 0 zu zeigen. Wir haben

θ(π)θ(−π) = ζ
(
{−1}+ ζ

)
= −{−1} ζ + {−1} ζ = 0

θ(u)θ(−u) = {ū} {−ū} = 0
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und folglich

θ(uπi)θ(−uπi) =
(
θ(u) + θ(π)

)(
θ(u) + θ(−1) + iθ(π)

)
= θ(u)θ(−u)

0

+ iθ(u)θ(π) + iθ(π)θ(u)
0

+i2 θ(π)θ(−π)
0

= 0.

Somit induziert θ einen Ringhomomorphismus KM
∗ (F ) → KM

∗ (k) 〈ζ〉. Es existieren da-
durch Ringhomomorphismen ψπ : KM

∗ (k) → KM
∗
(
k(ν)

)
und ∂ν : KM

∗ (k) → KM
∗−1
(
k(ν)

)
, so-

dass θπ(α) = ψπ(α) + ζ∂ν(α) gilt. Die Einschränkungen von ∂ν und ψπ auf den n-ten Grad
KM
n (k) erfüllen offensichtlich die Eigenschaften (I.1.1) und (I.1.2). Man beachte hierbei, dass

die erste Eigenschaft für beliebige Primelemente erfüllt sein muss und nicht nur für das fest
gewählte Element π. Damit ist Lemma 1.9 bewiesen. �

1.11. Bemerkung. Für n = 1 stimmt ∂ quasi mit ν überein und für n = 2 existiert ein
enger Bezug zum klassischen zahmen Symbol

k× × k× −→ k(ν), (a, b) 7−→ (−1)ν(a)ν(b)āν(b)b̄−ν(a),

denn es gilt

θπ
({
u1π

i1 , u2π
i2
})

= {ū1, ū2}+ ζ
(
i1
{
ū2
}
− i2 {ū1}

)
+ ζ2i1i2

= {ū1, ū2}+ ζ
{
(−1)i1i2 ūi12 ū

−i2
1
}
.

1.E. Satz von Milnor-Tate. Im Folgenden sei k wieder ein beliebiger Körper. Wir
wollen Satz 1.9 nun zur Untersuchung der K-Gruppe des diskret bewerteten Körpers der ra-
tionalen Funktionen k(T ) anwenden. Aufgrund der Identität

{f
g

}
= {f}−{g} inKM

1
(
k(T )

)
ist

KM
n

(
k(T )

)
erzeugt von Elementen {f1, . . . , fn} mit fi ∈ k[T ]. Sei P die Menge der nichttrivia-

len normierten, irreduziblen Polynome π ∈ F [T ]. Das Hauptideal (π) jedes dieser Polynome
definiert eine (π)-adische diskrete Bewertung νπ mit Restklassenkörper F [T ]/(π). Desweite-
ren haben die Gradbewertung ν∞ gegeben durch ν∞

(f
g

)
= deg g−deg f . Das maximale Ideal

bezüglich dieser Bewertung ist erzeugt von 1
T ∈ k(T ), und der Restklassenkörper ist kanonisch

isomorph zu k. Wir schreiben ∂π für die Abbildung ∂νπ aus Satz 1.9, wobei π ∈ P ∪ {∞}.
1.12. Satz (Milnor-Tate). Sei n ∈ N beliebig. Die Homomorphismen ∂π induzieren eine
exakte, spaltende Sequenz

0 −→ KM
n (k)

resk(T )/k−−−−−→ KM
n

(
k(T )

) ∂=(∂π)−−−−→
⊕
π∈P

KM
n−1

(
k[T ]/(π)

)
−→ 0.

Für einen ausführlichen Beweis sei dem Leser das Buch von Ina Kersten [Ker90, Thm.
20.5] bzw. von Philippe Gille und Tamás Szamuely [GS06, Abschnitt 7.2] empfohlen. Eben-
falls von Interesse sind die klassischen Quellen von J. Milnor [Mil70, Thm. 2.3] sowie von H.
Bass und J. Tate [BT73, Thm. 5.1].

Überblick über den Beweis. Die Exaktheit bei KM
n (k) und die Spaltungseigenschaft

folgen aus der Existenz der Abbildung ψπ aus Satz 1.9. Für π = T sind k[T ]/(T ) und k

kanonisch isomorph über den Einsetzhomomorphismus f 7→ f(0). Man sieht damit leicht, dass
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ψT linksinvers ist zur Restriktion resk(T )/k. Desweiteren folgt aus der definierenden Eigenschaft
von ∂π, dass die Komposition von ∂ nach resk(T )/k die Nullabbildung ist. Für die ausstehenden
Behauptungen zeigt man, dass ∂ einen Isomorphismus

(I.1.3) KM
n

(
k(T )

)
/KM

n (k) '−→
⊕
π∈P

KM
n−1

(
k[T ]/(π)

)
induziert. Man verfährt hierbei mit einer Filtrierung von KM

n

(
k(T )

)
. Sei Ld ⊂ KM

n

(
k(T )

)
die Untergruppe erzeugt von Elementen der Form {f1, . . . , fn} mit Polynomen fi ∈ k[T ] vom
Grad kleiner oder gleich d. Dann gilt

L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · sowie
⋃
d≥0

Ld = KM
n

(
k(T )

)
.

Um die Isomorphie in (I.1.3) zu zeigen, weist man zunächst nach, dass ∂ einen Isomorphismus

(I.1.4) Ld/Ld−1
'−→

⊕
π∈Pd

KM
n−1

(
k[T ]/(π)

)
induziert, wobei Pd die Menge der irreduziblen normierten Polynome vom Grad d bezeichnet.
Induktion nach d liefert dann einen Isomorphismus

Ld/L0
'−→

d⊕
i=1

⊕
π∈Pi

KM
n−1

(
k[T ]/(π)

)
und Übergang zum direkten Limes für d→∞ zeigt uns zusammen mit L0 ∼= KM

n (k) schließ-
lich die Isomorphie (I.1.3). Es bleibt also (I.1.4) zu zeigen. Hierfür definiert man zu jedem
π ∈ P einen Schnitt zu ∂π : Ld/Ld−1 → KM

n−1
(
k[T ]/(π)

)
durch

hπ : KM
n−1

(
F [T ]/(π)

)
−→ Ld/Ld−1

{ḡ2, . . . , ḡn} 7−→ {π, g2, . . . , gn} .

Die Überprüfung der Wohldefiniertheit bedarf einiger technischer Überlegungen. Desweiteren
haben die Abbildungen hπ die Eigenschaft, dass ∂π′ ◦hπ die Nullabbildung ist für verschiedene
Primelemente π′, π ∈ P. Dadurch ist die Komposition

KM
n−1

(
F [T ]/(π)

) hπ−→ Ld/Ld−1
∂−→

⊕
π′∈Pd

KM
n−1

(
F [T ]/(π′)

)
injektiv und ∂ ist surjektiv. Da Ld/Ld−1 die Vereinigung der Bilder von hπ über alle π ∈ Pd
ist, haben wir auch die Sujektivität von ∂. �

Man kann im Beweis von Satz 1.12 eine weitere Eigenschaft der Untergruppen Ld zeigen
und anwenden, die für uns später von eigenem Interesse ist (vgl. [Ker90, S. 20 unten], [GS06,
Prop. 7.2.8 und Lemma 7.2.9]).

1.13. Lemma. Die Untergruppe Ld von KM
n

(
k(T )

)
ist erzeugt von Symbolen der Form

{a1, . . . , an−r, π1, . . . , πr} mit Körperelementen ai ∈ k× und Polynomen πi ∈ P mit der Ei-
genschaft 1 ≤ deg(π1) < . . . < deg(πr) ≤ d.
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1.14. Korollar. Sei k(c) eine einfache Körpererweiterung von k vom Grad d. Dann ist
KM
n−1

(
k(c)

)
erzeugt von Symbolen der Form {a1, . . . , an−r, π1(c), . . . , πr−1(c)}mit einem r ∈ N

und Polynomen πi ∈ P, welche die Eigenschaft 1 ≤ deg(π1) < . . . < deg(πr−1) ≤ d−1 erfüllen.

Beweis. Sei π ∈ Pd ein Polynom, sodass k(c) gegeben ist durch k[T ]/(π) und c die Klasse
von T in k[T ]/(π) ist. Der von ∂π induzierte Homomorphismus Ld/Ld−1 → KM

n−1
(
k[T ]/(π)

)
aus dem Beweis von Satz 1.12 ist surjektiv, somit ist KM

n−1
(
k[T ]/(π)

)
erzeugt von den Bildern

∂π
(
{a1, . . . , an−r, π1, . . . , πr}

)
der Erzeuger von Ld. Ist eines der Elemente πi identisch mit π,

also ohne Einschränkung πr = π, so gilt aufgrund der definierenden Eigenschaft von ∂π

∂π
(
{a1, . . . , an−r, π1, . . . , πr}

)
= {a1, . . . , an−r, π1(c), . . . , πr−1(c)}

in KM
n−1

(
k(c)

)
= KM

n−1
(
k[T ]/(π)

)
. Andernfalls bildet ∂π den Erzeuger auf null ab. �

1.15. Korollar. Sei k(c) eine einfache Körpererweiterung von k vom Grad d. Dann ist
KM
∗
(
k(c)

)
als KM

∗ (k)-Modul erzeugt von Symbolen der Form {π1(c), . . . , πr(c)} mit einem
r ∈ N und Polynomen πi ∈ P, welche die Eigenschaft 1 ≤ deg(π1) < . . . < deg(πr) ≤ d − 1
erfüllen. �

1.F. Normabbildung. Dieser Unterabschnitt erläutert die Konstruktion und die wich-
tigsten Eigenschaften einer Normabbildung für endliche Körpererweiterungen in der Mil-
nor’schen K-Theorie.

1.16. Theorem. Für jede endliche Erweiterung E/k und jede Zahl n ∈ N existiert genau ein
Gruppenhomomorphismus

corE/k : KM
n (E) −→ KM

n (k)

mit den Eigenschaften
1) Für n = 0 ist corE/k : Z→ Z die Multiplikation mit [E : k].
2) Für n = 1 ist corE/k : KM

1 (E)→ KM
1 (k) gegeben durch {b} 7→

{
NE/k(b)

}
.

3) Projektionsformel: Für α ∈ KM
n (k) und β ∈ KM

m (E) gilt

corE/k
(
αE · β

)
= α · corE/k

(
β
)
.

Insbesondere gilt corE/k
(
αE
)

= [E : k]α, d.h. die Komposition corE/k ◦ resE/k ist
Multiplikation mit [E : k].

4) Funktorialität: Es gilt cork/k = IdKM
n (k) und für einen Turm k ⊂ E ⊂ L von endlichen

Körpererweiterungen gilt

corL/k = corE/k ◦ corL/E .

5) Reziprozität: Für β ∈ KM
n

(
k(T )

)
gilt∑

π∈P∪{∞}
cork(νπ)/k

(
∂π(β)

)
= 0.
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Man nennt die Abbildung corE/k Normabbildung, Transfer oder Korestriktion der
Milnor’schenK-Theorie. Tatsächlich ist corE/k bereits durch die Eigenschaft cork/k = IdKM

n (k)
zusammen mit Reziprozität eindeutig festgelegt. Die Konstruktion von corE/k ist technisch
sehr aufwendig und würde hier in voller Ausführlichkeit den Rahmen sprengen. Wir erläutern
daher nur die wesentlichen Idee. Der Startpunkt der Konstruktion ist die exakte Sequenz von
Milnor-Tate aus Satz 1.12

0 // KM
n+1(k) // KM

n+1
(
k(T )

) ∂
//
⊕
π∈P

KM
n

(
k[T ]/(π)

)
//

∃ρ

zz

0.

Aufgrund der Spaltungseigenschaft existiert ein zu ∂ rechtsinverser Homomorphismus ρ. Die
Verknüpfung ρπ von ρ nach der kanonischen Einbettung ιπ der Gruppe KM

n

(
k[T ]/(π)

)
in⊕

π∈P K
M
n

(
k[T ]/(π)

)
hat die Eigenschaft

(I.1.5) ∂π′ ◦ ρπ =

IdKM
n (k(νπ)) : π′ = π

0 : π′ 6= π.

Für π ∈ P sei corπ/k = cork(νπ)/k die Komposition −∂∞ ◦ ρπ : KM
n

(
k(νπ)

)
→ KM

n (k). Wir
zeigen die oben formulierte Reziprozitätsformel für diese Abbildungen.

1.17. Lemma. Es gilt
∑

π∈P∪{∞}
corπ/k ◦ ∂π = 0.

Beweis. Für jedes Element β ∈ KM
n

(
k(T )

)
gilt aufgrund der Eigenschaft (I.1.5) für alle

π′ ∈ P
∂π′
(
β −

∑
π∈P

ρπ
(
∂π(β)

))
= ∂π′(β)− ∂π′(β) = 0.

Somit liegt das Element β −
∑
π∈P ρπk

(
∂π(β)

)
im Kern von ∂ und kommt daher wegen der

exakten Sequenz von Milnor-Tate von einem Element α ∈ KM
n (k). Da Elemente von k ⊂ k(T )

Einheiten bezüglich der Gradbewertung ν∞ sind, bildet ∂∞ das Element αk(T ) auf null ab.
Folglich

0 = ∂∞
(
β −

∑
π∈P

ρπ
(
∂π(β)

))
= ∂∞

(
β
)

+
∑
π∈P

(
−∂∞ ◦ ρπ

)(
∂π(β)

)
= cor∞/k

(
∂∞
(
β
))

+
∑
π∈P

corπ/k
(
∂π(β)

)
�

Für eine einfache Körpererweiterung k(c) können wir nun corc/k = corπc/k setzen, wobei
πc ∈ P das Minimalpolynom zu c ist. Sei E = k(c1, . . . , cm) eine beliebige endliche Erweiterung
von k. Die Normabbildung kann dann definiert werden als

corE/k = corc1/k ◦ corc2/k(c1) ◦ · · · ◦ corcm−1/k(c1,...,cm−2) ◦ corcm/k(c1,...,cm−1).
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Dass diese Definitionen nicht von der Wahl der erzeugenden Elemente, sondern nur von der
Körpererweiterung abhängen, ist alles andere als offensichtlich. Obwohl diese Konstruktion
von H. Bass und J. Tate [BT73] stammt, gelang der Nachweis der Wohldefiniertheit erst K.
Kato in [Kat80].

2. Galoiskohomologie

Dieser Abschnitt ist allgemein gehalten und dient im Wesentlichen als kurze Einführung
zum Thema und als Überblick über für die Bloch-Kato-Vermutung relevante Konstruktionen.
Einige oft benutzte Resultate wie die lange exakte Kohomologiesequenz werden elementar
bewiesen.

2.A. Proendliche Gruppen und diskrete G-Moduln. Eine proendliche Gruppe
ist eine topologische Gruppe G, welche projektiver Limes endlicher, mit diskreter Topologie
versehener Gruppen ist. Abgeschlossene Untergruppen von proendlichen Gruppen sind eben-
falls proendlich, ebenso ist die Faktorgruppe G/N proendlich für jeden Normalteiler N einer
proendlichen Gruppe G. Proendliche Gruppen sind ein Spezialfall des Konzepts der Pro-C-
Gruppen, wo C eine unter Isomorphie abgeschlosse Klasse von endlichen, diskreten Gruppen
ist. Eine Pro-C-Gruppe G ist dann ein projektiver Limes von Gruppen Gi aus C, wobei wir
G als topologische Gruppe mit der durch

∏
Gi induzierten Topologie auffassen. Für eine aus-

führliche Einführung zu diesem Thema, siehe z.B. das Buch von Ribes und Zalesskii [RZ10].
Da jede endliche Gruppe versehen mit diskreter Topologie trivialerweise proendlich ist,

stellt das Konzept der proendlichen Gruppen eine natürliche Verallgemeinerung von endlichen
Gruppen dar, mit deren Hilfe wir die elementare Definition von Gruppenkohomologie endlicher
Gruppen auf proendliche Gruppen ausdehnen. Konkret kann man so die Galoiskohomologie
für unendliche Galoiserweiterungen definieren.

2.1. Beispiel. Die Galoisgruppe Gal(L/k) einer Galoiserweiterung (versehen mit der Krull-
Topologie) ist projektiver Limes aller Galoisgruppen Gal(F/k) endlicher Galoiserweiterungen
mit k ⊂ F ⊂ L.

Denn die Menge aller endlichen Galoiserweiterungen ist zusammen mit der Inklusion eine
gerichtete Menge. Für zwei solche Erweiterungen F1/k, F2/k sind F1, F2 Teilkörper vom Kom-
positum F1 ·F2, welches wiederum eine endliche Galoiserweiterung von k darstellt. Zusammen
mit den Restriktionsabbildungen ρF2

F1
: Gal(F2/k) → Gal(F1/k) für k ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ L bilden

die endlichen Galoiserweiterungen also ein projektives System. Weiter existieren Restriktio-
nen ρLF : Gal(L/k) → Gal(F/k), und die universelle Eigenschaft des projektiven Limes sagt
nun Gal(L/k) = lim←−F/k Gal(F/k).

2.2. Definition. Sei G eine beliebige Gruppe. Ein G-Linksmodul oder einfach G-Modul
ist eine abelsche (multiplikative) Gruppe A mit einer G-Operation G× A→ A, (g, a) 7→ ga,
die das Distributivgesetz g(a · b) = ga · gb für g ∈ G, a, b ∈ A erfüllt. G-Moduln sind Moduln
im üblichen Sinne über dem Gruppenring Z[G]. Ein G-Modulhomomorphismus ist ein
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Gruppenhomomorphismus f : A → B zwischen G-Moduln, für den f(ga) = gf(a) für alle
g ∈ G, a ∈ A erfüllt ist. Sei nun G eine proendliche Gruppe. Ein diskreter G-Modul ist
ein G-Modul mit diskreter Gruppe A und stetiger Multiplikation G × A → A. Die Klasse
der G-Moduln zusammen mit G-Modulhomomorphismen ist eine Kategorie G-Mod, in der
diskrete G-Moduln eine volle Unterkategorie G-Modδ darstellen.

Im Falle von endlichen Gruppen G mit diskreter Topologie fallen die Begriffe „G-Modul“
und „diskreter G-Modul“ zusammen.

Bemerkung (zur Notation). Im Hinblick auf die spätere Anwendung schreiben wir die Grup-
pe A entgegen formalen Konventionen meist multiplikativ und benutzen den Multiplikations-
punkt „·“ für die Gruppenverknüpfung in A, während die Gruppenverknüpfung von G sowie
auch die Gruppenoperation von G auf A ohne ein Verknüpfungszeichen geschrieben werden.

2.3. Beispiel (Trivialer G-Modul). Sei G eine beliebige Gruppe und A eine beliebige abelsche
Gruppe. Dann ist A mit der trivialen G-Operation (g, a) 7→ a ein G-Modul. Ist G proendlich
und betrachten wir A als diskrete abelsche Gruppe, so ist A ein diskreter G-Modul. Wan-
nimmer wir die Restklassengruppe Z/m anstelle von A verwenden, betrachten wir diese als
trivialen G-Modul.

2.4. Beispiel. Sei Gal(L/k) die Galoisgruppe einer Körpererweiterung L/k. Dann ist L× ein
diskreter Gal(L/k)-Modul mit Multiplikation

(σ, a) 7→ σa := σ(a)

2.B. Gruppenkohomologie. Wir geben zunächst eine elementare Konstruktion der
Gruppenkohomologie über inhomogene Koketten. Anschließend erläutern wir kurz die Moti-
vation zur Gruppenkohomologie aus Sicht der homologischen Algebra und die Darstellung der
Gruppenkohomologie als Ext-Funktor. Es sei im Folgenden G stets eine proendliche Grup-
pe und A ein diskreter G-Modul. Wir notieren mit G×n das n-fache kartesische Produkt
G× . . .×G versehen mit Produkttopologie.

2.5. Definition (Inhomogene Koketten). Es sei

C0(G,A) := A,

Cn(G,A) :=
{
f | f : G×n → A stetig

}
für n ∈ N.

Durch (f · g)(x) := f(x) · g(x) erhält Cn(G,A) die Struktur einer abelschen Gruppe. Weiter
seien für n ∈ N Gruppenhomomorphismen dn : Cn(G,A) → Cn+1(G,A) auf folgende Weise
definiert: dn(f) sei der Homomorphismus G×(n+1) → A gegeben durch

dn(f)(σ1, ..., σn+1) := σ1f(σ2, ..., σn+1) ·
n∏
i=1

f(σ1, ..., σiσi+1
i-te Stelle

, ..., σn+1)(−1)i ·f(σ1, ..., σn)(−1)n+1
.

Desweiteren sei d0 : A→ C1(G,A) definiert durch d0(x)(σ) := σx · x−1.
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Eine einfache, jedoch unbequeme Rechnung zeigt, dass durch
(
C•(G,A), d•

)
:

2.6. Proposition. Für alle n ∈ N gilt dn+1 ◦ dn = 1.

2.7. Definition. Die Gruppen der n-Kozykel und n-Koränder sind gegeben durch

Zn(G,A) := ker dn ⊂ Cn(G,A) und
Bn(G,A) := im dn−1 ⊂ Cn(G,A).

Vorangegangene Proposition besagt Bn(G,A) ⊂ Zn(G,A). Die n-te Kohomologiegruppe
ist die Quotientengruppe

Hn(G,A) := Zn(G,A)
Bn(G,A) .

2.8. Beispiel. Im Falle n = 0 haben wir H0(G,A) ∼= Z0(G,A) = AG, wobei AG die Menge
der G-invarianten Elemente {a ∈ G | ga = a für alle g ∈ G} ist. Für n = 1 ist

Z1(G,A) =
{
f ∈ C1(G,A) | f(στ) = σf(τ) · f(σ)

}
B1(G,A) =

{
f ∈ C1(G,A) | ∃a ∈ A : f(σ) = σx · x−1

}
.

Für triviale G-Moduln A ergibt sich insbesondere H0(G,A) ∼= A, H1(G,A) ∼= Homcts(G,A).
(Hier sei Homcts(G,A) die Gruppe der stetigen Gruppenhomomorphismen von G nach A.)

2.9. Bemerkung (Hn als rechtsderivierte Funktoren). Die Idee hinter der Defintion von
Gruppenkohomologie ist es, eine Art Erweiterung des Funktors A 7→ AG in „höheren Dimen-
sionen“ zu konstruieren. Dieser Funktor ist linksexakt, d.h. für eine kurze exakte Sequenz
0 → A → B → C → 0 von Z[G]-Moduln ist 0 → AG → BG → CG exakt. Wir können
Hn(G,−) als den rechtsderivierten Funktor Rn

(
(−)G

)
definieren. Per Konstruktion solcher

Funktoren gilt dann H0(G,A) = AG und es existiert eine lange exakte Sequenz

0 −→ AG −→ BG −→ CG −→ H1(G,A) −→ H1(G,B) −→ . . .

Wenn H1(G,A) = 0 gilt, so ist der Funktor (−)G exakt. Daher kann man sich die Koho-
mologiefunktoren Hn(G,−) als ein Maß für die Abweichung von der Exaktheit von (−)G

vorstellen. Die Definition über rechtsderivierte Funktoren ist topologiefrei – G kann eine be-
liebige Gruppe und A ein beliebiger (nicht notwendigerweise diskreter) G-Modul sein.

2.10. Bemerkung (Hn und Extn). Im Hinblick auf die vorangegangene Bemerkung besteht
eine weitere Möglichkeit zur Charakterisierung von Gruppenkohomologie in der Beschreibung
durch sogenannte Ext-Funktoren. Für eine beliebige abelsche Kategorie A und n ≥ 0 ist der
Funktor ExtnA(A,−) definiert als der n-te rechtsderivierte Funktor des linksexakten Hom-
Funktors B 7→ HomA(A,B). Für G-Moduln A gilt nun HomZ[G](Z, A) = HomG(Z, A) ∼= AG

via α 7→ α(1), wobei Z als trivialer G-Modul betrachtet wird. Folglich haben wir

Hn(G,−) ∼= ExtnZ[G]-Mod(Z,−).
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2.C. Funktorielle Eigenschaften. Im Folgenden seien G,G′ zwei proendliche Grup-
pen, A ein diskreter G-Modul, A′ ein diskreter G′-Modul. Zwei Gruppenhomomorphismen
γ : G′ → G, α : A → A′ heißen kompatibel, falls α

(
γ(g′)a

)
= g′α(a) für alle g′ ∈ G′,

a ∈ A gilt. Dies bedeutet gerade, dass α ein G′-Modulhomomorphismus bezüglich der durch
g′a := γ(g′)a definierten G′-Modulstruktur auf A ist. Solche kompatiblen Homomorphismen
induzieren eine Abbildung

(I.2.1) Cn(G,A) −→ Cn(G′, A′), φ 7−→ α ◦ φ ◦ γ×n.

Diese Abbildung kommutiert in natürlicher Weise mit den Differentialen, d.h. folgendes Dia-
gramm ist kommutativ:

· · · dn−1
// Cn(G,A) dn

//

��

Cn+1(G,A) dn+1
//

��

· · ·

· · · d
n−1
// Cn(G′, A′) dn

// Cn+1(G′, A′) dn+1
// · · ·

Somit werden Koränder auf Koränder und Kozykel auf Kozykel abgebildet, und (I.2.1) indu-
ziert für alle n ≥ 0 einen Gruppenhomomorphismus

(I.2.2) Hn(G,A) −→ Hn(G′, A′).
Die Klasse der Paare (G,A) bildet zusammen mit Paaren kompatibler Homomorphismen
(γ, α) als Morphismen (G,A) → (G′, A′) eine Kategorie. Hn(−,−) ist dann ein (kovarian-
ter) Funktor von dieser Kategorie in die Kategorie der abelschen Gruppen. Wir notieren
die Abbildung in (I.2.2) daher auch mit Hn(γ, α) und die Abbildung aus (I.2.1) analog mit
Cn(γ, α). Im Spezialfall G = G′ induziert jeder G-Modulhomomorphismus α : A → A′ einen
Gruppenhomomorphismus Hn(G,α) : Hn(G,A) → Hn(G,A′), den wir meist kurz α∗ oder
α∗n notieren. Insbesondere ist Hn(G,−) ein (kovarianter) Funktor G-Modδ → Ab.

2.11. Beispiel (Restriktion). Sei H < G eine Untergruppe. Wenden wir die eben erwähnte
Kontruktion an für γ = ι : H ↪→ G und A′ = A aufgefasst als G-Modul (und somit auch
H-Modul), so erhalten wir die sogenannte Restriktionsabbildung

(I.2.3) resGH : Hn(G,A) −→ Hn(H,A), [φ] = α 7→ αH := [φ ◦ ι×n].

für alle natürlichen Zahlen n.

Die nachfolgende Proposition erklärt das Verhalten der Kohomologiegruppen unter Limi-
tes.

2.12. Proposition. Sei (Gi) ein projektives System proendlicher Gruppen und sei (Ai)
ein induktives System bestehend aus diskreten Gi-Moduln Ai, sodass die Homomorphismen
γij : Gj → Gi mit den Homomorphismen und αij : Ai → Aj kompatibel sind. Weiter seien
G := lim←−Gi und A := lim−→Ai. Dann gilt für alle n ≥ 0

Hn(G,A) ∼= lim−→Hn(Gi, Ai).
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Beweisskizze. Die Kokettengruppen Cn(Gi, Ai) bilden ein induktives System mit Ho-
momorphismen cij = Cn(γij , αij)

Cn(Gi, Ai) −→ Cn(Gj , Aj)
φ 7−→ αij ◦ φ ◦ γ×nij .

Weiter sei ci : Cn(Gi, Ai)→ Cn(G,A) die Abbildung gegeben durch

ci(φ)
(
(g(j)

1 )j , . . . , (g(j)
n )j

)
=
[
φ
(
g

(i)
1 , . . . , g(i)

n

)]
A
,

wobei (g(j))j ein Element von G = lim←−Gj ⊂
∏
j Gj ist und [ai]A die Klasse von ai ∈ Ai in

A = lim−→Aj bezeichne. Eine Rechnung zeigt, dass der Homomorphismus

lim−→Cn(Gj , Aj) −→ Cn(G,A)

gegeben durch [φj ]lim−→Cn(Gj ,Aj) 7→ cj(φj) wohldefiniert und bereits ein Isomorphismus ist,
woraus die Behauptung folgt. �

Angewendet auf G = lim←−G/N und A = lim−→AN , wobei N C G alle Normalteiler von G

durchläuft, ergibt sich:

2.13. Korollar. Hn(G,A) = lim−→Hn
(
G/N,AN

)
für alle n ≥ 0. �

2.D. Induzierte Moduln, Restriktion & Korestriktion. Eine weitere Möglichkeit
der Verwendung von Homomorphismen der Form (I.2.2) besteht bei der Definition der in-
duzierten Moduln. Diese liefern uns eine Abbildung Hn

(
G,MG

H (A)
)
→ Hn(H,A), mit deren

Hilfe wir die Restriktion (I.2.3) rekonstruieren können. Wir erhalten aber noch mehr, denn
dieser Homomorphismus ist bijektiv und seine Umkehrabbildung ermöglicht uns die Definition
einer Korestriktion Hn(H,A)→ Hn(G,A).

2.14. Definition & Bemerkung (Induzierte Moduln). Sei H < G eine Untergruppe, A
ein diskreter G-Modul und A∗ = MG

H (A) die Menge aller stetigen, H-linearen Abbildun-
gen a∗ : G → A. Auf MG

H (A) ist eine G-Modulstruktur gegeben durch (ga∗)(x) := a∗(xg)
für alle g, x ∈ G. Wir nennen MG

H (A) den bezüglich H induzierten Modul von A und
MG(A) := MG

{1}(A) einfach nur den induzierten Modul von A.
Es ist durch a∗ 7→ a∗(1) ein Monomorphismus σ : MG

H (A) → A gegeben, welcher kompa-
tibel ist mit der Inklusionsabbildung ι : H ↪→ G. Somit haben wir eine Abbildung

σ∗ = Hn(ι, σ) : Hn(G,MG
H (A)

)
−→ Hn(H,A).

Das nachfolgende Resultat ist auch als Shapiros Lemma bekannt.

2.15. Satz (Shapiro & Faddeev). Durch die Abbildung σ∗ ist ein Isomorphismus

Hn(G,MG
H (A)

) ∼= Hn(H,A)

gegeben.
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Beweis. Siehe z.B. C. Weibel [Wei94, Satz 6.3.2].

Wir finden die Restriktion (I.2.3) nun über den Isomorphismus aus Satz 2.15 wieder, indem
wir den G-Modulhomomorphismus λ : A → MG

H (A) gegeben durch λ(a)(g) = ga betrachten.
Die Restriktion ist dann gerade die Komposition von σ∗ nach λ∗ = Hn(ι, λ):

(I.2.4) resGH : Hn(G,A) −→ Hn(G,MG
H (A)

) '−→ Hn(H,A).

Für die Definition der für uns wichtigen Korestriktion wollen wir ebenfalls den Isomorphismus
aus Satz 2.15 heranziehen. Dies liefert uns einen besseren Zugang als die stattdessen oft
benutzte Konstruktion über einen Limesprozess. Für den Rest dieses Unterabschnitts sei
H < G eine abgeschlossene Untergruppe mit endlichem Index (G : H) und A ein diskreter
G-Modul.

2.16. Lemma & Definition (Korestriktion). Sei π : MG
H (A)→ A der durch

a∗ 7→
∑

x∈G/H
xa∗

(
x−1)

wohldefinierte G-Modulhomomorphismus. Die Summe ist hierbei endlich, da (G : H) < ∞
vorausgesetzt war. Hierbei sei G/H aufgefasst als ein beliebiges System von Repräsentanten
der Linksnebenklassen von H. Wir definieren die Korestriktion corGH : Hn(H,A)→ Hn(G,A)
als die Komposition von π∗ = Hn(ι, π) nach dem Isomorphismus (σ∗)−1:

(I.2.5) corGH : Hn(H,A) '−→ Hn(G,MG
H (A)

) π∗−→ Hn(G,A).

Beweis. Wir müssen zeigen, dass π wohldefiniert und ein G-Modulhomomorphismus ist.
Wählen wir mit x̃ einen anderen Repräsentanten der Nebenklasse von xH, so folgt aus der
H-Linearität von a∗ sofort

x̃a∗
(
x̃−1) = xha∗

(
h−1x−1) = xa∗

(
x−1).

Weiter gilt

π(ga∗) =
∑

x∈G/H
x(ga∗)

(
x−1)

=
∑

x∈G/H
xa∗

(
x−1g

)
=
∑

x∈G/H
gxa∗

(
x−1) (substituiere x 7→ gx)

= gπ(a∗). �

2.17. Beispiel. Im Fall n = 0 ist σ∗ = H0(ι, σ) eine Abbildung MG
H (A)G → AH . Der Modul

MG
H (A)G besteht gerade aus allen H-linearen konstanten Funktionen G → A, da für dessen

Elemente a∗ gilt

a∗(g) = a∗(1 · g) = (ga∗)(1) = a∗(1) für alle g ∈ G.
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Die Umkehrabbildung
(
σ∗
)−1 : AH → MG

H (A)G von σ∗ bildet a auf die konstante Abbildung
ca(g) ≡ a ab. Die Komposition (I.2.5) ist daher gegeben durch a 7→ ca 7→

∑
x∈G/H xa, d.h.

die Korestriktion ist die Abbildung

corGH : AH −→ AG

a 7−→
∑

x∈G/H
xa

Ist A zusätzlich trivialer G-Modul, so gilt corGH(a) = (G : H) · a. Allgemein gilt:

2.18. Proposition. Die Komposition corGH ◦ resGH ist der Endomorphismus auf Hn(G,A)
gegeben durch Multiplikation mit (G : H).

Beweis. Nach (I.2.4) und Definition 2.16 ist corGH ◦resGH = π∗◦(σ∗)−1◦σ∗◦λ∗ = π∗◦λ∗. Ist
[φ] eine Klasse von Koketten in Hn(G,A), so wird diese von π∗ ◦λ∗ abgebildet auf die Klasse
der Abbildung π ◦ λ ◦ φ in Hn(G,A). Die Komposition π ◦ λ ist dabei gerade Multiplikation
mit (G : H):

π
(
λ(a)

)
=
∑

x∈G/H
xλ(a)(x−1)

=
∑

x∈G/H
xx−1a

= (G : H) · a. �

2.E. Lange exakte Sequenz. Eine der wichtigsten Anwendungen von Gruppenkoho-
mologie sind die von kurzen exakten Koeffizientensequenzen induzierten langen Sequenzen,
mit deren Hilfe man oft Abbildungen konstruiert oder Isomorphieaussagen trifft.

2.19. Satz (Lange exakte Kohomologiesequenz).
Sei 0 → A

α→ B
β→ C → 0 eine kurze exakte Sequenz von diskreten G-Moduln. Dann

existiert für alle n ≥ 0 ein Gruppenhomomorphismus

δn : Hn(G,C)→ Hn+1(G,A),

sodass durch

. . .
δn−1
−−−→ Hn(G,A) α∗−→ Hn(G,B) β∗−→ Hn(G,C) δn−→ Hn+1(G,A) α∗−→ . . .

eine lange exakte Sequenz von Gruppen gegeben ist.

Beweisskizze. Wir skizzieren den Beweis auf Grundlage von [Neu11] und schreiben kurz
αq und βq für die Abbildungen Cq(G,α) und Cq(G, β). Betrachte das folgende kommutative
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Diagramm mit exakten Zeilen.

0 // Cn(G,A)
αn

//

dn

��

Cn(G,B)
βn

//

dn

��

Cn(G,C) //

dn

��

0

0 // Cn+1(G,A)
αn+1

//

dn+1

��

Cn+1(G,B)
βn+1

//

dn+1

��

Cn+1(G,C) //

dn+1

��

0

0 // Cn+2(G,A)
αn+2

// Cn+2(G,B)
βn+2

// Cn+2(G,C) // 0

Sei [c] ∈ Hn(G,C) eine Kohomologieklasse. Wähle ein b ∈ Cn(G,B) mit βnb = c. Aus der
Kommutativität des Diagramms folgt βn+1d

nb = dnβn(b) = dnc = 0, da c ein Kozykel ist.
Also gilt dnb ∈ kerβn+1 = imαn+1. Sei a ∈ Cn+1(G,A) eine Kokette mit αn+1a = dnb. Es gilt
dann αn+2d

n+1a = dn+1αn+1a = dn+1dnb = 0. Die Injektivität von αn+2 sagt uns schließlich
dn+1a = 0, also ist a ein (n+ 1)-Kozykel. Wir setzen δ

(
[c]
)

:= [a]. Eine kurze Rechnung zeigt
die Wohldefiniertheit.

Bezüglich der Exaktheit der Sequenz

Hn(G,A) α∗n−→ Hn(G,B) β∗n−→ Hn(G,C) δn−→ Hn+1(G,A)
α∗n+1−−−→ Hn+1(G,B)

sind die Inklusionen imα∗n ⊂ kerβ∗n, im β∗n ⊂ ker δn und im δn ⊂ kerα∗n+1 klar. Sei nun
[b] ∈ kerβ∗n. Wir können βnb = 0 annehmen, da wir sonst ein c ∈ Cn−1(G,C) mit βnb = dn−1c

und bn−1 mit βn−1bn−1 = c wählen können und folglich gilt

βn
(
b− dn−1bn−1

)
= βnb− βndn−1bn−1 = βnb− dn−1βn−1nbn−1 = βnb− dn−1c = 0

und [b] = [b − dn−1bn−1]. Sei also b ∈ kerβn = imαn, wähle a mit b = αna. Es gilt dann
αn+1d

na = dnαna = dnb = 0, folglich ist a ein Kozykel mit [b] = α∗n[a].
Die anderen beiden Inklusionen zeigt man auf ähnliche Art und Weise. �

2.F. Cup-Produkt. Zu zwei diskreten G-Moduln A, B sei A ⊗ B = A ⊗Z B das Ten-
sorprodukt über Z. Dieses wird zu einem diskreten G-Modul, indem wir g(a ⊗ b) = ga ⊗ gb
setzen.

2.20. Definition (Cup-Produkt). Für Koketten φ ∈ Cn(G,A), ψ ∈ Cm(G,B) sei φ⊗ ψ die
Kokette in Cn+m(G,A⊗B) gegeben durch

(φ⊗ ψ)
(
g1, . . . , gn,

)
= φ(g1, . . . , gn)⊗ g1 · · · gnψ(h1, . . . , hm).

Diese Abbildung ist wie auch die durch sie induzierte Abbildung bezüglich den Kohomologie-
gruppen Z-bilinear und induziert somit eine Abbildung

∪ : Hn(G,A)⊗Z H
m(G,B) −→ Hn+m(G,A⊗Z B),

das sogenannte Cup-Produkt.
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2.21. Satz (Projektionsformel). Für eine abgeschlossene Untergruppe H < G von endlichem
Index und α ∈ Hn(G,A), β ∈ Hm(G,B) gilt die Formel

corGH
(
α ∪ resGH(β)

)
= corGH(α) ∪ β in Hn+m(G,A⊗Z B).

Beweis. Mit dem Prinzip der Dimensionsverschiebung (siehe [Neu11, Satz 3.15]) genügt
es, den Fall n = m = 0 zu betrachten. Wir wählen also Elemente α ∈ H0(H,A) = AH und
β ∈ H0(G,B) = BG. In diesem Fall ist resGH die Inklusion BG ↪→ BH . Es gilt dann

corGH
(
α ∪ resGH(β)

)
= corGH

(
α⊗ β

)
=
∑

x∈G/H
x(α⊗ β)

=
∑

x∈G/H
xα⊗ β (da β ∈ BG)

=
(∑

xα
)
⊗ β

= corGH(α) ∪ β. �

2.G. Galoiskohomologie. Im Folgenden sei L/k eine galoissche Körpererweiterung mit
Galoisgruppe G = Gal(L/k). Die Kohomologiegruppen Hn(L/k,A) := Hn

(
Gal(L/k), A

)
wer-

den Galoiskohomologiegruppen von L/k mit Koeffizienten in A genannt, wobei A ein
diskreter G-Modul ist. Solche Moduln heißen nennt man auch Galoismodul bzgl. L/k. Für
den separablen Abschluss ksep/k und die absolute Galoisgruppe Γk = Gal(ksep/k) schreibt
man kurz Hn(k,A) := Hn

(
Γk, A

)
.

Wir wollen desöfteren statt einem fest gewählten Galoismodul A einen Funktor M von
der Kategorie der Körper in die Kategorie der Galoismoduln angeben und schreiben hier-
für Hn(L/k,M) := Hn

(
L/k,M(L)

)
. Für uns wichtige Beispiele solcher Funktoren sind die

Gruppenschemata Gm und µm gegeben durch

Gm(k) = k×, µm(k) = {x ∈ k | xm = 1} .

2.22. Theorem (Hilberts Satz 90). Ist L/k Galoiserweiterung, so gilt H1(L/k,Gm) = 1.
Insbesondere gilt H1(k,Gm) = 1 für jeden Körper k.

Beweis. Wir zeigen den Fall, wo L/k eine endliche Galoiserweiterung ist. Der allgemeine
Fall folgt dann aus Korollar 2.13 und der Definition der Galoisgruppe. Sei G = Gal(L/k) und
f ∈ Z1(G,L×) ein 1-Kozykel. Es gilt also f(στ) = σf(τ)f(σ) für alle σ, τ ∈ G. Der Satz
von Artin (siehe [Lan65, VIII, §4, Thm. 7]) besagt, dass Elemente in G linear unabhängig
sind über L. Da f(τ) ∈ L×, also f(τ) 6= 0 für alle τ gilt, ist folglich

∑
τ∈G f(τ) · τ nicht das

Nullelement. Es existiert also ein c ∈ L mit

b :=
∑
τ∈G

f(τ) · τc 6= 0.
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Anwenden von einem beliebig gewählten σ ∈ G auf b liefert

σb =
∑
τ∈G

σf(τ) · σ(τc)

=
∑
τ∈G

f(στ) · f(σ)−1 · (στ)c

= f(σ)−1 ·
∑
τ∈G

f(στ) · (στ)c

= f(σ)−1 ·
∑
τ∈G

f(τ) · τc

= f(σ)−1 · b,

oder mit anderen Worten f(σ) = (σb)−1 · b = σx · x−1 mit x = b−1 ∈ L×. Wir haben also
f ∈ B1(G,L×), d.h. [f ] = 0 ∈ H1(G,Gm). �

2.23. Korollar (Hilberts Satz 90 – klassische Formulierung). Sei L/k eine zyklische Galoi-
serweiterung und σ ein Erzeuger von Gal(L/k). Dann existiert für alle x ∈ L× mitNL/k(x) = 1
ein y ∈ L× mit x = y

σy .

Beweis. Durch f(σi) := x · σx · . . . · σi−1x, f(1) := 1 ist ein 1-Kozykel gegeben, der
aufgrund von Hilberts Satz 90 ein 1-Korand ist. Somit kommt f von einem Element z ∈ L×,
d.h. f(τ) = τz · z−1 für alle τ . Mit y = z−1 haben wir dann

x = f(σ) = σz

z
= y

σy
. �

Umgekehrt gilt auch NL/k(x) = 1 für jedes Element x der Form y
σy :

NL/k

(
y

σy

)
=

r−1∏
i=0

σi
(
y

σy

)
=

r−1∏
i=0

σiy

σi+1y
= y

σry
= 1.

Somit können wir die Aussage von Korollar 2.23 zusammenfassen als die Exaktheit der Se-
quenz

(I.2.6) L×
y 7→ y

σy−−−→ L×
NL/k−−−→ k×.

Eine weitere wichtige Folgerung aus Hilberts Satz 90 ist die Beschreibung der Kohomologie-
gruppe H1(k, µm).

2.24. Korollar. Sei m ∈ N nicht teilbar durch char k. Dann gilt H1(k, µm) ∼= k×/k×m.

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz von diskreten Γk-Moduln (die sogenannte Kum-
mersequenz, siehe Abschnitt II.1)

(I.2.7) 1 −→ µm(ksep) −→ k×sep
(−)m−→ k×sep −→ 1.

Die dadurch induzierte lange exakte Kohomologiesequenz beginnt mit

1 −→ µm(k) −→ k×
(−)m−−−→ k× −→ H1(k, µm) −→ H1(k,Gm).
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Letztere Gruppe verschwindet wegen Hilberts Satz 90, somit folgt die Aussage aus dem Ho-
momorphiesatz. �

2.25. Definition & Bemerkung (Restriktion und Korestriktion). Ist L/k eine beliebige Er-
weiterung und A ein diskreter Γk-Modul, so kann man die separablen Abschlüsse ksep und Lsep
von k und L so wählen, dass ksep ⊂ Lsep gilt. Die übliche Restriktion von Automorphismen
ρ : ΓL → Γk, σ 7→ σ|ksep induziert dann eine Restriktionsabbildung

(I.2.8) resL/k : Hn(k,A)→ Hn(L,A), [φ] 7→ [φ ◦ ρ×n].

Ist die Erweiterung L/k endlich und separabel, so ist ΓL < Γk eine offene Untergruppe von
endlichem Index. Wir haben somit die Korestriktionsabbildung aus Defintion 2.16

corL/k := corΓk
ΓL : Hn(L,A)→ Hn(k,A).

In diesem Fall stimmt auch die Restriktion in (I.2.8) mit der Restriktion resΓk
ΓL aus (I.2.3)

überein, und es gilt für alle α ∈ Hn(k,A)(
corL/k ◦ resL/k

)
(α) = (Γk : ΓL) · α = [L : k] · α.

2.26. Beispiel. Für n = 0 ist corL/k die Abbildung AΓL → AΓk gegeben durch a 7→
∑
σ σa,

wobei die Summe über Vertreter σ von Linksnebenklassen aus Γk/ΓL läuft.

2.H. Beziehung zur Brauergruppe. Unter der Brauergruppe Br(k) eines Körpers k
verstehen wir die Menge der Isomorphieklassen von zentral einfachen, endlich dimensionalen
k-Algebren modulo Brauer-Äquivalenz versehen mit dem Tensorprodukt über k als Grup-
penverknüpfung. Wir benutzen aus Gründen der Lesbarkeit keine besondere Notation für
Äquivalenzklassen solcher Algebren, sondern notieren die Klasse einer Algebra mit einem ih-
rer Vertreter. Die relative Brauergruppe Br(L/k) einer Körpererweiterung L/k ist der Kern
des Homomorphismus Br(k)→ Br(L), A 7→ A⊗k L. Weiter bezeichne mBr(k) die m-Torsion
der Brauergruppe.

2.27. Satz. Für Galoiserweiterungen L/k ist die Abbildung

H2(L/k, L×) −→ Br(L/k)

[f ] 7−→ (L,Gal(L/k), f)

wohldefiniert und ein Isomorphismus.

Hierbei bezeichnet (L,G, f) die k-Algebra, die über k erzeugt wird von Symbolen uσ

für jedes σ ∈ G mit den Relationen uσx = σ(x)uσ für x ∈ L und uσuτ = f(σ, τ)uστ .
Einen schönen und ausführlichen Überblick mitsamt einem Beweis des Satzes gibt Ina Kersten
in [Ker07, S. 55–76].

2.28. Korollar. Es gilt H2(k,Gm) ∼= Br(k). �

2.29. Korollar. Sei m ∈ N nicht teilbar durch char k. Dann gilt H2(k, µm) ∼= mBr(k).
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Beweis. Wir betrachten erneut die Sequenz (I.2.7). Diese liefert uns die Exaktheit von

H1(k,Gm) −→ H2(k, µm) −→ H2(k,Gm) ·m−→ H2(k,Gm).

Die erste Gruppe verschwindet nach Hilberts Satz 90. Folglich haben wir eine exakte Sequenz

0 −→ H2(k, µm) −→ Br(k) ·m−→ Br(k).

Also ist H2(k, µm) isomorph zum Bild von H2(k, µm) ↪−→ Br(k) und folglich zum Kern
mBr(k) = ker

(
Br(k) ·m−→ Br(k)

)
. �

Zusammengefasst haben wir also folgende Indentitäten gezeigt:

Hn(k,Gm) =


k× : n = 0
0 : n = 1
Br(k) : n = 2

Hn(k, µm) =


µm(k) : n = 0
k×/k×m : n = 1

mBr(k) : n = 2.

3. Étale Kohomologie eines Körpers

Im Folgenden wollen wir kurz die étale Kohomologie vom Spektrum eines Körpers un-
tersuchen und aufzeigen, dass diese äquivalent zur Galoiskohomologie von Körpern ist. In
der Literatur wird der Normresthomomorphismus daher oft mit Werten in dieser Kohomo-
logietheorie angegeben. Im allgemeineren Rahmen der étalen Kohomologie stehen zahlreiche
zusätzliche Werkzeuge zur Verfügung. Für einen Überblick über étale Morphismen, étale To-
pologie und étale Kohomologie von allgemeinen Schemata siehe Abschnitt 2 im Anhang.

3.A. Étale Algebren. Unter einer Algebra über einem Körper verstehen wir stets eine
kommutative, assoziative, unitäre Algebra.

3.1. Definition. Eine endlichdimensionale k-Algebra A heißt étale, falls die Menge
Homk(A, ksep) der k-Algebrenhomomorphismen von A nach ksep aus genau n = dimk A Ele-
menten besteht. Étale Algebren bilden eine volle Unterkategorie Et/k in der Kategorie der
k-Algebren.

Weitere Charakterisierungen von étalen Algebren findet man in [KMRT98, Abschn.
V.18.A]. So sind diese beispielsweise dadurch gekennzeichnet, dass A⊗k ksep isomorph ist zu
k⊕msep für ein m ≥ 0. Man kann nun mit Methoden der kommutativen Algebra zeigen, dass
für étale Morphismen Y → Spec k stets eine étale k-Algebra A existiert mit Y = SpecA.
Umgekehrt induziert jede étale k-Algebra A einen étalen Morphismus SpecA→ Spec k. Wir
erhalten so auf natürliche Art und Weise eine Äquivalenz zwischen der Kategorie Et/ Spec k
der étalen Morphismen über Spec k und der Kategorie Et/k der étalen k-Algebren.
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3.B. Étale Algebren und endliche diskrete Γk-Mengen. Offensichtlich operiert
Γk = Gal(ksep/k) auf Homk(A, ksep) für jede k-Algebra A durch Komposition von Abbildun-
gen. Sei nun A zusätzlich étale. Aufgrund der endlichen Dimension von A über k haben auch
die Bilder ξ(A) ⊂ ksep von Elementen ξ ∈ Homk(A, ksep) endliche k-Dimension. Die Körperer-
weiterung k

(
ξ(A)

)
von k ist somit endlich, und aufgrund der Endlichkeit von Homk(A, ksep)

finden wir eine endliche ErweiterungM , die alle Bilder ξ(A) von Elementen ξ ∈ Homk(A, ksep)
enthält. Die Operation von Γk auf Homk(A, ksep) faktorisiert somit über dem endlichen Quo-
tienten Gal(M/k) von Γk und ist damit diskret.

Γk ×Homk(A, ksep) //

##

Homk(A, ksep)

Gal(M/k)×Homk(A, ksep)

;;

Weiter ist die Zuordnung A 7→ Homk(A, ksep) zwischen étalen k-Algebren und diskreten
Γk-Mengen (d.h. diskreten Mengen mit einer stetigen Γk-Operation) kontravariant funkto-
riell: Ein k-Algebrenhomomorphismus f : A → B induziert eine Γk-äquivariante Abbildung
Homk(B, ksep)→ Homk(A, ksep) mittels ξ 7→ ξ ◦ f .

3.2. Proposition. Durch A 7→ Homk(A, ksep) ist eine Anti-Äquivalenz zwischen der Kate-
gorie étaler k-Algebren und der Kategorie diskreter Γk-Mengen gegeben. Der Umkehrfunktor
lautet M 7→ HomΓk(M,ksep).

3.3. Bemerkung. Die Kategorien von endlichen diskreten Γk-Mengen und endlichen diskre-
ten Γk-Moduln sind identisch. Denn jede endliche Menge M ∼= Homk(A, ksep) aus Γ-FSetδ

trägt mit (f + g)(a) := f(a) + g(a) die Struktur einer abelschen Gruppe und es gilt das
Distributivgesetz σ(f + g) = σf + σg.

3.C. Étale Garben über k und diskrete Γk-Moduln. Wir erinnern uns, dass die
Kategorie Et/ Spec k zusammen mit étalen Überdeckungen (siehe Definition 2.5 im Anhang)
einen Situs

(
Spec k

)
et bilden. Somit haben wir den Begriff einer étalen Garbe auf

(
Spec k

)
et.

Dies ist ein Funktor F :
(
Et/ Spec k

)op −→ Ab, der das Garbenkriterium erfüllt. Hierunter
verstehen wir die Exaktheit von

(I.3.1) F(U)→
∏
i∈I
F(Ui)⇒

∏
(i,j)∈I2

F
(
Ui ×U Uj

)
für jede étale Überdeckung

(
Ui → U

)
i
eines étalen Morphismus U → Spec k (vgl. den Ab-

schnitt 1 über Grothendieck-Topologien im Anhang). Unter der Äquivalenz der Kategorien
Et/k und

(
Et/ Spec k

)op können wir étale Garben auf Spec k auffassen als (kovariante) Funk-
toren F : Et/k → Ab. Die Exaktheit der Sequenz (I.3.1) für jede étale Überdeckung übersetzt
sich so zu folgenden zwei Eigenschaften:

1) F
(∏

iAi
) ∼= ⊕

iF(Ai) für jedes endliche Produkt von étalen k-Algebren Ai.
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2) F(K) ∼= F(L)Gal(L/K) für jede endliche Galoiserweiterung L/K von endlichen Kör-
pererweiterungen K/k.

(
Et/ Spec k

)op

��

&&

Ab

Et/k

∼=

OO

F

88

Die Kategorie étaler Garben Et/k → Ab notieren wir mit Shv(Et/k).

3.4. Beispiel. Die étalen Garben Gm und µm aus Beispiel 2.6 sind über Spec k gegeben als
die Funktoren Et/k → Ab mit

Gm(A) = A×, µm(A) = {a ∈ A× | an = 1} .

Die Garbe µm ist gerade der Kern des Garbenmorphismus (−)m : Gm → Gm. (Unter dem
Kern eines Morphismus φ : F → G zwischen étalen Garben verstehen wir die étale Garbe
(kerφ)(A) := ker

(
φ(A) : F(A)→ G(A)

)
.)

Wir betrachten nun den Funktor Shv(Et/k) → Ab gegeben durch F 7→ lim−→F(L), wobei
der Limes über alle endlichen Erweiterungen L/k mit k ⊂ L ⊂ ksep läuft. Die absolute
Galoisgruppe von k operiert auf lim−→F(L) durch σ[f ] = [F(σ|L)(f)]. Hier ist f ∈ F(L) ein
Repräsentant von [f ] ∈ lim−→F(L). Durch diese Operation besitzt lim−→F(L) die Struktur eines
diskreten Γk-Moduls. Der folgende Satz ist eine Umformulierung der Galois-Theorie.

3.5. Satz. Durch F 7→MF := lim−→F(L) ist eine Äquivalenz Shv(Et/k) '−→ Γk-Modδ von Ka-
tegorien gegeben. Der Umkehrfunktor ordnet einem diskreten Γk-Modul M die étale Garbe
FM gegeben durch A 7→ HomΓk

(
Homk(A, ksep),M

)
zu. Wir haben ein kommutatives Dia-

gramm

Shv(Et/k)
F7→lim−→F(L)

// Γk-Modδ

(Et/k)op

A 7→Homk(A,−)

OO

A 7→Homk(A,ksep)
// Γk-FModδ

?�

OO

Im Hinblick auf die Bemerkungen 2.10 und 2.12 im Anhang gilt also:

3.6. Korollar. Die étale Kohomologie von Spec k ist äquivalent zur Galoiskohomologie von
k, d.h. es gilt

Hn
et(k,F) ∼= Hn(k,MF ), oder mit anderen Worten

Hn(k,M) ∼= Hn
et(k,FM ).
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Beweis. Es gilt Hn
et(k,F)

2.12∼= ExtnShv(Et/k)(Z,F)
3.5∼= ExtnΓk-Modδ(Z,MF )

= ExtnZ[Γk](Z,MF )
2.10∼= Hn(k,MF ). �

Aufgrund dieser Identifizierung der Galoiskohomologie benutzen wir im Folgenden stets
die étale Kohomologie Hn

et(k,F−) anstelle von Hn(k,−), um zu verdeutlichen, dass wir uns
im allgemeineren Rahmen der étalen Kohomologie von Schemata bewegen können.

4. Bilinearformen

Die Übersicht über Bilinearformen erfolgt auf Grundlage von Elman, Karpenko und Mer-
kurjev [EKM08]. Im gesamten Abschnitt bezeichne k einen Körper der Charakteristik un-
gleich zwei. Eine Bilinearform über k ist eine bilineare Abbildung b : V ×V → k auf einem
endlich dimensionalen k-Vektorraum V . Wir sind lediglich an symmetrischen, nicht ausgearte-
ten Bilinearformen interessiert. b heißt symmetrisch, falls b(v, w) = b(w, v) für alle v, w ∈ V
gilt, und nicht ausgeartet, falls durch V → V ∗, v 7→

(
w 7→ b(v, w)

)
ein Isomorphismus zwi-

schen V und seinem Dualraum gegeben ist. Man notiert auch b = bV , bzw. V = Vb, um die
Zugehörigkeit von Bilinearform und zugrundeliegendem Vektorraum zu verdeutlichen.

Nach Wahl einer Basis (e1, . . . , en) ist eine Bilinearform b eindeutig bestimmt durch die
Matrix B =

(
b(ei, ej)

)
. Es gilt dann bzgl. dieser Basis b(v, w) = vTBw, wobei hier v, w

als Spaltenvektoren betrachtet werden mit den Darstellungskoeffizienten bzgl. der Basis als
Einträge.

Eine Isometrie zwischen zwei Bilinearformen b1, b2 ist ein Isomorphismus φ : Vb1 → Vb2

mit der Eigenschaft b1(v, w) = b2
(
φ(v), φ(w)

)
für alle v, w ∈ Vb1 . Isometrie sei notiert mit

b1 ∼= b2, bzw. Vb1
∼= Vb2 . Seien b, b′ zwei Bilinearformen und E,E′ Basen von Vb, Vb′ , sowie

B,B′ Matrixdarstellungen bzgl. dieser Basen. Man rechnet leicht nach, dass genau dann b ∼= b′

gilt, wenn eine invertierbare Matrix A existiert, sodass B = ATB′A gilt. Ist φ eine Isometrie
zwischen b und b′, so ist A gegeben durch

(
MB
B′(φ)

)T .
Für zwei Bilinearformen b1 und b2 über k sind die äußere orthogonale Summe

b1 ⊕ b2 : (Vb1 ⊕ Vb2)×2 → k sowie das Tensorprodukt b1 ⊗ b2 : (Vb1 ⊗ Vb2)×2 → k gege-
ben durch

(b1 ⊕ b2)
(
(v1, v2), (w1, w2)

)
= b1(v1, w1) + b2(v2, w2)

(b1 ⊗ b2)
(
v1 ⊗ v2, w1 ⊗ w2

)
= b1(v1, w1) · b2(v2, w2).

Sind b1, b2 symmetrisch und nicht ausgeartet, so auch b1⊕ b2 und b1⊗ b2. Die Isometrie-
klassen von symmetrischen, nicht ausgearteten Bilinearformen bilden einen Halbring. Dessen
Grothendieck-Ring Ŵ (k) heißtGrothendieck-Witt-Ring. Wir notieren die Isometrieklasse
einer Bilinearform b in Ŵ (k) weiterhin mit b, sofern keine Missverständnisse zu erwarten sind.
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Der Grothendieck-Witt-Ring besteht dann also aus Differenzen b1−b2. Die von orthogonaler
Summe und Tensorprodukt induzierten Verknüpfungen in Ŵ (k) seien mit + und · notiert.

Die Bilinearform H(V ) auf V ⊕V ∗ gegeben durch
(
(v1, f1), (v2, f2)

)
7→ f1(v2)+f2(v1) heißt

hyperbolische Bilinearform von V . Sie ist ebenfalls symmetrisch und nicht ausgeartet.
Für H := H(k) existiert eine Matrixdarstellung

(I.4.1)
(

0 1
1 0

) (
bzgl. der Standardbasisvektoren von k⊕2).

Es gilt H(V ) ∼= H⊕ dimV . Eine zu H⊕n isometrische Bilinearform heißt hyperbolisch. Das
Ideal aller hyperbolischen Bilinearformen in Ŵ (k) ist also gerade das Hauptideal (H). Der
Quotientenring W (k) := Ŵ (k)/(H) heißt Witt-Ring von k. Wie bereits im Grothendieck-
Witt-Ring notieren wir die Klasse einer Bilinearform b in W (k) ebenfalls mit b.

Für a ∈ k sei 〈a〉 die Bilinearform k × k → k, (v, w) 7→ avw. 〈a〉 ist offensichtlich sym-
metrisch und für a 6= 0 nicht ausgeartet. Weiter sei 〈a1, . . . , ar〉 := 〈a1〉 ⊕ . . . ⊕ 〈ar〉 für
a1, . . . , ar ∈ k. Solche Formen heißen diagonale Bilinearformen. Formen isometrisch zu
einer diagonalen Bilinearform heißen diagonalisierbar. In unserem Fall char k 6= 2 ist jede
symmetrische Bilinearform diagonalisierbar. Es gilt weiter 〈a1 · . . . · ar〉 ∼= 〈a1〉 ⊗ . . . ⊗ 〈ar〉
und somit

〈a1 · . . . · ar〉 = 〈a1〉 · . . . · 〈ar〉 in Ŵ (k).

4.1. Lemma. Es gilt 〈a,−a〉 = 0 in W (k) für alle a ∈ k× und folglich 〈−1〉 = −〈1〉 = −1 in
W (k).

Beweis. Sei b die Bilinearform 〈a,−a〉. Wir zeigen, dass Vb eine Basis besitzt, bezüglich
der b dargestellt werden kann durch die Matrix aus (I.4.1). Dazu sei (e1, e2) eine orthogonale
Matrix (z.B. induziert von Standardbasisvektoren von k⊕2) und

(e′1, e′2) :=
(
e1 + e2,

1
2a(e1 − e2)

)
.

Man rechnet leicht nach, dass dann b(e′1, e′1) = b(e′2, e′2) = 0, b(e′1, e′2) = 1 gilt. �

4.A. Struktur von Ŵ (k) und W (k). Wir zitieren zwei Sätze über die Struktur des
Grothendieck-Witt-Rings und des Witt-Rings im Hinblick auf Erzeuger und Relationen.
4.2. Satz. [EKM08, Theorem 4.7]

Der Ring Ŵ (k) wird erzeugt von Isometrieklassen eindimensionaler diagonaler Formen
〈a〉 mit der Relation 〈a〉+ 〈b〉 = 〈a+ b〉+ 〈ab(a+ b)〉 für alle a, b ∈ k× mit a+ b 6= 0.
4.3. Korollar. [EKM08, Theorem 4.8]

Der Ring W (k) wird erzeugt von Isometrieklassen eindimensionaler diagonaler Formen
〈a〉 mit den Relationen

1) 〈1〉+ 〈−1〉 = 0.
2) 〈a〉+ 〈b〉 = 〈a+ b〉+ 〈ab(a+ b)〉 für alle a, b ∈ k× mit a+ b 6= 0.



4. BILINEARFORMEN 27

4.B. Î(k) und I(k). Das Augmentationsideal Î(k) sei das von allen b1− b2 ∈ Ŵ (k)
mit dim b1 = dim b2 erzeugte Ideal. Es ist der Kern des wohldefinierten Homomorphismus
dim: Ŵ (k)→ Z, b1 − b2 7→ dim b1 − dim b2. Wegen

〈a〉 − 〈b〉 =
(
〈1〉 − 〈b〉

)
−
(
〈1〉 − 〈a〉

)
in Ŵ (k)

wird Î(k) erzeugt von Elementen 〈1〉 − 〈a〉 mit a ∈ k×. Weiter sei I(k) das Bild von Î(k)
unter Ŵ (k) � W (k). Da Î(k) ∩ (H) = 0 gilt, induziert die kanonische Projektion einen
Isomorphismus Î(k) ∼= I(k) mit 〈1〉 − 〈a〉 7→ 〈1〉 − 〈a〉 = 〈1,−a〉. Die letztere Gleichheit
〈1〉 − 〈a〉 = 〈1,−a〉 gilt dabei nur in W (k) aufgrund von Lemma 4.1, in der Regel aber nicht
in Ŵ (k). Wir schreiben 〈〈a〉〉 für die Bilinearform 〈1,−a〉. Aus Korollar 4.3 folgern wir direkt:

4.4. Korollar. In W (k) gelten die Identitäten

1) 〈〈1〉〉 = 0.
2) 〈〈a〉〉+ 〈〈b〉〉 = 〈〈a+ b〉〉+ 〈〈ab(a+ b)〉〉 für alle a, b ∈ k× mit a+ b 6= 0.

Außerdem wird das Ideal I(k) erzeugt von Isometrieklassen zweidimensionaler Formen 〈〈a〉〉
mit diesen beiden Relationen. �

Für n ∈ N sei În(k) := Î(k)⊗n die n-te Potenz bezüglich des Tensorprodukts, genauso
sei In(k) := I(k)⊗n. Analog zum Fall n = 1 wird În(k) (als abelsche Gruppe) erzeugt von
Produkten

∏n
i=1
(
〈1〉 − 〈a〉i

)
mit ai ∈ k×, und durch

În(k) −→ In(k)∏n
i=1
(
〈1〉 − 〈a〉i

)
7−→

∏n
i=1 〈1,−ai〉

ist ein Isomorphismus gegeben. Die Bilinearform 〈〈a1, . . . , an〉〉 := 〈〈a1〉〉 ⊗ . . . ⊗ 〈〈an〉〉 heißt
n-fache Pfisterform. Als abelsche Gruppe wird In(k) also erzeugt von 〈〈a1, . . . , an〉〉 mit
ai ∈ k×.

4.5. Bemerkung. Aus den Definitionen folgt direkt 〈〈a〉〉 + 〈〈b〉〉 = 〈〈ab〉〉 + 〈〈a, b〉〉 in W (k).
Somit haben wir

〈〈a〉〉+ 〈〈b〉〉 ≡ 〈〈ab〉〉 mod I2(k).

4.6. Korollar. Es gilt 〈〈a, 1− a〉〉 = 0 in W (k) für alle a ∈ k× mit a 6= 1.

Beweis. Aus der ersten Gleichung in vorangegangener Bemerkung und den Relationen
in Korollar 4.4 folgern wir

〈〈a, 1− a〉〉 = 〈〈a〉〉+ 〈〈1− a〉〉 − 〈〈a(1− a)〉〉

= 〈〈1〉〉+ 〈〈a(1− a)〉〉 − 〈〈a(1− a)〉〉

= 0. �
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4.C. Stiefel-Whitney-Invarianten von Bilinearformen. In diesem Unterabschnitt
zeigen wir eine Verbindung zwischen Bilinearformen und Milnor’scher K-Theorie auf, welche
durch die Formeln in Bemerkung 4.5 und Korollar 4.6 gewissermaßen angedeutet wurde. Da
dies jedoch in keiner Verbindung zur Bloch-Kato- bzw. Milnor-Vermutung steht, sind die fol-
genden Seiten höchstens von eigenem Interesse und können daher ohne weiteres übersprungen
werden.

Die Beschränkung auf den Fall char k 6= 2 ist an dieser Stelle von Bedeutung. Wir wollen
die Restklassengruppe KM

n (k)/2 als Z/2-Algebra auffassen. Weiter sei KM
Π (k)/2 die Algebra

bestehend aus formalen Summen ξ1 + ξ2 + . . . mit ξi ∈ KM
i (k)/2, d.h. KM

Π (k)/2 ist als
abelsche Gruppe isomorph zum kartesischen Produkt der KM

i (k)/2. Die Stiefel-Whitney-
Invariante einer symmetrischen nicht-ausgearteten Bilinearform b isometrisch zur diagonalen
Form

⊕r
i=1 〈ai〉 ist definiert als

w(b) =
r∏
i=1

(1 + {ai}) ∈ KM
Π (k)/2.

w(b) kann geschrieben werden als 1 + w1(b) + . . . + wr(b). wi(b) heißt dann i-te Stiefel-
Whitney-Invariante und ist identisch mit der i-ten elementarsymmetrischen Funktion in
den Variablen {a1} , . . . , {ar} aufgefasst als Element von KM

i (k)/2.

4.7. Lemma. w(b) ist wohldefiniert und eine Einheit in KM
Π (k)/2. Es gilt die Whitney-

Summenformel:

w(b⊕ c) = w(b) · w(c).

Beweis. Es genügt, den Fall r = 2 zu betrachten. Angenommen es gilt

〈a〉 ⊕ 〈b〉 ∼= 〈α〉 ⊕ 〈β〉 .

Wir zeigen
{a}+ {b} ≡ {α}+ {β} mod 2KM

1 (k) und
{a} {b} ≡ {α} {β} mod 2KM

1 (k),

woraus offensichtlich die Identität w
(
〈a〉⊕〈b〉

)
= w

(
〈α〉⊕〈β〉

)
folgt. Hierzu zeigen wir zunächst,

dass ab · k×2 = αβ · k×2 gilt. Seien (ea, eb) und (eα, eβ) orthogonale Basen von 〈a〉 ⊕ 〈b〉 und
〈α〉⊕ 〈β〉 mit der Eigenschaft

(
〈a〉⊕ 〈b〉

)
(ea, ea) = a usw., und sei M = (mij) die Darstellung

der Isometrie zwischen den beiden Räumen bezüglich der Basen (ea, eb) und (eα, eβ). Dann
gilt

0 =
(
〈a〉 ⊕ 〈b〉

)
(ea, eb)

=
(
〈α〉 ⊕ 〈β〉

)(
f(ea), f(eb)

)
= m11m21α+m12m22β
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und somit ab =
(
detM

)2
αβ, wie folgende Rechnung zeigt:

ab =
(
〈a〉 ⊕ 〈b〉

)
(ea, ea) ·

(
〈a〉 ⊕ 〈b〉

)
(eb, eb)

=
(
〈α〉 ⊕ 〈β〉

)(
f(ea), f(ea)

)
·
(
〈α〉 ⊕ 〈β〉

)(
f(ea), f(eb)

)
=
(
m2

11α+m2
12β
)
·
(
m2

21α+m2
22β
)

= (m11m21α)2 + (m2
11 +m2

12 +m2
21 +m22)αβ + (m12m22β)2

=
(
m11m21α+m12m22β

)2 +
(
m11m22 −m12m21

)2
αβ.

Damit folgt direkt die Identität

(I.4.2) {a}+ {b} ≡ {α}+ {β} mod 2KM
1 (k)

in KM
1 (k). Desweiteren existieren x, y ∈ k mit α = ax2 + by2: Für N = M−1 gilt

α =
(
〈α〉 ⊕ 〈β〉

)
(eα, eα) =

(
〈a〉 ⊕ 〈b〉

)(
f−1(eα), f−1(eα)

)
= n2

11a+ n2
12b.

Im Falle x = 0 (bzw. y = 0) folgt direkt {α} = {b} (bzw. {α} = {a}) und folglich wegen
(I.4.2) {β} = {a} (bzw. {β} = {b}) in KM

1 (k)/2KM
1 (k). Andernfalls gilt wegen 1 = ax2

α + by2

α

0 =
(
{a}+ 2 {x} − {α}

)(
{b}+ 2 {y} − {α}

)
≡
(
{a} − {α}

)(
{b} − {α}

)
= {a} {b} − {α}

(
{b} − {a} − {α}

)
≡ {a} {b} − {α}

(
{a}+ {b} − {α}

)
≡ {a} {b} − {α}

(
{α}+ {β} − {α}

)
= {a} {b} − {α} {β} mod 2KM

2 (k). �

Die Stiefel-Whitney-Invariante w kann erweitert werden zu einem Homomorphismus zwi-
schen der additiven Gruppe des Grothendieck-Witt-Rings Ŵ (k) und der multiplikativen Ein-
heitengruppe von KM

Π (k)/2 mittels

w(b− c) := w(b) · w(c)−1.

Die Wohldefiniertheit folgt dabei aus Lemma 4.7. Das Element w(b − c) ∈ KM
Π (k)/2 kann

weiterhin eindeutig als formale Summe
∑
wi(b − c) mit wi(b − c) ∈ KM

i (k)/2 geschrieben
werden. Diese Summe ist allerdings nicht mehr notwendigerweise endlich.

4.8. Lemma. Sei b =
∏n
i=1
(
〈1〉 − 〈ai〉

)
ein Erzeuger von În(k) und sei t = 2n−1. Dann gilt

w(b) =

 1 + {a1} . . . {an} {−1}t−n : n ungerade(
1 + {a1} . . . {an} {−1}t−n

)−1
: n gerade.

Beweis. Ausmultiplizieren von b liefert

b =
∑

ε∈(Z/2)×n
(−1)n−|ε| 〈aε11 · · · aεnn 〉 .
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Schreibe ± für (−1)n−|ε| und ∓ für (−1)n+1−|ε|. Folglich gilt

w(b) =
∏

w
(
±〈aε11 · · · a

εn
n 〉
)

=
∏

w
(
〈aε11 · · · a

εn
n 〉
)±

=
∏(

1 + {aε11 · · · aεnn }
)±

=
∏(

1 + ε1 {a1}+ . . .+ εn {an}
)±

Sei p ∈ (Z/2) [[x1, . . . , xn]] die formale Potenzreihe

p(x1, . . . , xn) =


∏(

1 + ε1x1 + . . .+ εnxn
)± : n ungerade∏(

1 + ε1x1 + . . .+ εnxn
)∓ : n gerade.

(Beachte, dass 1 + ε1x1 + . . .+ εnxn eine Einheit in (Z/2) [[x1, . . . , xn]] ist, da das Absolutglied
1 eine Einheit in Z/2 ist.)

Da sowohl für n gerade als auch n ungerade p(x1, . . . , xn) = 1 gilt, wannimmer xi = 0
gilt, existiert ein f ∈ (Z/2) [[x1, . . . , xn]] mit

p(x1, . . . , xn) = 1 + x1 · · ·xnf(x1, . . . , xn).

Wir möchten eine explizite Darstellung von f(x, . . . , x). Hierzu betrachten wir die Faktoren

1 +
(∑n

i=1 εi
)
x

von p(x, . . . , x). Es gilt
∑n
i=1 εi = 0 oder = 1 in Z/2, je nachdem, ob eine gerade oder ungerade

Anzahl an εi den Wert 1 hat. Also interessieren nur jene Faktoren mit |ε| ungerade, wovon
es 1

2 · 2
n = 2n−1 = t Stück gibt. Für diese ε ergibt sich im Falle n ungerade für das Symbol

± der Wert 1, ebenso ergibt sich im Falle n gerade für ∓ der Wert 1. Daher gilt in beiden
Fällen gemäß der Definition von p

p(x, . . . , x) =
(
1 + x

)t = 1 + xt

und damit wegen p(x, . . . , x) = 1 + xnf(x, . . . , x) und t = 2n−1 ≥ n (für n ≥ 1):

f(x, . . . , x) = xt−n.

Somit haben wir (unter Benutzung von {ai}2 = {ai} {−1})

p
(
{a1} , . . . , {an}

)
= 1 + {a1} . . . {an} f

(
{a1} , . . . , {an}

)
= 1 + {a1} . . . {an} f

(
{−1} , . . . , {−1}

)
= 1 + {a1} . . . {an} {−1}t−n

und

w(b) =

 p
(
{a1} , . . . , {an}

)
: n ungerade(

p
(
{a1} , . . . , {an}

))−1 : n gerade,
womit die Aussage bewiesen ist. �
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4.9. Korollar. Es gilt w1
(
În(k)

)
= . . . = wt−1

(
În(k)

)
= 0. wt induziert einen Homomorphis-

mus
wt : În(k)/În+1(k)→ KM

t (k)/2

mit
∏n
i=1
(
〈1〉 − 〈ai〉

)
7→ {a1} . . . {an} {−1}t−n.

Beweis. Es gilt În+1(k) ⊂ kerwt, da auch w1
(
În+1(k)

)
= . . . = w2n−1

(
În+1(k)

)
= 0 und

t = 2n−1 ≤ 2n − 1 (für n ≥ 1). �

4.10. Bemerkung. Die Stiefel-Whitney-Invarianten sind nicht unabhängig voneinander. Es
gilt: Ist n = rm mit r = 2k undm 6= 1 nicht durch 2 teilbar, so gilt wn(M) = wr(M)wn−r(M).

Beweisskizze. Es gilt die Produktformel

wrws =
min(r,s)∑
i=0

(r + s− i)!
i!(r − i)!(r − s)!wr+s−i {−1}i .

Für r = 2k und s ≡ 0 mod 2r reduziert sich diese zu

wrws = wr+s. �

4.D. Die Surjektion KM
n /2→ In/In+1. Sei weiterhin k ein Körper der Charakteris-

tik ungleich 2 und wie gehabt I(k) ⊂W (k) das Bild Î(k) unter Ŵ (k)→W (k).
4.11. Satz. Es existiert genau ein Homomorphismus

sn,k : KM
n (k)/2 −→ In(k)/In+1(k)

mit der Eigenschaft {a1, . . . , an} 7→ 〈〈a1, . . . , an〉〉 mod In+1(k). Dabei sind s1,k und s2,k Iso-
morphismen und für n ≥ 3 ist sn,k stets Epimorphismus.

In der Tat ist durch die Abbildung sn,k : KM
n (k)/2 → In(k)/In+1(k) für alle natürlichen

Zahlen n ein Isomorphismus gegeben, was Milnor ebenfalls in [Mil70] vermutete. Dieses
Resultat steht in Verbindung zur klassischen Milnor-Vermutung und wurde von Orlov, Vishik
und Voevodsky [OVV07] bewiesen.

Beweis. Setze

k× × . . .× k×
sn,k−→ In(k)/In+1(k)(

a1, . . . , an
)
7−→

(
〈1〉 − 〈a1〉

)
. . .
(
〈1〉 − 〈an〉

)
mod In+1(k).

Diese Abbildung ist n-linear, da aufgrund 〈1〉−〈a〉−〈b〉+〈ab〉 =
(
〈1〉−〈a〉

)(
〈1〉−〈b〉

)
∈ I2(k)

die folgende Identität gilt:

〈1〉 − 〈a〉+ 〈1〉 − 〈b〉 ≡ 〈1〉 − 〈ab〉 mod I2(k).

Folglich wird
(
a1b1, b2, . . . , bn

)
von sn,k abgebildet auf(
〈1〉 − 〈a1b1〉

) ∏n
i=2
(
〈1〉 − 〈ai〉

)
≡

(
〈1〉 − 〈a1〉+ 〈1〉 − 〈b1〉

) ∏n
i=2
(
〈1〉 − 〈ai〉

)
mod In+1(k),
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woraus sich die Linearität ergibt. Weiter gilt
(
〈1〉−〈a〉

)(
〈1〉−〈1− a〉

)
= 0 inW (k), sodass die

Abbildung einen Homorphismus KM
n (k) → In(k)/In+1(k) induziert. Das Bild von 2KM

n (k)
darunter ist 0, denn für a ∈ k× sind die Formen

〈
a2〉 und 〈1〉 isometrisch via Isometrie

v 7→ a2v, daher gilt

2 {a1, . . . , an} =
{
a2

1, a2, . . . , an
}
7−→

(
〈1〉 −

〈
a2

1
〉

0

)∏n
i=2
(
〈1〉 − 〈ai〉

)
.

Wir erhalten so einen wohldefinierten Homomorphismus sn,k. Dieser ist surjektiv, weil das
Ideal I(k) additiv von Elementen der Form 〈1〉 − 〈a〉 erzeugt wird.

Sei weiter t = 2n−1 und wt : In(k)/In+1(k) ∼= În(k)/În+1(k) → KM
t (k)/2 die Abbildung

aus Korollar 4.9. Offensichtlich ist wt ◦ sn,k die Multiplikation mit {−1}t−n. Für n = 1, 2 gilt
aber t = n, also ist wt ◦ sn,k = IdKM

t (k)/2, sodass sn,k in diesem Fall auch injektiv ist. �

4.12. Bemerkung. Das letztgenannte Argument zeigt für n ≥ 3 Folgendes: Ist die Multi-
plikation mit {−1}t−n ein Monomorphismus KM

n (k)/2 → KM
t (k)/2, so ist sn,k injektiv und

somit bijektiv.



KAPITEL II

Bloch-Kato-Vermutung

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Formulierung der Bloch-Kato-Vermutung und der
Vorstellung der motivischen Kohomologietheorie, deren Entwicklung maßgeblich zusammen-
hängt mit dem Ziel, die Bloch-Kato-Vermutung zu beweisen. Am Ende des Kapitels werden
verwandte Resultate bzw. Vermutungen erwähnt.

1. Normresthomomorphismus

In diesem Abschnitt sei m ≥ 2 eine natürliche Zahl und k ein Körper, dessen Charakte-
ristik die Zahl m nicht teilt. Weiter sei ksep der separable Abschluss von k.

1.A. Kummer-Sequenz und Konstruktion der Normresthomomorphismus. Die
sogenannte Kummer-Sequenz

1 −→ µm(ksep) −→ k×sep
(−)m−−−→ k×sep −→ 1(II.1.1)

von Gal(ksep/k)-Moduln ist exakt. Dies ist klar, bis auf vielleicht die Surjektivität des dritten
Pfeils. Der separable Abschluss ist aber gerade dadurch charakterisiert, dass jedes nichttriviale
separable Polynom f ∈ ksep[T ] in Linearfaktoren zerfällt. Da die formale Ableitung von
f = Tm−a ∈ ksep[T ] gegeben durch mTn−1 aufgrund der Voraussetzung an m nicht identisch
null ist, hat f eine Nullstelle in ksep und es existiert somit für jedes Element a ∈ ksep eine
m-te Wurzel in ksep.

Allgemeiner nennt man die exakte Sequenz 1 −→ µm −→ Gm
(−)m−−−→ Gm −→ 1 von étalen

Garben über beliebigen Schemata auch Kummer-Sequenz (siehe Beispiel 2.9 im Anhang für
eine ausführlichere Diskussion). Die Sequenz (II.1.1) entspricht dann gerade der allgemeinen
Kummersequenz über Spec k.

Der Galoiskohomologie-Funktor angewendet auf diese Sequenz liefert uns eine lange exakte
Sequenz

1 −→ µm(k) −→ k×
(−)m−−−→ k×

δ−→ H1(k, µm) −→ H1(k,Gm) −→ · · ·(II.1.2)

Wir schreiben (a) = δ(a) für a ∈ k×. Mit der Exaktheit erhalten wir so einen Homomorphis-
mus

(II.1.3) k×/k×m −→ H1(k, µm), a 7→ (a),
33
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welcher sich mittels des Cup-Produkts der Kohomologiegruppen für jede natürliche Zahl n ≥ 1
fortsetzen lässt zu einem Homomorphismus

(k×/k×m)⊗n −→ H1(k, µm)⊗n −→ Hn(k, µ⊗nm )
Das folgende Lemma stammt ursprünglich von H. Bass und J. Tate und zeigt, dass der

Homomorphismus (II.1.3) durch KM
n (k)/m faktorisiert.

1.1. Lemma. Es gilt (a) ∪ (1− a) = 0 in H2(k, µ⊗2
m

)
für jedes Element a 6= 1 in k×.

Beweis. Ist a ∈ k×m, so ist bereits (a) ∈ H1(k, µm) trivial. Sei also a ∈ k× \ k×m und
E = k

(
m
√
a
)
. Dann gilt a ∈ E×m und folglich ist (a)E = resE/k

(
(a)
)
trivial in H1(E,µm). Um

dies auf die Berechnung des Produkts (a) ∪ (1− a) anwenden zu können, sei c ein primitives
Element von E/k. Es gilt dann cm = a. Aus der Definition der Körpernorm als Determinante
der Linksmultiplikation folgt, dass 1 − c ∈ E× von NE/k abgebildet wird auf 1 − a. Die
Projektionsformel bezüglich der Korestriktion H2(E,µ⊗2

m

)
→ H2(k, µ⊗2

m

)
besagt schließlich

(a) ∪ (1− a) = (a) ∪ (NE/k(1− c))

= corE/k
(
(a)E ∪ (1− c)

)
= 0. �

1.2. Korollar. Der Verbindungshomomorphismus δ : a 7→ (a) der langen exakten Sequenz
(II.1.2) induziert einen Homomorphismus zwischen abelschen Gruppen

(II.1.4) ηnm,k :

 KM
n (k)/m −→ Hn(k, µ⊗nm )

{a1, . . . , an} 7−→ (a1) ∪ . . . ∪ (an),

genannt Normresthomomorphismus oder Galois-Symbol.

Im Falle n = 0 nennt man auch die triviale Abbildung KM
0 (k)/m → Z/m den Norm-

resthomomorphismus η0
m,k. Wir bezeichnen die Eigenschaft, dass der Normresthomomorphis-

mus ηnm,k bijektiv ist, mit BK(n,m, k). Unter BK(n,m) verstehen wir die Eigenschaft, dass
BK(n,m, k) für alle Körper k gilt, deren Charakteristik kein Teiler von m ist.
1.3. Theorem (Normrestisomorphismus-Theorem/ Theorem von Rost-Voevodsky).
Für jeden Körper k und jede ganze Zahl n ≥ 0 und m ≥ 2 mit der Eigenschaft, dass die
Charakteristik von k die Zahl m nicht teilt, ist durch den Normresthomomorphismus

ηnm,k : KM
n (k)/m '−→ Hn(k, µ⊗nm )

ein Isomorphismus zwischen abelschen Gruppen gegeben.
Kapitel III widmet sich vollständig der Beweisskizze dieses Theorems. Ein Spezialfall des

Normrestisomorphismus-Theorems ist der Satz von Merkurjev-Suslin (n = 2, m beliebig).
Wir formulieren dieses Resultat mithilfe der Brauergruppe für Körper k, die alle m-ten Ein-
heitswurzeln enthalten, um klassische Aussagen über zentral einfache k-Algebren folgern zu
können. Es bezeichne (a, b, ζ) die Normrestalgebra (siehe z.B. [Ker07, Abschnitt 14]) zu
Elementen a, b ∈ k× und einer primitiven m-ten Einheitswurzel ζ in k.
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1.4. Korollar (Satz von Merkurjev-Suslin – Brauer-Version). Sei m ≥ 2 eine beliebige gan-
ze Zahl und k ein Körper, der eine primitive m-te Einheitswurzel ζ (und somit alle m-ten
Einheitswurzeln) enthalte. Dann ist existiert ein Isomorphismus zwischen abelschen Gruppen

R2
m,k : KM

2 (k)/m '−→ mBr(k).

Er ist gegeben durch {a, b} mod m 7→ (a, b, ζ).

Beweis. Da µm(ksep) ⊂ k gilt, operiert Γk = Gal(ksep/k) trivial auf µm(ksep). Somit ist
µm(ksep)⊗2 als Γk-Modul isomorph zum trivialen Modul Z/m⊗Z Z/m ∼= Z/m. Es folgt

H2(k, µ⊗nm ) ∼= H2(k, µm).

Wir haben damit das folgende Diagramm:

KM
2 (k)/m '

η2
m,k

//

R2
m,k ))

H2(k, µ⊗2
m

) ∃ ζ ∈ k primitive

m-Einheitswurzel
H2(k, µm)

'
I.2.29

uu

mBr(k)
�

1.5. Beispiel (n = 1). Im Falle n = 1 ist die Bloch-Kato-Vermutung lediglich eine Umfor-
mulierung von Hilberts Satz 90 (Theorem I.2.22). Letzterer besagt H1(k,Gm) = 1, somit hat
die Sequenz (II.1.2) die Gestalt

1 −→ µm(k) −→ k×
(−)m−−−→ k×

δ−→ H1(k, µm) −→ 1

und δ induziert einen Isomorphismus k×/k×m ∼= H1(k, µm). Der Normresthomomorphismus
ist dann die Komposition KM

1 (k)/m '−→ k×/k×m ∼= H1(k, µm), {a} mod m 7→ (a).

1.B. Normresthomomorphismus und Korestriktion. An dieser Stelle wollen wir
kurz erläutern, dass der Normresthomomorphismus kompatibel ist mit den Korestriktionen
aus der Milnor’schen K-Theorie und der Galoiskohomologie. Dieser Unterabschnitt benutzt
die Notationen der letzten drei Abschnitte aus Kapitel I. Wenn nicht anders angegeben,
bezeichne weiterhin n undm ≥ 2 natürliche Zahlen und k einen Körper, dessen Charakteristik
die Zahl m nicht teilt.

1.6. Satz. Sei E/k eine endliche separable Körpererweiterungen. Dann kommutiert das Dia-
gramm

KM
n (E)

corE/k
//

ηnm,E
��

KM
n (k)

ηnm,k
��

Hn(E,µ⊗nm ) corE/k
// Hn(k, µ⊗nm ).
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Für den Beweis hiervon benötigt man die Existenz von Restabbildungen und Speziali-
sierungsabbildungen bezüglich Hn(−, µ⊗nm ) analog zu denen der Milnor’schen K-Theorie aus
Abschnitt I.1.D, sowie eine zu Satz I.1.12 analoge exakte Sequenz von Kohomologiegruppen.
Für mehr zu diesem Thema siehe [GS06, Abschnitt 6.8 & 6.9]. Der Normresthomomorphis-
mus kommutiert dann mit den Restabbildungen.

1.7. Lemma. Sei k ein mit ν diskret bewerteter Körper, sodass die Charakteristik von k und
k(ν) übereinstimmen. Dann kommutiert

KM
n+1(k)

∂ν
//

ηn+1
m,k
��

KM
n

(
k(ν)

)
ηn
m,k(ν)
��

Hn+1(k, µ⊗(n+1)
m

)
∂ν

// Hn
(
k(ν), µ⊗nm

)
.

Beweis. Siehe [GS06, Prop. 7.5.1].

Hieraus folgert man für den Körper k(T ) mit seinen diskreten Bewertungen νπ sofort,
dass die exakte Sequenz von Milnor-Tate und die analoge Sequenz bezüglich Galoiskohomo-
logie verträglich sind mit dem Normresthomomorphismus, d.h. wir haben ein kommutatives
Diagramm

0 // KM
n+1(k) //

ηn+1
m,k

��

KM
n+1

(
k(T )

) ∂
//

ηn+1
m,k(T )

��

⊕
π∈P

KM
n

(
k(νπ)

)
//

(
ηn
m,k(νπ)

)
��

∃ρ

xx

0

0 // Hn+1(k, µ⊗(n+1)
m

)
// Hn+1(k(T ), µ⊗(n+1)

m
)

∂
//
⊕
π∈P

Hn
(
k(νπ), µ⊗nm

)
//

∃ρ

dd
0.

Beweis von Satz 1.6. Aufgrund der Funktorialität der Korestriktionen genügt es, den
Fall einer einfachen Körpererweiterung E/k zu betrachten. In diesem Fall gilt E = k(νπ)
für ein irreduzibles normiertes Polynom π ∈ k[T ] (vgl. Abschnitt 1.F, S. 10). Zu zeigen
ist die Identität ηnm,k ◦ corE/k = corE/k ◦ ηnm,E . Mit ρ bezeichnen wir die Schnitte der vor-
letzten horizontalen Pfeile im obigen Diagramm und mit ρπ die Komposition von ρ nach
der offensichtlichen Inklusion von KM

n

(
k(νπ)

)
bzw. Hn

(
k(νπ), µ⊗nm

)
. Per Definition ist die

Korestriktion corE/k der Milnor’schen K-Theorie gegeben durch −∂∞ ◦ ρπ. Die gleiche For-
mel gilt auch für die Korestriktion Hn(E,µ⊗nm ) → Hn(k, µ⊗nm ) (siehe [GS06, Kor. 6.9.4]).
Lemma 1.7 besagt für den mit ∂∞ diskret bewerteten Körper k(T ) wegen k(ν∞) = k, dass
ηnm,k ◦ ∂∞ und ∂∞ ◦ ηn+1

m,k(T ) identisch sind. Weiter sagt die Kommutativität des Diagramms
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ηn+1
m,k(T ) ◦ ρπ = ρπ ◦ ηnm,E . Folglich

ηnm,k ◦ corE/k = −ηnm,k ◦ ∂∞ ◦ ρπ
= −∂∞ ◦ ηn+1

m,k(T ) ◦ ρπ
= −∂∞ ◦ ρπ ◦ ηnm,E
= corE/k ◦ ηnm,E . �

Im Folgenden zeigen wir anhand eines Beispiels, wie man diese Kommutativität zusammen
mit einem Transferargument anwenden kann, um Reduktionsaussagen zu erhalten.

1.8. Satz. Sei E/k eine Körpererweiterung mit zu m teilerfremdem Grad. Dann impliziert
BK(n,m,E) die Eigenschaft BK(n,m, k).

Beweis. Sei d = [E : k] der Grad der Erweiterung. Aufgrund der Voraussetzung können
wir ganze Zahlen p und q wählen mit pd+ qm = 1. Die modulo m-Version der Korestriktion,
KM
n (L)/m → KM

n (k)/m, ist wohldefiniert, da nach der Projektionsformel (siehe Theorem
I.1.16) corL/k(m · α) = dm · corL/k(α) gilt. Weiter ist klar, dass die modulo m-Version der
Restriktion wohldefiniert ist. Die Komposition

KM
n (k)/m

resL/k−−−−→ KM
n (L)/m

corL/k−−−−→ KM
n (k)/m

ist gegeben durch Multiplikation mit d (siehe Theorem I.1.16) und ein Isomorphismus, da
durch die Multiplikation mit p eine inverse Abbildungen gegeben ist:

pd · α = (1− qm) · α = α in KM
n (k)/m.

Genauso ist die Komposition Hn
(
k, µ⊗n`

)
→ Hn

(
L, µ⊗n`

)
→ Hn

(
k, µ⊗n`

)
von Korestriktion

nach Restriktion gegeben durch Multiplikation mit d (siehe Bemerkung I.2.25) ein Isomor-
phismus mit Umkehrfunktion gegeben durch Multiplikation mit p, da für Elemente ξ von
µ`(ksep) die Identität ξpd = ξ1−qm = ξ gilt. Somit haben wir mit Satz 1.6 das folgende
kommutative Diagramm:

KM
n (k)/m

resL/k
//

ηnm,k
��

'

((

KM
n (L)/m

corL/k
//

ηnm,L h

��

KM
n (k)/m

ηnm,k
��

Hn
(
k, µ⊗nm

)
resL/k

//

'

66
Hn
(
L, µ⊗nm

)
corL/k

// Hn
(
k, µ⊗nm

)
.

Die Restriktionen sind injektiv und die Korestriktionen surjektiv wegen der Bijektivität der
Komposition. Weiter ist der mittlere vertikale Pfeil ein Isomorphismus nach unserer Vorausset-
zung. Die Kommutativität des linken Quadrats sagt uns dann, dass resL/k◦ηnm,k = ηnm,L◦resL/k
und somit ηnm,k injektiv ist. Genauso besagt die Kommuativität des rechten Quadrats, dass
corL/k ◦ ηnm,k = corL/k ◦ ηnm,L und damit ηnm,k surjektiv ist. �
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1.9. Korollar. Sei n eine natürliche Zahl und ` > 2 eine Primzahl. Angenommen die Bloch-
Kato-Vermutung BK(n, `, k) gilt für alle Körper mit der Eigenschaft µ`(ksep) ⊂ k (und mit
Charakteristik ungleich `). Dann gilt die BK(n, `, k) für alle Körper k (mit Charakteristik
ungleich `).

Beweis. Wir wählen einen Körper k, der die Gruppe µ`(ksep) nicht enthält. Sei
L = k(µl) die Adjunktion mit einer primitiven Einheitswurzel. Dann ist der Grad d = [L : k]
kleiner oder gleich ` − 1 und somit teilerfremd zu `. Die Aussage folgt aus dem vorigem
Satz. �

2. Motivische Kohomologie und Kategorien von Motiven

Ein wesentliches Werkzeug im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung ist die maßgeblich von
V. Voevodsky und A. Suslin entwickelte motivische Kohomologie-Theorie. Die Idee hierzu
geht zurück auf Arbeiten von Alexander Beilinson [Bei87,BMS87,BGSV90], Pierre Deli-
gne und Stephen Lichtenbaum [Lic84,Lic90]. Eine frühe Erwähnung geht zurück auf einen
Brief von Beilinson an Soulé [Bei82], wo der Verfasser ein Analogon in der algebraischen Geo-
metrie zur Kohomologietheorie topologischer Räume vermutet und bereits einige der später
bewiesenen Eigenschaften prognostiziert. Die endgültige Konstruktion, zusammen mit einer
sorgfältigen Untersuchung algebraischer Zykel, befindet sich in der Kollektion [VSF00] von
Arbeiten Voevodskys, Suslins und Friedlanders. Eine weitere nützliche Quelle sind die auf
einer Vorlesung Voevodskys basierenden Notizen [MVW06]. Hier liegt ein besonderes Au-
genmerk auf gründlichen Beweisen von Eigenschaften, die die motivische Kohomologietheorie
mit klassischen Invarianten aus Algebra und algebraischer Geometrie verknüpfen und damit
neue Resultate über jene Invarianten ermöglichen. Ebenfalls empfehlenswert ist der Über-
blick [Wei04] von Weibel. Wie immer sei in diesem Abschnitt k ein Körper. Unter Schemata
verstehen wir stets separierte Schemata.

2.A. Übersicht. Ein erster wesentlicher Schritt in Voevodskys Beweis der Bloch-Kato-
Vermutung ist eine Neuinterpretation des Normresthomomorphismus als Vergleich zweier
sogenannter motivischer Kohomologiegruppen. Diese Kohomologietheorie kann man sich zu-
nächst vorstellen als bigraduierten Funktor H∗,∗(−, A) von der Kategorie der glatten Sche-
mata über k in die Kategorie abelscher Gruppen, wobei A ebenfalls eine abelsche Grup-
pe bezeichnet. Man benötigt allerdings motivische Kohomologie für allgemeinere Objekte
als glatte Schemata. Eine erste Verallgemeinerung ist der Übergang zur additiven Katego-
rie der Korrespondenzen über k, bei dem die Menge der Morphismen vergrößert wird. Wir
bezeichnen diese Kategorie mit Cor/k. Anschließend betrachtet man die Kategorie PST(k)
von Prägarben mit Transfers über k, welche die Funktorkategorie von Funktoren der Form(
Cor/k

)op → Ab ist und eine natürliche Erweiterung von Cor/k darstellt. Die Kategorie
PST(k) ist abelsch und hat genug injektive Objekte. Wir sind besonders interessiert an Gar-
ben in Nisnevich-Topologie. Die Vergarbung PST(k)→ STNis(k) von Prägarben mit Transfers
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zu Nisnevich-Garben mit Transfers ist linksadjungiert zur Inklusion STNis(k)→ PST(k) und
exakt. Die Kategorie STNis(k) ist ebenfalls abelsch und hat genug injektive Objekte. Somit
können wir die derivierte Kategorie von nach oben beschränkten Komplexen von Nisnevich-
Garben bilden, die wir mit mit D−STNis(k) bezeichnen. Motivische Kohomologiefunkto-
ren sind dann im Wesentlichen Hyperkohomologiefunktoren bezüglich speziellen Komplexen
A(n) in D−STNis(k). Desweiteren haben wir auf D−STNis(k) einen Homotopiebegriff. Mit
DM−eff(k) bezeichnen wir die volle Unterkategorie von D−STNis(k) bestehend aus Komplexen
mit homotopie-invarianten Kohomologiegarben. Alternativ kann man DM−eff(k) als Lokalisie-
rung von D−STNis(k) nach sogenannten A1-schwachen Äquivalenzen gewinnen, worauf wir
aber nicht weiter eingehen. Man nennt DM−eff(k) auch Kategorie effektiver Motive. Genau-
so wie D−STNis(k) existiert auf DM−eff(k) ein Tensorprodukt, sodass diese Kategorien die
Struktur einer tensortriangulierten Kategorie besitzen.

Wie schon angedeutet, wollen wir die Kategorien Cor/k, PST(k), D−STNis(k) und
DM−eff(k) als Erweiterungen von Sm/k ansehen. Der klassische Begriff vom Graph einer Funkti-
on sowie die darstellbaren Funktoren in Cor/k führen uns zu einem Funktor Sm/k → PST(k),
X 7→ Ztr(X). Desweiteren ist Ztr(X) eine Nisnevich-Garbe mit Transfers. Man schreibtM(X)
für das Bild von Ztr(X) (aufgefasst als trivialer Komplex in D−STNis(k), d.h. konzentriert in
Grad null) in DM−eff(k) unter der A1-Lokalisierung und nennt es das Motiv von X. Die moti-
vischen Kohomologiefunktoren H∗,∗(−, A) : Sm/k → Ab sind dann darstellbar in DM−eff(k):

Hp,q (X,A) ∼= HomDM−eff(k)
(
M(X), A(q)[p]

)
.

Daher können wir motivische Kohomologie auf beliebige Motive M ∈ DM−eff(k) erweitern,
indem wir Hp,q (M,A) als HomDM−eff(k)

(
M,A(q)[p]

)
definieren. Eine weitere Variante, die im

Beweis der Bloch-Kato-Vermutung benötigt wird, ist die formale Erweiterung von motivischer
Kohomologie auf simpliziale Schemata.

Sm/k X 7→X
//

X 7→M(X)

��

Cor/k
X 7→Ztr(X)

// PST(k)

Vergar-
bung

��

DM−eff(k) � �
Komplexe mit

homotopie-invarianter
Kohomologiegarbe

// D
−STNis(k)

Lokalisierung nach
A1-schwachen
Äquivalenzen

oo STNis(k)oo
?�

OO

2.B. Kategorie der endlichen Korrespondenzen. In diesem Unterabschnitt erwei-
tern die Kategorie Sm/k der glatten Schemata über k zur Kategorie der endlichen Korrespon-
denzen über k, indem wir die Klasse der Morphismen „vergrößern“. Eine grobe Veranschauli-
chung dieses Vorgangs ist der Übergang von Abbildungen M → N zwischen Mengen hin zu
allgemeinen Relationen ⊂M ×N .
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2.1. Definition. Eine elementare Korrespondenz zwischen glatten SchemataX und Y ist
ein reduziertes irreduzibles abgeschlossenes Unterschema Z ⊂ X ×k Y , sodass die Projektion
von Z auf X ein endlicher Morphismus ist, der surjektiv auf eine Zusammenhangskomponente
von X abbildet. Eine endliche Korrespondenz zwischen X und Y ist eine formale Linear-
kombination über Z von elementaren Korrespondenzen zwischen X und Y . Die Gruppe der
endlichen Korrespondenzen zwischen X und Y bezeichnen wir von Cor(X,Y ) – sie ist also
die freie abelsche Gruppe erzeugt von elementaren Korrespondenzen.

Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht die Rolle von endlichen Korrespondenzen als Ver-
allgemeinerung von Morphismen zwischen Schemata.

2.2. Beispiel & Bemerkung (Graph eines Morphismus zwischen Schemata). Ist f : X → Y

ein Morphismus zwischen glatten Schemata und istX zusammenhängend, so ist das assoziierte
Unterschema zu Γf = ΓXf = {(x, f(x) | x ∈ X} ⊂ X×k Y eine elementare Korrespondenz. Ist
X ein allgemeines Schema und X =

∐
Xi die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so ist

Γf definiert als die Summe
∑

ΓXif |Xi über Graphen der Komponenten.

2.3. Definition & Satz (Kategorie Cor/k). Die Komposition von endlichen Korre-
sponendenzen Cor(Y, Z) × Cor(X,Y ) → Cor(X,Z) ist folgendermaßen definiert: Für ele-
mentare Korrespondenzen V ∈ Cor(X,Y ) und W ∈ Cor(Y,Z) sei W ◦ V der Pushforward
der Projektion X ×k Y ×k Z → X ×k Z (bzgl. algebraischer Zykel) vom Schnittprodukt
(V ×k Z) · (X ×k W ) (siehe [Ful98] für eine ausführliche Darstellung der Schnitttheorie und
der Theorie algebraischer Zykel). Damit ist W ◦ V eine endliche Korrespondenz zwischen X
und Z (siehe [MVW06, Lemma 1.4]). Der Graph ΓIdX ∈ Cor(X,X) ist bzgl. der Komposition
von Korrespondenzen die Identität. Es folgt, dass durch

Ob Cor/k = Ob Sm/k

MorCor/k(X,Y ) = Cor(X,Y )

eine Kategorie gegeben ist. Sie ist additiv mit dem Coprodukt X⊕Y = XqY und Nullobjekt
0 = ∅. Weiter ist Cor/k eine symmetrische monodiale Kategorie bezüglich des Produkts
X ⊗ Y = X ×k Y . Durch

Sm/k −→ Cor/k, X 7−→ X,
(
X

f→ Y
)
7−→ Γf

ist ein treuer Funktor gegeben.

2.C. Kategorie der Prägarben mit Transfers. Eine nächste Erweiterung ist der
Übergang zu additiven Prägarben auf Cor/k, also additiven Funktoren (Cor/k)op → Ab.
Diese sind Prägarben über der Kategorie der glatten Schemata über k mit zusätzlichen Ho-
momorphismen von abelschen Gruppen, den sogenannten Transferabbildungen F (Y )→ F (X)
für jede endliche Korrespondenz in Cor(X,Y ) und für alle glatten Schemata X,Y .
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2.4. Definition. Die Funktorkategorie PST(k) bestehend aus additiven Prägarben auf Cor/k
als Objekten und natürlichen Transformationen als Morphismen heißt Kategorie der Prä-
garben mit Transfers. Sie ist abelsch und hat genug injektive und projektive Objekte
(siehe [Wei94, Aufgabe 2.3.7 & 2.3.8]).

Eine besondere Rolle spielen die in der Kategorie Cor/k von glatten Schemata X darge-
stellten Funktoren Ztr(X) = HomCor/k

(
−, X

)
, d.h. gegeben durch Ztr(X)(U) = Cor(U,X)

und

Ztr(X)(ψ) : Cor(U,X) −→ Cor(V,X)

φ 7−→ φ ◦ ψ

für ψ ∈ Cor(V,U). Der Funktor Ztr(X) ist ein Objekt von PST(k). Mit dem Yoneda-Lemma
folgt sofort, dass für Prägarben mit Tranfers F die Formel HomPST

(
Ztr(X), F

) ∼= F (X) für
alle X ∈ Ob Sm/k gilt. Für Ztr

(
Spec k

)
schreiben wir kurz Z. Diese Prägarbe ist die konstante

Zariski-Garbe auf Sm/k mit Transferabbildungen Z → Z, a 7→ deg(W ) · a für elementare
KorrespondenzenW ∈ Cor(V,U), wobei deg(W ) der Grad vonW in V ist. Wir können Ztr(−)
als Funktor Cor/k → PST(k) betrachten. Wie üblich für Hom-Bifunktoren ist Ztr(ψ) für
eine Korrespondenz ψ ∈ Cor(X,Y ) die natürliche Transformation Ztr(X)(U) → Ztr(Y )(U),
φ 7→ ψ ◦ φ. Wir haben also Funktoren

Sm/k Γ−→ Cor/k Ztr−→ PST(k)
X 7−→ X 7−→ Ztr(X)

2.5. Definition. Sei A1 = Spec k[x] und Gm = A1 \ {0}. Die kanonischen Inklusionen

G×(n−1)
m

ιi−→ G×nm

(x1, . . . , xn−1) 7−→ (x1, . . . , 1
i
, . . . , xn−1)

induzieren natürliche Transformationen

Ztr
(
G×(n−1)

m
) Ztr(ιi)−−−→ Ztr

(
G×nm

)
.

Sei Φ die Abbildung
∑n
i=1 Ztr (ιi) von Ztr

(
G×(n−1)

m
)
nach Ztr (G×nm ). Wir definieren Ztr (G∧nm )

als den Kokern von Φ.

2.6. Bemerkung. Der Definition von Ztr(G∧nm ) liegt eine allgemeinere Konstruktion von
Funktoren Ztr

(
(X1, x1)∧ . . .∧ (Xn, xn)

)
für punktierte Schemata (Xi, Spec k xi→ Xi) zugrunde

(siehe [MVW06, Def. 2.12]). Dabei ist Ztr
(
(X1, x1) ∧ . . . ∧ (Xn, xn)

)
stets ein projektives

Objekt in PST(k) ([MVW06, Lemma 2.13]).

2.D. Simpliziale Prägarben, Komplexe von Prägarben und Kohomologieprä-
garbe. In diesem Unterabschnitt wollen wir mit jeder Prägarbe (mit Transfers) F eine sim-
pliziale Prägarbe (mit Transfers) C•F und einen Kettenkomplex C∗F von Prägarben (mit
Transfers) assoziieren. Hierzu sei ∆ die Simplexkategorie (siehe [Wei94, S. 254]), ∆n das
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affine Schema Spec k[x0, . . . , xn]/
(∑

xi = 1
)
und ∆• : ∆ → Sm/k das kosimpliziale Schema

gegeben durch [n] 7→ ∆n und Flächenabbildungen ∂ni : ∆n → ∆n+1 induziert von den In-
klusionen (x0, . . . , x̂i, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , 0, . . . , xn). Zu U ∈ Sm/k und F ∈ PShv(Sm/k) ist
F (U ×∆•) eine simpliziale abelsche Gruppe, d.h. ein Funktor

∆op

U×∆• $$

F (U×∆•)
// Ab

(
Sm/k

)op

::

Mit C•F :
(
Sm/k

)op −→ Ab• bezeichnen wir die Prägarbe simplizialer abelscher Gruppen
gegeben durch U 7→ F (U ×∆•). Alternativ kann man C•F auffassen als simpliziales Objekt
in der Kategorie PShv(Sm/k) (bzw. PST(k)), d.h. als Funktor ∆op −→ PShv(Sm/k) (bzw.
∆op −→ PST(k)), [n] 7−→

(
U 7→ F (U ×∆n)

)
.

Mit C∗F bezeichnen wir den nach unten beschränkten Kettenkomplex (C•F, d•) von
Prägarben (mit Transfers), bei dem die Randabbildungen dn : CnF → Cn−1F die natürlichen
Transformationen sind, welche sich durch alternierende Summen induziert von Flächenabbil-
dungen ergeben:

dn(U) : F (U ×∆n) −→ F (U ×∆n−1)

a 7−→
n∑
i=0

F (IdU × ∂n−1
i )(a)

Diese Konstruktion ist ein algebraisches Pendant zum singulären Kettenkomplex aus der To-
pologie. Die beiden Funktoren F 7→ C∗F und F 7→ C•F sind exakt. Weiter sei C∗F der zu C∗F
zugehörige Kokettenkomplex, d.h. CnF = C−nF , dn = d−n. Wir schreiben Kom− PST(k) für
die Kategorie der nach oben beschränkten Kokettenkomplexe von Prägarben.

Da die Kategorie PST(k) abelsch ist, können wir Kohomologiegruppen von Kokettenkom-
plexen in PST(k) definieren (siehe [GM96, Definition II.6.2]). Die Kohomologieprägarbe
einer Prägarbe F ist definiert als hn(F ) = H−n(C∗F ). Sie ist die Prägarbe abelscher Gruppen
gegeben durch

U 7−→ ker d−n(U)
im d−n−1 = ker dn(U)

im dn+1
⊂ F (U ×∆n).

Ist F eine Prägarbe mit Transfers, so auch hn(F ).

2.E. Zariski-, Nisnevich- und étale Topologie auf Schemata. In Abschnitt
2.B haben wir mit der étalen Topologie auf Schemata bereits ein erstes für unsere Zwecke be-
deutsames Beispiel einer Grothendieck-Topologie kennengelernt. An dieser Stelle sollen kurz
ein paar Worte zu Zariski- und Nisnevich-Topologie gesagt werden. Die Zariski-Topologie ist
die „natürliche Topologie“, mit der affine Schemata definiert werden (siehe [Sha94, V.1.3]).
Sie ist eine Topologie im klassischen Sinne.
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2.7. Definition (Kleiner Zariski-Situs von X). Der kleine Zariski-Situs XZar eines glat-
ten Schemas X besteht aus der Kategorie Zar/X Zariski-offener Teilmengen von X mit In-
klusionen als Morphismen zusammen mit Zariski-offenen Überdeckungen von Zariski-offenen
Teilmengen U ⊂ X im Sinne klassischer topologischer Räume.

Die Zariski-Topologie ist sehr grob, d.h. es gibt „wenig“ offene Mengen. Da die Inklusi-
onsabbildungen U ↪→ V Zariski-offener Teilmengen étale Morphismen sind, kann die étale
Topologie als eine Verfeinerung betrachtet werden. Eine weitere Verfeinerung der Zariski-
Topologie, die gröber ist als die étale Topologie, wurde von Yevsey Nisnevich [Nis89] unter
dem Namen „komplett zerfallene Topologie“ (engl. completely decomposed) eingeführt.

2.8. Definition (Kleiner Nisnevich-Situs von X). Ein Nisnevich-Morphismus ist ein éta-
ler Morphismus f : Y → X zwischen Schemata, sodass für jeden Punkt x ∈ X ein Punkt y ∈ Y
existiert, für den die zu f zugehörige Abbildung zwischen Restklassenkörpern k(x) → k(y)
ein Isomorphismus ist. Der kleine Nisnevich-Situs XNis eines glatten Schemas X be-
steht aus der Kategorie Nis/X von Nisnevich-Morphismen über X zusammen mit Nisnevich-
Überdeckungen, d.h. Überdeckungen im Sinne von Definition 1.1 im Anhang durch Nisnevich-
Morphismen.

Offensichtlich sind auf natürliche Art und Weise Morphismen zwischen Siten

Xet −→ XNis −→ XZar

gegeben durch die stetigen Einbettungs-Funktoren Zar/X → Nis/X → Et/X.

2.F. Garben mit Transfers auf glatten Schemata. Mit τ bezeichnen wir eine Gro-
thendieck-Topologie definiert auf der Kategorie der Schemata, z.B. Zariski-, Nisnevich- oder
étale Topologie. Im Kontext dieses Abschnitts verstehen wir unter einer Garbe auf Sm/k
bezüglich τ einen Funktor F :

(
Sm/k

)op → Ab, sodass für jedes Schema X ∈ Ob(Sm/k) die
Einschränkung F |Xτ von F auf CatXτ eine Garbe auf dem kleinen Situs Xτ im Sinne von
Definition 1.3 im Anhang darstellt. Diese Definition ist eng verknüpft mit dem Begriff einer
Garbe auf dem großen τ -Situs von Spec k. Mit Shvτ (k) bezeichnen wir die volle Unterkategorie
von PShv(k) bestehend aus solchen Garben. Weiter sei STτ (k) die volle Unterkategorie von
PST(k) bestehend aus Prägarben mit Transfers F , die aufgefasst als Funktoren auf

(
Sm/k

)op

Objekte von Shvτ (k) sind. Anschaulich gesprochen ist also “STτ (k) = Shvτ (k) ∩ PST(k)“.

2.G. Motivischer Komplex Z(n). Sei n ≥ 0 eine ganze Zahl. Mit Z(n) bezeichnen wir
den Komplex von Prägarben C∗Ztr(G∧nm )[−n], d.h. Z(n)i = Ci−nZtr(G∧nm ) = Cn−iZtr(G∧nm ).
In der Literatur ist dieser Komplex oft angegeben als Kettenkomplex C∗Ztr(G∧nm )[−n], wird
aber in der Regel als Kokettenkomplex Z(n) = (Z(n)•, d•) aufgefasst.

· · · // Z(n)−1 // Z(n)0 // · · · // Z(n)n // 0

C−n−1Ztr(G∧nm ) C−nZtr(G∧nm ) Ztr(G∧nm )
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Für eine abelsche Gruppe A sei A(n) der Komplex Z(n)⊗Z A, den man durch eintragsweises
Tensorieren über Z erhält. Per Konvention sei A(n) der triviale Komplex für n < 0. Wir
haben folgende Eigenschaften:

1) A(n)i = 0 für alle i > n.
2) A(0) ist der Komplex

(
· · · Id→ A

0→ A→ 0
)
, wobei A die konstante Prägarbe U 7→ A

ist. Die Dold-Kan-Korrespondenz ([Wei94, Thm. 8.4.1]) besagt, dass dieser Komplex
quasiisomorph ist zum trivialen Komplex

(
0→ A

0
→ 0

)
.

3) Z(1) = C∗Ztr(G∧1
m )[−1] ist quasiisomorph zu Gm[−1] (siehe [MVW06, Thm. 4.1]).

Hierbei ist Gm[−1] der triviale Komplex mit der Prägarbe U 7→ OU (U)× an der
Stelle 1.

2.H. Motivische Kohomologiegruppe. Sei X ein glattes Schema. Die Komplexe
Z(n) und A(n) sind Komplexe von Garben über k in Zariski-Topologie, also Objekte in
Kom− ShvZar(k), bzw. in der derivierten Kategorie D−ShvZar(k) (siehe [MVW06, Lemma
3.2 und Kor. 3.3]). Wir möchten die motivischen Kohomologiegruppen definieren als Hyper-
kohomologiegruppen der Komplexe A(n) in Zariski-Topologie (vergleiche Abschnitt 3.D im
Anhang). Hierfür benötigen wir rechtsderivierte Funktoren auf der derivierten Kategorie von
Komplexen, die nicht nach unten beschränkt sind. Nach Weibel [Wei94, Kor. 10.5.11] existie-
ren rechtsderivierte Funktoren RF auf ganz D(A), falls der Funktor F : A → B von endlicher
kohomologischen Dimension ist (siehe auch [SV99, S. 4ff.]). Dies ist der Fall für den Funk-
tor der globalen Schnitte ΓXZar : ShvZar(k) → Ab, da X endlich dimensional ist und dann
nach Theorem 3.6.5 in A. Grothendiecks Tohoku-Artikel [Gro57] Hn(XZar,F) = 0 für alle
n > dimX gilt.

2.9. Definition. Für alle abelschen Gruppen A und p, q ∈ Z sind die motivische Kohomo-
logiegruppen Hp,q (X,A) definiert als p-te Hyperkohomologiegruppe von XZar des Komplex
A(q)|XZar , also

Hp,q (X,A) = Hp
Zar(X,A(q)|XZar).

Weiter schreibt man kurz Hp,q (k,A) für Hp,q (Spec k,A).

2.10. Bemerkung. Die motivische Kohomologie Hp,q (−, A) ist kontravariant funktoriell in
der ersten Komponente (siehe [MVW06, Bem. 3.7]) und daraus resultierend (kovariant) funk-
toriell bezüglich dem zugrundeliegenden Körper: Ist L/k eine Körpererweiterung, so induziert
der zur Inklusion k ↪→ L zugehörige Morphismus XL = X ×k SpecL → X eine natürliche
Abbildung Hp,q (X,A) −→ Hp,q (XL, A).

Desweiteren ist motivische Kohomologie in niedrigen Dimensionen p (abhängig vom Ge-
wicht q) konzentriert.
2.11. Lemma. [MVW06, Thm. 3.6] Es gilt für jedes glatte Schema X und jede abelsche
Gruppe A

Hp,q (X,A) = 0 für jede Zahl p > q + dimX.
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Da Spec k nulldimensional ist, haben wir insbesondere Hp,q (k,A) = 0 für alle p > q.

Das Resultat folgt aus der Identität Hn(XZar,F) = 0 für n > dimX unter Benutzung
der Spektralsequenz, die Garben- mit Hyperkohomologie verbindet.

2.I. Étale und Nisnevich-motivische Kohomologie. Es existiert auch eine étale
Version von motivischer Kohomologie. Die motivischen Komplexe A(n) sind nämlich auch
Komplexe von Garben in étaler Kohomologie (siehe [MVW06, Kor. 6.4 & Lemma 6.2]).
Desweiteren hat die Kategorie STet(k) genug injektive Elemente nach [MVW06, Prop. 6.19].

2.12. Definition. Für alle abelschen Gruppen A und p, q ∈ Z sind die étalen motivische
Kohomologiegruppen Hp,q

et (X,A) definiert als p-te Hyperkohomologiegruppe von Xet des
Komplex A(q)|Xet , also

Hp,q
et (X,A) = Hp

et(X,A(q)|Xet).

Desweiteren schreiben wir wieder kurz Hp,q
et (k,A) für Hp,q

et (Spec k,A).

Da étale Garben insbesondere Garben in Nisnevich-Topologie sind und die Kategorie
STNis(k) mit demselben Argument wie STet(k) genug injektive Elemente enthält (vgl.
[MVW06, Thm. 13.1]), können wir auch die Hyperkohomologiegruppen Hp

Nis(X,A(q)|XNis)
bilden. Diese stimmen für Komplexe in Kom− STNis(k) mit homotopie-invarianten Kohomolo-
giegarben mit den Zariski-Hyperkohomologiegruppen überein (siehe [MVW06, Prop. 13.10]).
Mit [MVW06, Kor. 2.19] folgt insbesondere:

2.13. Satz. Es gilt Hp,q (X,A) = Hp
Zar(X,A(q)|XZar) = Hp

Nis(X,A(q)|XNis) für alle p, q ∈ Z
und alle abelschen Gruppen A.

Nisnevich-Garben haben gegenüber Zariski-Garben einige technische Vorteile. So ist z.B.
die Mayer-Vietoris-Sequenz 0 → Ztr(U ∩ V ) → Ztr(U) ⊕ Ztr(V ) → Ztr(X) → 0 für Zariski-
offene Überdeckungen X = U ∪ V exakt in der Kategorie ShvNis(k) (siehe [Fri05, 5]). Des-
weiteren haben Vergarbungen in Nisnevich-Topologie (im Gegensatz zur Vergarbungen in
Zariski-Topologie) von Prägarben mit Transfers auf natürliche Art und Weise die Struktur von
Garben mit Transfers, d.h. ist F ∈ PST(k), so gilt FNis ∈ STNis(k) (siehe [MVW06, Thm.
13.1]).

2.14. Lemma. Es gilt für jede glatte Varietät X über k und alle p, q ≥ 0

Hp,q (X,Q) = Hp,q
et (X,Q).

Beweis. Siehe [Voe00, Prop. 5.28] oder [Voe03a, Lem. 6.8].

2.15. Beispiel (Motivische Kohomologie im Gewicht q = 0 und q = 1). Sei ` eine Primzahl
ungleich der Körpercharakteristik von k und X ∈ Sm/k. Dann haben wir im Gewicht null die
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Identitäten

Hp,0(X,Z) =

Z(X) : p = 0
0 : sonst,

Hp,0(X,Z/`) =

(Z/`)(X) : p = 0
0 : sonst,

und im Gewicht q = 1 haben wir

Hp,1(X,Z) =


OX(X)× : p = 1
Pic(X) : p = 2
0 : sonst,

Hp,1(X,Z/`) =



µ`(X) : p = 0
H1

et(X,µ`) : p = 1
Pic(X)/` : p = 2
0 : sonst.

Man beachte, dass Z/`(−) die konstante Garbe der abelschen Gruppe Z/` bezeichne (genauso
wie Z(−) die entsprechende konstante Garbe bezeichnet), wohingegen mit µ`(−) die Garbe
der Einheitswurzeln notiert ist. Mit Pic(X) bezeichnen wir hier die Picard-Gruppe von X.
Sie kann definiert werden als die Garbenkohomologiegruppe H1(X,Gm).

2.J. Verbindung zu K-Theorie und étaler Kohomologietheorie. Die folgenden
Sätze sind im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung von besonderer Wichtigkeit. Sie zeigen die
Beziehung der motivischen Kohomologietheorie zur Milnor´schen K-Theorie und étalen Ko-
homologietheorie.
2.16. Satz. Es gilt Hn,n(k,Z) ∼= KM

n (k) für jede ganze Zahl n ≥ 0 und jeden Körper k.

Beweisskizze. Der folgende Überblick orientiert sich an [MVW06, Vortrag 5]. Wir
schreiben Hn(F ) = Hn,n(F,Z) für jeden Körper F . Der Beweis ist folgendermaßen struktu-
riert:

1) Nachweis der Existenz einer Restriktion resE/k : Hn(k) → Hn(E) und einer Kore-
striktion corE/k : Hn(E)→ Hn(k) für alle endlichen Erweiterungen E/k, welche die
wichtigsten Eigenschaften der Korestriktion KM

n (E)→ KM
n (k) erfüllt, so z.B.

(a) Für n = 0 ist corE/k : Z→ Z die Multiplikation mit [E : k].
(b) Für n = 1 ist corE/k : E× → k× die Körpernorm NE/k.
(c) corE/k(yE · x) = y · corE/k(x) und corE/k(x · yE) = corE/k(x) · y für x ∈ Hn(E),

y ∈ Hn(k), wobei yE = resE/k(y). Insbesondere gilt corE/k(yE) = [E : k] · y.
2) Definition einer (surjektiven) Abbildung θ : Hn(k)→ KM

n (k).
3) Definition einer Abbildung λ : KM

n (k) → Hn(k), die θ ◦ λ = IdKM
n (k) erfüllt und

verträglich ist mit den Korestriktionen von Hn und KM
n .
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4) Nachweis der Surjektivität von λ.

Die Restriktionsabbildung resultiert aus der allgemeinen funktoriellen Konstruktion von Ho-
momorphismen zwischen motivischen Kohomologiegruppen zu Morphismen zwischen Sche-
mata. Die Abbildung resE/k : Hn(k) → Hn(E) kommt dabei auf natürliche Weise vom Mor-
phismus SpecE → Spec k induziert von k ↪→ E. Desweiteren induziert die Inklusion von k in
E mit Hilfe des eigentlichen Push-Forwards von algebraischen Zykeln (vgl. [Ful98, Abschn.
1.4]) die Korestriktion Hn(E) → Hn(k). Da Zariski-Hyperkohomologie auf Spec k mit der
gewöhnlichen Kohomologie des Komplexes C∗Ztr(G∧nm )(Spec k) übereinstimmt, haben wir
(II.2.1)

Hn(k) = H0(C∗Ztr(G∧nm )(Spec k)
)

= coker
(
Ztr(G∧nm )(A1)

∂∗0−∂
∗
1−−−−→ Ztr(G∧nm )(Spec k)

)
.

Hierbei wurde A1 ∼= ∆1 via t 7→ (t, 1 − t) benutzt. Die Abbildungen ∂∗0 und ∂∗1 sind dann
Restriktionen auf die Fasern mit t = 0 und 1− t = 0, also t = 1. Zur Definition von θ genügt
es nun wegen (II.2.1), eine Abbildung θ̃ : Ztr(G∧nm )(Spec k)→ KM

n (k) zu konstruieren, die mit
∂∗0 − ∂∗1 verknüpft die Nullabbildung ergibt.

Ztr(G∧nm )(A1)
∂∗0−∂

∗
1
// Ztr(G∧nm )(Spec k)

θ̃ ''

// // Hn(k)

θ
��

KM
n (k)

Die Gruppe Ztr(G∧nm )(Spec k) ist erzeugt von Äquivalenzklassen x̄ abgeschlossener Punkte x
von G×nm , die wiederum durch eine Sequenz x1, . . . , xn von Elementen des Restklassenkörpers
k(x) dargestellt werden können. Da die Restklassenkörper k(x) endliche Erweiterungen von
k sind, bekommt man eine wohldefinierte Abbildung

θ̃ : Ztr(G∧nm )(Spec k) −→ KM
n (k)

x̄ 7−→ cork(x)/k
(
{x1, . . . , xn}

)
.

Aus der Weil-Reziprozität (vgl. Theorem I.1.16) folgt, dass θ̃ ◦ (∂∗0 − ∂∗1) = 0 gilt (siehe
[MVW06, Thm. 5.4 & Kor. 5.5]). Somit haben wir eine wohldefinierte Abbildung

θ : Hn(k)→ KM
n (k), [x̄] 7→ θ̃(x̄).

Ist x ein k-Punkt von G×nm , so kann dieser dargestellt werden durch Elemente x1, . . . , xn ∈ k×.
Man schreibt [x1, . . . , xn] für die Klasse von x in Hn(k). Offensichtlich ist θ surjektiv, da

θ
(
[x1, . . . , xn]

)
= {x1, . . . , xn} .

Um nun die Umkehrabbildung λ : KM
n (k) → Hn(k) zu konstruieren, definiert man eine Ab-

bildung

(II.2.2)
(
k×
)⊗n −→ Hn(k), a1 ⊗ . . .⊗ an 7−→ [a1, . . . , an]
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und zeigt, dass diese über KM
n (k) faktorisiert. Hierzu benutzt man die multiplikative Struktur

auf H∗(k), die [a1, . . . , an] = [a1] · · · [an] für ai ∈ k besagt (bezüglich dem Produkt aus
[MVW06, Kor. 3.12]), sowie spezielle endliche Korrespondenzen aus Cor

(
A1,G∧2

m
)
um die

Relation [a, 1 − a] = 0 in H2(k) zu zeigen. Zunächst betrachten wir zu beliebigen a, b ∈ k×

die endliche Korrespondenz Z in Cor
(
A1,Gm

)
bestehend aus Punkten (t, x) mit

x2 − t(a+ b)x− (1− t)(1 + ab)x+ ab = 0.

Die Faser von t = 0 entspricht dem Element [ab] + [1] = [ab] in H1(k) und die Faser von t = 1
dem Element [a] + [b]. Zusammen mit ∂∗0(Z) − ∂∗1(Z) = 0 in H1(k) ergibt dies die Relation
[ab] = [a] + [b]. Sei nun a ∈ k× \ {1} und Z in Cor

(
A1,Gm

)
die Korrespondenz bestehend aus

Punkten (t, x) mit
x3 − t(a3 + 1)x2 + t(a3 + 1)x− a3 = 0.

Sei ω eine Nullstelle von x2 + x + 1 in ksep. Über E = k(ω) besteht die Faser von t = 0 aus
Punkten mit x3 = a3, also x ∈

{
a, ωa, ω2a

}
. Die Faser von t = 1 besteht aus Punkten mit

(x− a3)(x2 − x+ 1) = 0, also x ∈
{
a3,−ω,−ω2}. Die Einbettung

Gm \ {1}
ι

↪−→
(
Gm \ {1}

)×2
, x 7−→ (x, 1− x)

definiert eine endliche Korrespondenz Z ′ = ι(Z) in Cor
(
A1,G×2

m
)
. In H2(E) gilt nun unter

Benutzung der multiplikativen Struktur

3 · ∂∗0(Z ′) = 3 ·
(
[a, 1− a] + [ωa, 1− ωa] + [ω2a, 1− ω2a]

)
= [a3, 1− a] + [a3, 1− ωa] + [ω2a, 1− ω2a] (wegen ω3 = 1)
= [a3, (1− a)(1− ωa)(1− ω2a)]
= [a3, 1− a3],

3 · ∂∗1(Z ′) = 3 ·
(
[a3, 1− a3] + [−ω, 1 + ω] + [−ω2, 1 + ω2]

)
= 3[a3, 1− a3] + [−1, 1 + ω] + [−1, 1 + ω2] (wegen ω3 = 1)
= 3[a3, 1− a3] + [−1, (1 + ω)(1 + ω2)]
= 3[a3, 1− a3] (wegen (1 + ω)(1 + ω2) = 1).

Somit impliziert (∂∗0 − ∂∗1)(Z ′) = 0 die Beziehung

2[a3, 1− a3] = 0 in H2(E).

Unter Anwendung von corE/k haben wir 4[a3, 1− a3] = 0 in H2(k). Übergang zu L = k
(

3
√
a
)

und Anwenden der Korestriktion corL/k liefert 12[a, 1− a] = 0 in H2(k). Mithilfe eines ähn-
lichen Transferarguments kann man hieraus folgern (siehe [MVW06, Lemma 5.8]), dass
[a, 1− a] = 0 in H2(k) gilt. Somit induziert (II.2.2) eine Abbildung λ : KM

n (k)→ Hn(k), für
die nach Konstruktion θ ◦ λ = IdKM

n (k) gilt.
Es bleibt zu zeigen, dass λ = λk surjektiv ist. Sei [x] ∈ Hn(k) und E = k(x) der Rest-

klassenkörper des Punktes x. Es existiert dann ein E-rationaler Punkt x̃ und xi ∈ E mit
[x̃] = λE

(
{x1, . . . , xn}

)
, sodass [x] = corE/k[x̃] gilt. Die Behauptung folgt dann sofort aus der
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Kompatibilität der Abbildung λ mit den Korestriktionen auf KM
n und Hn (siehe [MVW06,

Lemma 5.11]):

KM
n (E)

λE
//

corE/k
��

Hn(E)

corE/k
��

KM
n (k)

λk

// Hn(k)
�

2.17. Korollar. Es gilt Hn,n(k,Z/`) ∼= KM
n (k)/` für jede ganze Zahl n ≥ 0, jede Primzahl

` und jeden Körper k.

Beweis. Die kurze exakte Sequenz 0 → Z ·`→ Z → Z/` → 0 induziert die lange exakte
Sequenz von motivischen Kohomologiegruppen

Hn,n(k,Z) ·`−→ Hn,n(k,Z) −→ Hn,n(k,Z/`) −→ Hn+1,n(k,Z).

Die letzte Gruppe ist trivial nach Lemma 2.11, also ist der dritte Pfeil ein Epimorphismus.
Aus der Exaktheit folgt mit dem Homomorphiesatz und vorangegangenem Satz schließlich
die Behauptung. �

2.18. Satz. Sei k Körper, X glattes Schema über k, n ∈ N und m teilerfremd zu char k.
Dann gilt Hp,q

et (X,Z/m) ∼= Hp
et
(
X,µ⊗qm

)
.

Beweisskizze nach [MVW06, Theorem 10.2]. Theorem 4.1 in [MVW06] besagt,
dass die Komplexe Z(1) und der triviale Komplex Gm[−1] der Garbe der globalen Einheiten
(d.h. Gm : (Sm/k)op → Ab, U 7→ OU (U)×) quasiisomorph sind, d.h. es existiert ein Quasi-
isomorphismus

· · · // Z(1)0 //

��

Z(1)1 //

��

0

· · · // 0 // Gm // 0

Die Vergarbung von Prägarben zu étalen Garben ist exakt, sodass wir eine Quasiisomorphie
Z/m(1) ∼=

(
Gm

)
et[−1] ⊗L Z/m ∼= µm, wobei ⊗L das sogenannte totale Tensorprodukt auf

Kom− STet(k) ist. Zusammen mit der Multiplikation Z/m(r) ⊗Z Z/m(s) → Z/m(r + s) er-
halten wir einen Morphismus

µ⊗qm → (Z/m)(1)⊗q → Z/m(q).

Proposition 10.6 in [MVW06] zeigt, dass µ⊗qm → Z/m(q) eine sogenannte A1-schwache Äqui-
valenz ist. Diese sind nach [MVW06, Lemma 9.21] Quasiisomorphismen, woraus die Behaup-
tung folgt. �
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3. Verwandte Vermutungen und Resultate

In diesem Abschnitt werden mit der Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung, dem motivischen
Hilberts Satz 90 sowie der Milnor-Vermutung über Bilinearformen einige mit der Bloch-Kato-
Vermutung in Verbindung stehende Aussagen dargestellt. Desweiteren impliziert die Gül-
tigkeit der Bloch-Kato-Vermutung die Quillen-Lichtenbaum-Vermutung (siehe [SV95, Kor.
7.6]), worauf wir aber nicht weiter eingehen werden.

3.A. Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung. Mithilfe von Korollar 2.17 und Satz 2.18
aus dem vorangegangenen Abschnitt wird der Normresthomomorphismus zu einem Vergleich
von motivischen Kohomologiegruppen:

KM
n (k)/`

ηn`,k
//

' 2.17
��

Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
2.18 h

��

Hn,n(k,Z/`) // Hn,n
et (k,Z/`)

Man kann zeigen, dass der untere Morphismus auf natürliche Art und Weise vom Wechsel der
Topologie kommt. Sei π :

(
Spec k

)
et →

(
Spec k

)
Nis der triviale Morphismus zwischen kleinen

Siten. Die induzierte Abbildung π∗ : Shvet(k)→ ShvNis(k), F 7→ F ist linksexakt, somit haben
wir den total rechtsderiviersten Funktor Rπ∗ und einen rechtsadjungierten Funktor π∗, den
wir zu einem Funktor D−ShvNis(k) −→ D−Shvet(k) erweitern können.

D−ShvNis(k)

π∗

**

D−Shvet(k)

Rπ∗

jj

Sei B/`(n) der Komplex τ≤nRπ∗π∗
(
Z/`(n)

)
. Die Aussage der Beilinson-Lichtenbaum-Vermu-

tung ist dann, dass die Komplexe Z/`(n) und B/`(n) quasiisomorph sind. Wir notieren diese
Eigenschaft mit BL(n, `, k). Nach Suslin-Voevodsky [SV95, 5.10] ist BL(n, `, k) äquivalent
dazu, dass der kanonische Homomorphismus

Hp,n(F,Z/`) −→ Hp,n(F,B/`) ∼= Hp,n
et (F,Z/`)

ein Isomorphismus ist für alle natürlichen Zahlen p ≤ n und alle endlich-erzeugten Kör-
pererweiterungen F/k. Somit ist die Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung formal stärker als die
Bloch-Kato-Vermutung. Die Arbeit von Suslin und Voevodsky [SV95] zeigt, dass die Bloch-
Kato-Vermutung die Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung impliziert.
3.1. Satz. [Voe03a, Kor. 6.9] Angenommen es gilt BL(n, `, k). Dann gilt für jedes simpliziale
Schema X über k, jede natürliche Zahl ν und jede ganze Zahl q ≤ n:

1) Hp,q
(
X,Z(`)

)
−→ Hp,q

et
(
X,Z(`)

)
ist

Isomorphismus : p ≤ q + 1
Monomorphismus : p = q + 2.



3. VERWANDTE VERMUTUNGEN UND RESULTATE 51

2) Hp,q
(
X,Z/`ν

)
→ Hp,q

et
(
X,Z/`ν

)
ist

Isomorphismus : p ≤ q

Monomorphismus : p = q + 1.

3.B. Motivischer Hilberts Satz 90. Man betrachtet die Eigenschaft, dass die Koho-
mologiegruppe Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
verschwindet, als eine motivische Verallgemeinerung zur ko-

homologischen Fassung von Hilberts Satz 90. Denn für n = 1 gilt

H2,1
et
(
k,Z

)
= H2

et(k,Z(1))
= H2

et
(
k,Gm[−1]

)
= H1

et(k,Gm)
= H1

et(k,Gm)

= 0,

und da Z(`) ein flacher Z-Modul ist, gilt folglich H2,1
et
(
k,Z(`)

)
= H1

et(k,Gm) ⊗ Z(`) = 0.
Wir schreiben H90(n, `, k) für die Eigenschaft Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
= 0, und H90(n, `) für die

Eigenschaft {H90(n, `, k) für alle Körper k mit Charakteristik ungleich `}.
Der motivische Hilberts Satz 90 ist keine „klassische“ Vermutung, sondern als eine Art

Umformulierung der Bloch-Kato-Vermutung in deren Beweisprogramm entstanden. Die For-
mulierung von H90(n, `, k) mit lokalisierten Koeffizienten geschieht aus technischen Gründen
(vgl. Abschnitt III.4).

3.C. Milnor-Vermutung über Bilinearformen. In Abschnitt I.4.D haben wir eine
surjektive Abbildung von der n-ten Milnor’schen K-Gruppe modulo zwei in die Faktorgruppe
In(k)/In+1(k) konstruiert. Zusammen mit dem Normresthomomorphismus haben wir also ein
Diagramm

Hn(k,Z/2)

KM
n (k)/2

ηn2,k
77

sn,k ''

In(k)/In+1(k)

en,k

OO

Die ebenfalls in [Mil70] geäußerte Milnor-Vermutung über Bilinearformen bezieht sich auf
die Bijektivität der Abbildung sn,k. Sie wurde wie bereits erwähnt von Orlov, Vishik und Voe-
vodsky [OVV07] bewiesen. Der resultierende Isomorphismus en,k hat in niedrigen Dimensio-
nen die folgende Interpretation bezüglich klassischer Invarianten (vgl. Elman, Karpenko und
Merkurjev [EKM08] oder Lam [Lam05]):

1) Die Abbildung e0,k : W (k)/I(k)→ H0(k,Z/2) ∼= Z/2 ist induziert vom Dimensions-
homomorphismus b 7→ dimk b modulo zwei.
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2) Die Abbildung e1,k : I(k)/I2(k) → H1(k,Z/2) ∼= k×/k×2 ist induziert von der Dis-
krimanten

b 7−→ (−1)
dimk b

2 · det b.
3) Die Abbildung e2,k : I2(k)/I3(k) → H2(k,Z/2) ∼= 2Br(k) ist induziert von der

Clifford-Invarianten, die eine Bilinearform b abbildet auf die Klasse der Clifford-
Algebra von b.



KAPITEL III

Skizze des allgemeinen Beweises

In diesem Kapitel soll die äußere Hülle im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung dargestellt
werden. Dazu liefert Abschnitt 1 einen Überblick über die einzelnen Schritte und Reduktionen,
die in den Abschnitten 3–8 genauer dargestellt werden. Abschnitt 2 illustriert anhand des
Beispiels n = 1 den grundlegenden Rahmen im Beweis.

1. Struktur des Beweises

An dieser Stelle erläutern wir grob die Struktur im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung. In
späteren Abschnitten wird dann etwas ausführlicher auf die einzelnen Schritte eingegangen.
Grundlegend im Beweis ist der Übergang zur motivischen Kohomologie, die in gewissem
Sinne eine universelle Kohomologietheorie ist und sowohl die Milnor’sche K-Theorie wie auch
die étale Kohomologie Hn

et
(
−, µ⊗nm

)
verallgemeinert. Wie bereits erwähnt, benutzen wir die

Kurzschreibweise BK(n,m, k) für die Isomorphie des Normresthomomorphismus ηnm,k und
BK(n,m) für die Gültigkeit von BK(n,m, k) für alle Körper k, deren Charakteristik kein
Teiler von m ist. Unser Ziel ist es, BK(n,m) für alle natürlichen Zahlen n und m ≥ 2 zu
zeigen. Der Beweis kann dann grob in folgende Schritte aufgeteilt werden.

1. Schritt. Man reduziert die Gültigkeit der Bloch-Kato-Vermutung modulo beliebigen na-
türlichen Zahlenm auf die Gültigkeit modulo Primzahlen `, d.h. auf BK(n, `, k) für alle Zahlen
n, ` und Körper k mit Charakteristik ungleich `. Dieser Schritt ist relativ elementar und folgt
leicht aus Berechnungen in Milnor’scher K-Theorie und Galoistheorie.

2. Schritt. Man reduziert die Gültigkeit der Bloch-Kato-Vermutung über beliebigen Körpern
auf die Gültigkeit über Körpern der Charakteristik null, d.h. auf BK(n, `, k) für alle Zahlen
n, ` und Körper k der Charakteristik null. Auch dieser Schritt ist eher von klassischer Natur
und benutzt die Konstruktion von Witt-Vektoren über Körpern. Die Reduktion erlaubt im
weiteren Verlauf u.a. die Benutzung von Resultaten, für die eine Singularitätenauflösung für
k vorausgesetzt wird.

BK(n, `, k)
∀ k mit char k = 0
∀n ∀ ` prim

BK(n, `)
∀n ∀ ` prim

BK(n,m)
∀n ∀m

Lem. 3.4 Kor. 3.3

53
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3. Schritt. Man zeigt, dass die Bloch-Kato-Vermutung aus der motivischen Version von
Hilberts Satz 90 folgt. Der Beweis ist damit reduziert auf den Nachweis von

(III.1.1) {H90(n, `, k) für alle Körper k mit char k = 0 und Zahlen n, ` ∈ N mit ` prim} .

Dieser Teil benutzt wesentliche Resultate aus der motivischen Kohomologietheorie wie die
Äquivalenz zwischen Bloch-Kato-Vermutung und Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung. Der
Grundstein hierfür wurde von Voevodsky und Suslin in deren Artikel [SV99] gelegt.

H90(n, `, k)
∀ k mit char k = 0

BK(n, `, k)
∀ k mit char k = 0

Satz 4.5

(Voevodsky)

4. Schritt. Es wird zu einer festen Zahl ` die Eigenschaft (III.1.1) induktiv nach n bewiesen.
Der Induktionsschritt sieht dabei folgendermaßen aus:

Schritt A. Es wird H90(n, `, k) für `-spezielle Körper k mit der zusätzlichen Eigen-
schaft KM

n (k)/` = 0 gezeigt. Aufgrund dieser starken Bedingungen an den Körper k
können wir das Verschwinden vonHn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
fast ausschließlich mit klassischen Be-

rechnungen in Milnor’scherK-Theorie und Galoiskohomologie nachweisen. Eine Schlüs-
seleigenschaft ist der sogenannte Hilberts Satz 90 für KM

n .

Schritt B. Man konstruiert mittels transfiniter Rekursion zu einem allgemeinen Kör-
per k der Charakteristik null einen Turm (den sogenannten Merkurjev-Turm) von Kör-
pererweiterungen k = k(0) ⊂ k(1) ⊂ k(2) ⊂ · · · , sodass k(∞) die Bedingungen aus Schritt
A erfüllt und ferner die Kohomologiegruppe Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
in Hn+1,n

et
(
k(∞),Z(`)

)
ein-

bettet (und damit verschwindet). Diese Konstruktion stammt ursprünglich von Mer-
kurjev [Mer81] und setzt in der hier besprochenen Variante die folgende Eigenschaft
voraus, auf deren Gültigkeit die Bloch-Kato-Vermutung somit reduziert wird:

(III.1.2)

Für jeden Körper F (mit charF = 0) und zu jedem nichttrivialen
Symbol a = {a1, . . . , an} ∈ KM

n (F )/` existiert ein Erweiterungskör-
per Fa/F mit den Eigenschaften:

1) Die K-Gruppe von Fa zerfällt a, d.h. aFa = 0 in KM
n

(
Fa
)
/`.

2) Die Restriktion Hn+1,n
et

(
F,Z(`)

)
→ Hn+1,n

et
(
Fa,Z(`)

)
ist in-

jektiv.
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H90(n− 1, `, k)
∀ k mit char k = 0

H90(n, `, k)
∀k mit char k = 0 und
• k `-speziell
• KM

n (k)/` = 0
(Voevodsky)

∀ k mit char k = 0 ∃ k(∞)/k mit
• k(∞) `-speziell
• KM

n (k(∞))/` = 0
• Hn+1,n

et (k,Z(`)) ↪→ Hn+1,n
et (k(∞),Z(`))

Existenz von Normvarietäten:
∀ k ∀ a ∈ KM

n (k)/` ∃Xa mit
• a = 0 in KM

n (k(Xa))/`
• Hn+1,n

et (k,Z(`)) ↪→ Hn+1,n
et (k(Xa),Z(`))

(Rost)

Transfinite Rekursion
(Merkurjev)

H90(n, `, k)
∀ k mit char k = 0

Kettenlemma
(Rost)

Thm. 5.10

Thm. 6.1

5. Schritt. Es wird die Existenz von sogenannten Normvarietäten gezeigt. Zu jedem Kör-
per F und jedem Symbol a = {a1, . . . , an} ∈ KM

n (F )/` existiert eine Varietät Xa mit
gewissen Eigenschaften, sodass der Quotientenkörper F (Xa) die Bedingungen an die Kör-
pererweiterung Fa in (III.1.2) erfüllt. Die Konstruktion von Normvarietäten geht wesent-
lich auf Arbeiten von Rost zurück und benutzt tiefliegende Resultate wie das Kettenlemma
und das Normprinzip. Eine wesentliche Hürde ist nun der Nachweis der Injektivität von
Hn+1,n

et
(
F,Z(`)

)
→ Hn+1,n

et
(
F (Xa),Z(`)

)
.

6. Schritt. Es wird gezeigt, dass eine exakte Sequenz der Form

Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)
−→ Hn+1,n

et
(
F,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
F (Xa),Z(`)

)
existiert, wobei Č(Xa) das sogenannte simpliziale Schema zuXa ist. Die Konstruktion hiervon
imitiert Methoden aus der algebraischen Topologie und geht auf Voevodsky zurück. Die Bloch-
Kato-Vermutung reduziert sich also auf das Verschwinden von Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)

)
.

7. Schritt. Die Gruppe Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)
wird mithilfe von Milnoroperationen in eine

„höhere“ Gruppe H2`b+2,`b+1(Č(Xa),Z(`)
)
eingebettet, wobei hier b = `n−1−1

`−1 sei.

8. Schritt. Es wird das Verschwinden der Gruppe H2`b+2,`b+1(Č(Xa),Z(`)
)
gezeigt. Hierzu

braucht man unter anderem die Existenz des (verallgemeinerten) Rost-Motivs.
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Hn+1,n
et (k,Z(`)) ↪−→ Hn+1,n

et (k(Xa),Z(`))

Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)) = 0
(Voevodsky)

H2`b+2,`b+1(Č(Xa),Z(`)) = 0
(Voevodsky)

∃ exakte Sequenz
Hn+1,n(Č(Xa),Z(`))→ Hn+1,n

et (k,Z(`))→ Hn+1,n
et (k(Xa),Z(`))

Milnoroperationen (Voevodsky)

∃ (verallgemeinertes)
Rostmotiv Ma

Normprinzip (Rost)

Spezielle Korres-
pondenz (Rost)

2. Veranschaulichung der Beweisstrategie am Fall n = 1

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand des Beispiels n = 1 grob, wie der Beweis der Bloch-
Kato-Vermutung strukturiert ist. Auch wenn das Resultat BK(1,m, k) vergleichsweise elemen-
tar bewiesen wurde, können wir eine Adaption des allgemeinen Beweises vornehmen und so
die Isomorphie des Normresthomomorphismus reduzieren auf hochgradig „nicht-triviale“ Ar-
gumente, die für allgemeine n eine Schlüsselrolle im Beweis spielen. Im Beispiel II.1.5 haben
wir BK(1,m, k) aus Hilberts Satz 90 gefolgert. Wie schon in Abschnitt 1 erwähnt, wollen
wir BK(n, `, k) allgemein aus H90(n, `, k), dem motivischen Hilberts Satz 90, folgern und das
Problem so auf den induktiven Beweis von H90(n, `, k) reduzieren.

2.A. H90(1, `, k) für spezielle Körper. Zuerst zeigt man Hilberts Satz 90 für Körper
k mit der Eigenschaft k× = k×`, oder mit anderen Worten k×/k×` ∼= KM

1 (k)/` = 0. In diesem
Fall kann man zumindest für den Fall ` = 2 ohne Benutzung der Trivialität von H1

et(k,Gm),
was wir letztendlich zeigen wollen, das Verschwinden von H1

et(k, µ`) herleiten. Da es in diesem
Abschnitt mehr um die Methoden im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung als um die Aussage
BK(1, `) (die unabhängig hiervon mithilfe Korollar I.2.24 bewiesen wurde) selbst geht, wollen
wir der Einfachheit halber annehmen, das folgende Resultat ohne Hilberts Satz 90 beweisen
zu können.

2.1. Satz. Angenommen es gilt k×/k×` = 1. Dann gilt H1
et
(
k, µ`

)
= 0.
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2.2. Bemerkung. Nehmen wir (im Fall ` = 2) zusätzlich an, dass jede endliche Erweiterung
von k vom Grad 2ν für eine ganze Zahl ν ≥ 1 ist, so folgt zusammen mit k×/k×2 = 1, dass
keine endliche Erweiterung von k existiert, da man zu Erweiterungen von besagtem Grad stets
eine quadratische Zwischenerweiterung findet, welche von einem Element aus k×\k×2 kommen
müsste. Somit ist in diesem Fall k algebraisch abgeschlossen und die Identität H1

et
(
k, µ`

)
= 0

folgt aus der Tatsache, dass die absolute Galoisgruppe von algebraisch abgeschlossenen Kör-
pern trivial ist. Man sagt bezüglich der eingangs angenommenen Eigenschaft, der Körper k
sei 2-speziell. Diese Eigenschaft „`-speziell“ spielt im entsprechenden Schritt des allgemeinen
Beweises (vgl. Abschnitt 5), wo n ≥ 2 und ` beliebig sind, eine wesentliche Rolle.

Wir betrachten nun erneut die lange Kohomologiesequenz zur Kummersequenz:

(III.2.1) k×
(−)`−−→ k×

δ−→ H1
et
(
k, µ`

)
−→ H1

et
(
k,Gm

) ·`−→ H1
et
(
k,Gm

)
−→ · · ·

Das Verschwinden von H1
et(k, µ`) impliziert mithilfe der Exaktheit die Injektivität von

H1
et
(
k,Gm

) ·`−→ H1
et
(
k,Gm

)
. Wir sind an einer Version dieses Resultats mit lokalisierten Koef-

fizienten interessiert. Aufgrund der Exaktheit des Funktors −⊗ZZ(`) : Ab→ Ab bleibt die In-
jektivität unter dessen Anwendung erhalten. Desweiteren sind die Gruppen H1

et(k,Gm)⊗ZZ(`)
und H1

et
(
k,Gm ⊗Z Z(`)

)
kanonisch isomorph. Schreiben wir Gm(`) für Gm⊗ZZ(`), so induziert

die Multiplikation mit ` also einen Monomorphismus auf H1
et
(
k,Gm(`)

)
. Wir wollen die Se-

quenz
· · · ·`

↪−→ H1
et
(
k,Gm(`)

) ·`
↪−→ H1

et
(
k,Gm(`)

) ·`
↪−→ · · ·

als ein (mit N indiziertes) induktives System betrachten. Da die Funktoren Hn
et(k,−) und

−⊗Z Z(`) mit direkten Limites kommutieren, gilt

lim−→H1
et
(
k,Gm(`)

)
= H1

et
(
k,Gm ⊗Z lim−→Z(`)

)
,

wobei der Limes auf der rechten Seite von dem mit natürlichen Zahlen indizierten System

· · · ·`
↪−→ Z(`)

·`
↪−→ Z(`)

·`
↪−→ · · ·

kommt.

2.3. Lemma. Es gilt lim−→
(
· · · ·`

↪−→ Z(`)
·`
↪−→ Z(`)

·`
↪−→ · · ·

) ∼= Q.

Beweis. Wir betrachen Z(`) als Teilmenge von Q und definieren lim−→Z(`) → Q folgender-
maßen: Die Klasse eines Elements t

s aus der ν-ten Kopie von Z(`) bilden wir ab auf t
s`ν . Man

prüft leicht, dass dies ein wohldefinierter Isomorphismus ist. �

Folglich haben wir lim−→H1
et
(
k,Gm(`)

) ∼= H1
et
(
k,Gm ⊗Q

)
= 0. Da in induktiven Systemen

mit injektiven Morphismen die kanonische Abbildung von Objekten in den Limes wieder
injektiv ist, folgt hiermit die Behaupung:

2.4. Korollar. Wir habenH1
et
(
k,Gm(`)

)
= 0 für alle Körper k mit der Eigenschaft k× = k×`.�
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2.B. H90(1, `, k) für allgemeine Körper. Wir nehmen nun an, dass nichttriviale Ele-
mente in k×/k×` existieren. Sei a ∈ k× der Vertreter eines nichttrivialen Elements in k×/k×`.
Die Körpererweiterung k

(√̀
a
)
/k ist dann zyklisch von Ordnung `, und es gilt a ∈ k

(√̀
a
)×`,

d.h. die Klasse von a in k
(√̀
a
)×
/k
(√̀
a
)×` verschwindet. Wir möchten diese Konstruktion ge-

wissermaßen „wiederholen“, bis wir einen Erweiterungskörper k′ erhalten, sodass die Klasse
von jedem Element a ∈ k \k×` in (k′)×/(k′)×` verschwindet. Die Grundlage hierfür liefert uns
der Wohlordnungssatz (siehe z.B. [Dei04, Kap. II, Abschn. 5]), der besagt, dass jede Menge
wohlgeordnet werden kann. Sei Rep

(
k×/k×`

)
eine feste Menge von Vertretern von Elementen

in k×/k×` bestehend aus einem Vertreter für jede Klasse. Wir wählen eine Wohlordnung <k
auf der Menge Rep

(
k×/k×`

)
, die damit ordnungsisomorph zu einer Ordinalzahl κ ist, d.h. es

existiert eine Bijektion

a : {λ | λ < κ Ordinalzahl} ←→ Rep
(
k×/k×`

)
,

sodass die Relationen λ < µ und a(λ) <k a(µ) äquivalent sind. Schreiben wir aλ für a(λ), so
ist Rep

(
k×/k×`

)
die Menge {aλ ∈ k× | λ < κ}. Wir konstruieren k′ nun mithilfe des Prinzips

der transfiniten Rekursion. Zu jeder Ordinalzahl λ < κ möchten wir einen Körper kλ definiert
haben, sodass die Klasse von aλ in kλ×/kλ×` verschwindet. Sei k0 = k und k1 = k

(√̀
a1
)
. Wir

müssen zwischen Nachfolgerordinalzahl und Limesordinalzahl unterscheiden. Ist λ der Nach-
folger einer Ordinalzahl, die wir formal mit λ− 1 bezeichnen, so setzen wir kλ = kλ−1

(√̀
aλ
)
.

Falls λ ein Limes ist, so sei kλ = (lim−→ kµ)
(√̀
aλ
)
, wobei der lim−→ kµ die Vereinigung aller Körper

kµ mit µ < λ ist. Wir haben also eine wohlgeordnete Menge von Körpererweiterungen
(
kλ
)
λ<κ

mit kλ ↪→ kµ für alle Ordinalzahlen λ, µ mit λ < µ.

2.5. Satz. Sei k ein beliebiger Körper. Angenommen für jeden Körper F und jedes Element
a ∈ F× \ F×` ist die Restriktion

H1
et
(
F,Gm(`)

)
−→ H1

et
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)
injektiv. Dann existiert eine Körpererweiterung k′/k, sodass gilt:

1) Die Klasse von jedem Element a ∈ k× \ k×` verschwindet in (k′)×/(k′)×`.
2) Die Restriktion H1

et
(
k,Gm(`)

)
−→ H1

et
(
k′,Gm(`)

)
ist injektiv.

Beweis. Wir setzen k′ = lim−→λ<κ
kλ. Die erste Eigenschaft ist damit klar, liegt ein Element

a ∈ k× \ k×` in der von aλ repräsentierten Klasse in k×/k×`, so verschwindet die Klasse
von a bereits in kλ und folglich in k′. Für die zweite Eigenschaft bemerken wir, dass die
Kohomologiegruppen H1

et
(
kλ,Gm(`)

)
indiziert mit der Menge der Ordinalzahlen kleiner als

κ zusammen mit Restriktionsabbildungen reskµ/kλ als Morphismen ein induktives System
bilden. Wir wollen zeigen, dass jede Restriktionsabbildung in diesem System injektiv ist.
Dazu verwenden wir transfinite Induktion nach der Menge aller Ordinalzahlen λ kleiner als
κ.
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2.6. Lemma. Für alle Ordinalzahlen λ < κ gilt, dass die Restriktion

H1
et
(
kµ,Gm(`)

)
−→ H1

et
(
kλ,Gm(`)

)
injektiv ist für alle µ < λ.

Beweis von Lemma 2.6. Die Behauptung im Induktionsanfang (λ = 1) folgt unmittel-
bar aus der Voraussetzung in Satz 2.5. Ebenfalls aus dieser Annahme folgt die Injektivität
von reskλ/kλ−1 im Induktionsschritt für Nachfolgerordinalzahlen λ. Aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt damit die Injektivität von reskλ/kµ für alle µ < λ.

H1
et
(
kµ,Gm(`)

)
//

� q

##

H1
et
(
kλ,Gm(`)

)

H1
et
(
kλ−1,Gm(`)

)- 


;;

Es muss noch der Induktionsschritt für Limesordinalzahlen durchgeführt werden. Sei also
λ eine fest gewählte solche Ordinalzahl. Erneut betrachten wir die Kohomologiegruppen
H1

et
(
kµ,Gm(`)

)
zusammen mit Restriktionsabbildungen als induktives System, diesmal in-

diziert mit den Ordinalzahlen µ kleiner als λ. Nach der Induktionsvoraussetzung sind alle
Restriktionen reskλ/kµ mit µ < λ injektiv. Folglich sind die kanonischen Abbildungen

(III.2.2) H1
et
(
kµ,Gm(`)

)
−→ lim−→µ′<λ

H1
et
(
k′µ,Gm(`)

)
injektiv für alle µ < λ. Desweiteren vertauscht Hn(−, A) = Hn

et(−,FA) mit direkten Limites:

Hn
(
lim−→Fi, A

)
= Hn

(
lim←−Gal

(
(Fi)sep/Fi

)
, A
)

I.2.12= lim−→Hn
(
Gal

(
(Fi)sep/Fi

)
, A
)

= lim−→Hn(Fi, A).

Der Körper kλ ist nach Definition (lim−→ kµ)
(√̀
aλ
)
, wobei der Limes über µ < λ läuft. Damit

folgt wieder aus der Voraussetzung von Satz 2.5 zusammen mit (III.2.2) die Behauptung.

H1
et
(
kµ,Gm(`)

)
//

� q

##

H1
et
(
kλ,Gm(`)

)

H1
et
(
lim−→ kµ′ ,Gm(`)

)- 


;;

�

Fortsetzung des Beweises von Satz 2.5. Mit denselben Argumenten wie im Beweis
des Lemmas soeben sind nun alle Restriktionsabbildungen von H1

et
(
kλ,Gm(`)

)
in den Limes

H1
et
(
lim−→ kλ′ ,Gm(`)

) ∼= H1
et
(
k′,Gm(`)

)
injektiv. Insbesondere gilt dann die zweite Eigenschaft.

�

Der Körper k′, den wir so konstruiert haben, erfüllt nicht zwangsläufig die Bedingung
(k′)×/(k′)×` = 1, denn wir haben lediglich sichergestellt, dass jedes Element von k eine `-te
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Potenz in k′ ist. Um einen Körper zu erhalten, der die gewünschte Eigenschaft aus dem ersten
Schritt besitzt, wiederholen wir diese Konstruktion und gehen zum direkten Limes über.

2.7. Satz. Sei k ein beliebiger Körper. Wir definieren einen Turm von Körpererweiterungen

k(0) ⊂ k(1) ⊂ k(2) ⊂ · · ·

rekursiv durch k(0) = k und k(i+1) =
(
k(i))′ für alle ganzen Zahlen i ≥ 0. Dann erfüllt der

Vereinigungskörper k(∞) = lim−→ k(i) die Eigenschaften:

1) k(∞)×/k(∞)×` = 1.
2) Die Restriktion H1

et
(
k,Gm(`)

)
−→ H1

et
(
k(∞),Gm(`)

)
ist injektiv.

Beweis. Der erste Punkt ist klar, da jedes Element a ∈ k(∞) aus einem der Körper k(i)

kommt und damit eine `-te Potenz in k(i+1) ⊂ k(∞) ist. Die zweite Eigenschaft folgt mit
demselben Argument wie die entsprechende Eigenschaft in Satz 2.5. �

2.C. Injektivität von H1
et(F,Gm(`))→ H1

et(F (
√̀
a),Gm(`)). Im vorigen Abschnitt

haben wir den Beweis von H1
et
(
k,Gm(`)

)
= 0 reduziert auf die Injektivität der Restriktion

H1
et
(
F,Gm(`)

)
−→ H1

et
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)
für jeden Körper F und jedes Element a ∈ F× \ F×`. An diesem Punkt müssen wir zu allge-
meineren Objekten übergehen. Man kann den Begriff der étalen Kohomologie von Schemata
erweitern auf simpliziale Schemata, also simpliziale Objekte in der Kategorie von Schemata.
Wir sind besonders interessiert am Čech-simplizialen Schema Xa = Č

(
SpecF

(√̀
a
))

gegeben
durch (

Xa
)
n

=
(
SpecF

(√̀
a
))×(n+1)

zusammen mit Flächen- bzw. Randabbildungen induziert von den kanonischen Projektions-
bzw. Diagonalabbildungen. Die Kohomologie H1

et
(
−,Gm(`)

)
von Xa stimmt dann mit der von

k, d.h. Spec k, überein. Eine Nachahmung von Konstruktionen aus der algebraischen Topologie
liefert ein kommutatives Diagramm der Gestalt

H̃1
et
(
Xa/ SpecF

(√̀
a
)
,Gm(`)

)
// H1

et
(
Xa,Gm(`)

)
// H1

et
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)

H1
Nis
(
Xa/ SpecF

(√̀
a
)
,Gm(`)

)
//

OO

H1
Nis
(
Xa,Gm(`)

)
//

OO

H1
Nis
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)
.

OO

Die Zeilen kommen dabei von einem exakten Dreieck (in einer geeigneten triangulierten Ka-
tegorie simplizialer Schemata) der Form

SpecF
(√̀
a
)
→ Xa → Xa/ SpecF

(√̀
a
)
→ SpecF

(√̀
a
)
[1].

Die vertikalen Homomorphismen sind induziert von der natürlichen Einbettung étaler Gar-
ben in Nisnevich-Garben. Nun verschwindet die GruppeH1

Nis
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)
unten rechts (vgl.
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Lemma II.2.11), und der erste senkrechte Pfeil ist ein Isomorphismus. Unter diesen Voraus-
setzungen folgt leicht, dass die Teilsequenz in der Horizontalen aus dem obigen Diagramm

H1
et
(
F,Gm(`)

)
OO

'

res

((

H1
Nis
(
Xa,Gm(`)

)
// H1

et
(
Xa,Gm

)
// H1

et
(
F
(√̀
a
)
,Gm(`)

)
exakt ist. Die Injektivität der Restriktion reduziert sich damit auf das Verschwinden der
Gruppe H1

Nis
(
Xa,Gm(`)

)
. An dieser Stelle beenden wir die Demonstration der Beweisstrategie

am Fall n = 1, da keine elementare Herleitung dieses Resultats vorliegt. In Kapitel III wird
auf den allgemeinen Fall eingegangen.

3. Elementare Reduktionen und Vereinfachungen

Die folgenden beiden Lemmata nach Bruno Kahn [Kah05, Prop. 4] zeigen, warum es
genügt, die Bloch-Kato-Vermutung nur modulo ` für alle Primzahlen ` ≥ 2 zu beweisen.

3.1. Lemma. Seien m1,m2 ≥ 2 teilerfremde Zahlen, sodass die Charakteristik von k das
Produkt m1m2 nicht teilt. Dann gilt für jede natürliche Zahl n ≥ 0 folgende Äquivalenz:

BK(n,m1m2, k) ⇐⇒ BK(n,m1, k) und BK(n,m2, k).

Beweis. Wir schreiben im Folgenden µm für die Gruppe µm(ksep), die als abelsche Grup-
pe (aber nicht als Galoismodul) isomorph ist zu Z/m. Unter unseren Voraussetzungen sind
die Gruppen µm1m2 und µm1 × µm2 kanonisch isomorph (siehe z.B. Lang [Lan65, S. 204]).
Mit der offensichtlichen Gal(ksep/k)-Operation auf µm1 × µm2 ist dies eine Isomorphie in der
Kategorie der Galoismoduln. Hieraus folgt zusammen mit der Trivialität von µm1⊗Zµm2 , dass
die Gal(ksep/k)-Moduln (µm1m2)⊗n und µ⊗nm1 × µ

⊗n
m2 isomorph sind. Weiter ist nach dem chi-

nesischen Restsatz ([Lan65, S. 64]) KM
n (k)/m1m2 ∼= KM

n (k)/m1×KM
n (k)/m2. Wir erhalten

so das kommutative Diagramm

KM
n (k)/m1m2

ηnm1m2,k
//

'

��

Hn
et
(
k, µ⊗nm1m2

)

h

��

KM
n (k)/m1 ×KM

n (k)/m2
ηnm1,k

×ηnm2,k

// Hn
et
(
k, µ⊗nm1

)
×Hn

et
(
k, µ⊗nm2

)
Hieraus folgt unsere Behauptung. �

3.2. Lemma. Sei ` ≥ 2 prim und k ein Körper der Charakteristik char k 6= `. Dann gilt die
Implikation

BK(n− 1, `, k) und BK(n, `, k) =⇒ BK(n, `ν , k) für alle ν ≥ 1.
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Beweis. Nach Korollar II.1.9 genügt es, die Aussage für solche Körper k zu beweisen,
die eine primitive `-te Einheitswurzel ζ beinhalten. In diesem Fall gilt für alle Zahlen m, die
nicht von char k geteilt werden, die Isomorphie

µ⊗n`
∼= Z/`⊗Z · · · ⊗Z Z/` ∼= Z/` ∼= µ`

als Galoismoduln. Wir nehmen induktiv an, die Aussage sei bewiesen für ν − 1. Die kurze
exakte Sequenz

0 −→ Z/`ν−1 ·`−→ Z/`ν −→ Z/` −→ 0

induziert eine lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen. Wir haben das folgende Dia-
gramm

KM
n−1(k)/`

·{ζ}
//

ηn−1
`,k
��

KM
n (k)/`ν−1 ·`

//

ηn
`ν−1,k

��

KM
n (k)/`ν //

ηn
`ν,k

��

KM
n (k)/` //

ηn`,k
��

0

Hn−1
et

(
k,Z/`

)
%
// Hn

et
(
k,Z/`ν−1) // Hn

et
(
k,Z/`ν

)
// Hn

et
(
k,Z/`

)
wobei der Homomorphismus % die Komposition von der Multiplikation mit der Klasse [ζ] in
H0

et
(
k,Z/`

) ∼= Z/` und dem Bockstein-Homomorphismus

δ : Hn−1
et

(
k,Z/`

)
→ Hn

et
(
k,Z/`ν−1)

zu obiger Sequenz ist. Man kann zeigen, dass damit die untere Sequenz immernoch exakt ist.
Die obere Sequenz ist ebenfalls exakt außer vielleicht an der Stelle KM

n (k)/`ν−1. Wegen

{a1, . . . , an−1, ζ} · ` =
{
a1, . . . , an−1, ζ

`} =
{
a1, . . . , an−1, 1

}
= 0

liegt aber zumindest das Bild der Multiplikation mit {ζ} im Kern der `-Multiplikation
KM
n (k)/`ν−1 −→ KM

n (k)/`ν . Desweiteren ist das Diagramm kommutativ. Nach unseren Vor-
aussetzungen sind zudem die vertikalen Pfeile an der ersten, zweiten und vierten Stelle Iso-
morphismen. Mit einer Diagrammjagd analog derer aus dem Beweis des Fünferlemmas folgt
die Behauptung. �

3.3. Korollar. Gilt BK(n, `, k) für alle Primzahlen ` 6= char k und für alle n ∈ N, so gilt
auch BK(n,m, k) für alle natürlichen Zahlen m, die kein Vielfaches von char k sind, und für
alle n ∈ N.

Beweis. Sei m =
∏j
i=1 `

mi
i die Primfaktorzerlegung von m. Somit gilt für festes n

BK
(
n, `i, k

)
und BK

(
n− 1, `i, k

)
für alle i = 1, . . . , j

3.2=⇒ BK
(
n, `mii , k

)
für alle i = 1, . . . , j

3.1⇐⇒ BK(n,m, k). �

Eine weitere Reduktion erlaubt es, sich im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung auf den
Fall eines Körpers der Charakteristik null zu beschränken.
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3.4. Lemma. Die Eigenschaft BK(n, `, k) für alle Körper der Charakteristik null und alle
Zahlen n impliziert bereits BK(n, `) für alle n.

Beweisskizze nach [Voe96, 5.2]. Sei k ein Körper der Charakteristik p > 0. Mithilfe
von Satz II.1.8 kann man annehmen, dass k perfekt ist. Sei L der Quotientenkörper vom Ring
der Witt-Vektoren über k. Dieser ist ein diskret bewerteter Körper der Charakteristik null
mit Restklassenkörper k. Es existiert dann ein kommutatives Diagramm

KM
n (k)/` h

//

ηn`,k
��

'

))

KM
n+1(L)/` ∂

//

ηn+1
`,L h

��

KM
n (k)/`

ηn`,k
��

Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
h
//

'

55
Hn+1

et
(
L, µ

⊗(n+1)
`

)
∂

// Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
,

wobei die Abbildungen ∂ die zahmen Symbole bezüglich einem Primelement π der Bewertung
bezeichnen (vgl. Abschnitt 1.E in Kapitel I für Milnor’sche K-Theorie sowie [GS06, Abschn.
6.8] für die Galoiskohomologie) und die Abbildungen h im Wesentlichen gegeben sind durch
Multiplikation mit der Klasse von π (vgl. Abbildung hπ im Beweis von Satz I.1.12). Die
Komposition von ∂ nach h ist die Identität auf der jeweiligen Struktur, und der mittlere ver-
tikale Pfeil ist ein Isomorphismus nach Voraussetzung. Die Aussage folgt dann mit demselben
Argument wie im Beweis von Satz II.1.8. �
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4. Hilbert 90 impliziert Bloch-Kato-Vermutung

Hn+1,n
et (k,Z(`)) = 0
∀ k mit char k = 0

KM
n (k)⊗Q/Z(`) −� Hn

et
(
k,Q/Z(`)(n)

) Hp,n
(
F,Q/Z(`)

) '−→ Hp,n
et
(
F,Q/Z(`)

)
∀ k mit char k = 0 und ∀ p ≤ n

Hn,n(F,Z/`) ' //

'

��

Hn,n
et (F,Z/`)

h

��

KM
n (F )/`

ηn
`,F
// Hn

et(F, µ⊗n
` )

0→ Z(`) → Q→ Q/Z(`) → 0

Theorem von
Suslin-Voevodsky

0→ Z/`→ Q/Z(`)
·`→ Q/Z(`) → 0

Im diesem Abschnitt soll skizziert werden, wie die Bloch-Kato-Vermutung aus der moti-
vischen Version von Hilberts Satz 90 folgt. Sofern nicht anders erwähnt, bezeichne k einen
fest gewählten Körper der Charakteristik null.
4.1. Satz. Sei n eine natürliche Zahl und ` ≥ 2 eine Primzahl. Dann gilt folgende Implika-
tion:

H90(n, `, F ) für alle endliche erzeugten Erweiterungen F/k.
=⇒ BK(n, `, F ) für alle endliche erzeugten Erweiterungen F/k.

Der Beweis benutzt imWesentlichen die folgenden beiden Aspekte: zum einen die Interpre-
tation von motivischer Kohomologie bezüglich Milnor’scher K-Gruppen (Satz II.2.16) bzw.
étaler Kohomologiegruppen (Lemma II.2.18), und zum anderen das Hauptresultat (Theo-
rem 5.9) von A. Suslin und V. Voevodsky in [SV95], welches die Äquivalenz zwischen der
(schwachen Version von) Bloch-Kato-Vermutung und der Beilinson-Lichtenbaum-Vermutung
zum Vergleich der motivischen Kohomologiegruppen in Nisnevich und étaler Topologie zeigt.
Hierzu sei π : (Spec k)et → (Spec k)Nis der kanonische Morphismus zwischen Siten und B/`(q)
der Komplex τ≤qRπ∗π∗Z/`(q).

4.2. Theorem (Suslin-Voevodsky). Angenommen für alle endlich erzeugten Körpererweite-
rungen ist der Normresthomomorphismus KM

n (F )/`→ Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
surjektiv. Dann ist durch

den kanonischen Morphismus
Z/`(n) −→ B/`(n)

ein Quasiisomorphismus zwischen Komplexen gegeben.
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Obwohl dieses Resultat aus dem Jahre 1995 stammt und damit in der Frühphase von Voe-
vodskys Arbeit am allgemeinen Beweis der Bloch-Kato-Vermutung formuliert wurde, ist der
Beweis keineswegs trivial und setzt Kenntnisse in algebraischer Geometrie und Vertrautheit
mit motivischer Kohomologietheorie voraus. Suslin und Voevodsky beweisen dieses Resultat
allgemeiner für beliebige Körper k mit Singularitätenauflösung. Thomas Geißer und Marc
Levine gelang in [GL01] ein Beweis gänzlich ohne Bedingungen an der Körper k. Allerdings
benutzten sie im Gegensatz zu Voevodsky und Suslin eine Definition von motivischer Kohomo-
logie durch höhere Chow-Gruppen, deren Äquivalenz zur klassischen Definition zum damali-
gen Zeitpunkt eben nur für Körper mit Singularitätenauflösung bekannt war (siehe [VSF00])
und erst in [MVW06, Thm. 19.1] für allgemeine Körper bewiesen wurde.

Aus technischen Gründen empfiehlt es sich, das Theorem für Q/Z(`)-Koeffizienten zu for-
mulieren, was laut Voevodsky (siehe [SV95, S. 29 unten]) mit derselben Technik zu beweisen
ist, wie das ursprüngliche Theorem mit Z/`-Koeffizienten.

4.3. Theorem (Suslin-Voevodsky – Q/Z(`)-Koeffizienten). Angenommen für alle endlich
erzeugten Körpererweiterungen ist die durch den Normresthomomorphismus induzierte Ab-
bildung KM

n (F ) ⊗Z Q/Z(`) → Hn
et
(
k,Q/Z(`)(n)

)
surjektiv. Dann ist durch den kanonischen

Morphismus
Q/Z(`)(n) −→ τ≤nRπ∗π∗Q/Z(`)(n)

ein Quasiisomorphismus zwischen Komplexen gegeben. Insbesondere ist für jedes glatte Sche-
ma über k und jede Zahl p ≤ n durch

Hp,n(X,Q/Z(`)
)
−→ Hp,n

et
(
X,Q/Z(`)

)
ein Isomorphismus gegeben.

Wir fassen im folgenden Lemma einige elementare Aussagen im Zusammenhang mit
Q/Z(`) zusammen.

4.4. Lemma. Sei ` eine beliebige Primzahl und ν ∈ N. Es gilt dann:

1) Für Elemente r
s + Z(`) ∈ Q/Z(`) existiert stets ein Vertreter der Form t

`µ + Z(`) ∈
Q/Z(`) mit ganzen Zahlen t und µ ≥ 0.

2) Q/Z(`) ∼= lim−→µ∈N Z/`µ.
3) Die Sequenz 0 → Z/`ν → Q/Z(`)

·`ν→ Q/Z(`) → 0, bei der der zweite Morphismus
durch t+ `νZ 7→ t

`ν + Z(`) gegeben ist, ist exakt.

Beweis. Die folgenden Berechnungen sind allesamt elementar und enthalten keinerlei
erwähnenswerter Ideen. Der Beweis kann also ohne weiteres übersprungen werden.
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1) Für r
s ∈ Z(`) ist die Aussage trivial (t = 0, µ beliebig). Sei also r

s ∈ Q \ Z(`) mit
teilerfremden ganzen Zahlen r, s. Dann existiert ein µ ≥ 1 mit s = `µs′, sodass ` kein
Teiler von s′ ist. Da die Zahlen r, s′ und `µ teilerfremd sind, existieren ganze Zahlen
t und u mit r = s′t+ `µu. Damit folgt:

r

s
− t

`µ
= r − s′t

`µs′
= `µu

`µs′
= u

s′
∈ Z(`).

2) Durch Z/` ·`→ Z/`2 ·`→ Z/`3 ·`→ · · · ist ein induktives System mit injektiven Mor-
phismen gegeben. Wir notieren das Bild von x + `νZ in lim−→Z/`µ mit [x + `νZ]. Es
gilt nach Definition des direkten Limes [x+ `νZ] = [`κx+ `κ+νZ]. Wir setzen unter
Berücksichtigung von 1)

ψ : Q/Z(`) −→ lim−→Z/`µ

t

`µ
7−→ [t+ `µZ].

Eine einfache Rechnung zeigt, dass ψ ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus
ist, also nicht von der Wahl der Zahlen t und µ abhängt. Durch den Homomorphismus
[t+ `µZ] 7→ t

`µ ist offensichtlich die Umkehrabbildung gegeben.
3) Es gilt genau dann t

`ν ∈ Z(`), wenn `ν ein Teiler von t ist, also wenn t + `νZ = `νZ
gilt. Somit ist die Sequenz an der ersten Stelle exakt. Für die Exaktheit an der
zweiten Stelle ist die Inklusion im ⊂ ker wegen t + `νZ 7→ t + Z(`) = Z(`) klar. Sei
also t

`µ + Z(`) ∈ ker
(
− · `ν : Q/Z(`) → Q/Z(`)

)
, d.h. `νt

`µ ∈ Z(`). Im Falle µ ≤ ν ist
t
`µ +Z(`) = `ν−µt

`ν +Z(`) das Bild von `ν−µt+`νZ. Im Falle µ > ν ist `µ−ν ein Teiler von
t, d.h. wir haben t = `µ−νt′. In diesem Fall ist dann t

`µ + Z(`) das Bild von t′ + `νZ.
Die Exaktheit an der dritten Stelle ist wieder offensichtlich, da t

`µ +Z(`) = `νt
`ν+µ +Z(`)

gilt. �

Für den Beweis von Satz 4.1 arbeiten wir mit den beiden kurzen exakten Sequenzen
0 → Z(`) → Q → Q/Z(`) → 0 und 0 → Z/` → Q/Z(`)

·`→ Q/Z(`) → 0. Diese dienen
als Bindeglied zwischen lokalisierten Koeffizienten Z(`) und endlichen Koeffizienten Z/`. Wir
haben zum einen das kommutative Diagramm aus den langen Kohomologiesequenzen zur
ersten kurzen exakten Sequenz

(III.4.1)

Hn,n
(
X,Q

)
//

��

Hn,n
(
X,Q/Z(`)

)
//

��

Hn+1,n(X,Z(`)
)

//

��

Hn+1,n(X,Q)
��

Hn,n
et
(
X,Q

)
// Hn,n

et
(
X,Q/Z(`)

)
// Hn+1,n

et
(
X,Z(`)

)
// Hn+1,n

et
(
X,Q

)



4. HILBERT 90 IMPLIZIERT BLOCH-KATO-VERMUTUNG 67

Der erste und vierte vertikale Pfeil sind dabei nach Lemma II.2.14 Isomorphismen. Zum
anderen induziert die zweite kurze exakte Sequenz das Diagramm

(III.4.2)

Hn−1,n(X,Q/Z(`)
)

//

��

Hn−1,n
et

(
X,Q/Z(`)

)
��

Hn−1,n(X,Q/Z(`)
)

//

��

Hn−1,n
et

(
X,Q/Z(`)

)
��

Hn,n
(
X,Z/`

)
//

��

Hn,n
et
(
X,Z/`

)
��

Hn,n
(
X,Q/Z(`)

)
//

��

Hn,n
et
(
X,Q/Z(`)

)
��

Hn,n
(
X,Q/Z(`)

)
// Hn,n

et
(
X,Q/Z(`)

)
Beweis von Satz 4.1. Angenommen es gilt die Eigenschaft H90(n, `, F ) für alle endlich

erzeugten Erweiterungen F/k. Aus dem Diagramm (III.4.1) entnehmen wir das Teildiagramm
für X = SpecF

Hn,n
(
F,Q

)
//

'

��

Hn,n
(
F,Q/Z(`)

)
��

Hn,n
et
(
F,Q

)
// Hn,n

et
(
F,Q/Z(`)

)
// Hn+1,n

et
(
F,Z(`)

)
= 0.

Es folgt elementar, dass Hn,n
(
F,Q/Z(`)

)
→ Hn,n

et
(
F,Q/Z(`)

)
surjektiv ist für alle F/k. Dieser

Homomorphismus stimmt mit dem Normresthomomorphismus mit Q/Z(`)-Koeffizienten, also

KM
n (F )⊗Q/Z(`) −→ Hn

et
(
F,Q/Z(`)

)
überein. Mit dem Theorem von Suslin-Voevodsky (Thm. 4.3) erhalten wir nun, dass durch
die kanonischen Abbildungen

Hp,n(F,Q/Z(`)
)
−→ Hp,n

et
(
F,Q/Z(`)

)
Isomorphismen sind für p ≤ n. Das Diagramm (III.4.2) für X = SpecF liefert mit dem
Fünferlemma schließlich sofort

Hn,n(F,Z/`) '
// Hn,n

et (F,Z/`)

KM
n (F )/`

ηn`,k

//

' II.2.17

OO

Hn
et
(
F, µ⊗n`

)II.2.18 h

OO

für alle F/k, d.h. es gilt BK(n, `, F ) für alle F/k endlich erzeugt. �
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4.5. Korollar. H90(n, `) impliziert BK(n, `). Weiter impliziert H90(n, `, k) für alle Körper
der Charakteristik null, dass BK(n, `, k) für alle Körper der Charakteristik null gilt. �

5. Hilbert 90 für `-spezielle Körper mit KM
n (k)/` = 0

In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie im induktiven Beweis der Eigenschaft
{H90(n, `) für alle n ∈ N} die Aussage H90(n, `, k) für eine feste Zahl n ≥ 2 und einen belie-
bigen Körper k der Charakteristik null mit den Eigenschaften

1) k ist `-speziell, d.h. jede endliche Erweiterung von k hat Grad `ν für ein ν ≥ 0.
2) KM

n (k)/` = 0.
aus der Eigenschaft H90(n− 1, `) abgeleitet wird. Die erste Eigenschaft liefert uns viele tech-
nische Argumente in den Berechnungen mit Milnor’scher K-Theorie und Kohomologie. So
wird zum Beispiel die Gruppe KM

n (E) einer endlichen zyklischen Erweiterung L/k bereits
von Elementen einer ganz bestimmten Form erzeugt (Lemma 5.3 unten). Zudem hat die Ko-
homologiegruppe Hn

et
(
k, µ⊗n`

)
in diesem Fall die einfachere Gestalt Hn

et(k,Z/`). Die zweite
Eigenschaft impliziert das Verschwinden der Kohomologiegruppe Hn

et(k,Z/`), da wir – wie
später im Beweis von Satz 5.9 dargestellt – für jedes Element α in Hn

et(k,Z/`) zeigen können,
dass es im Bild einer über KM

n (k)/` spaltenden Abbildung liegt.

Hn−1
et (k,Z/`) ∃Abb. mit α∈im

//

∃
%%

Hn
et(k,Z/`) 3 α

KM
n (k)/` = 0

ηn`,k

99

Wir erinnern zunächst an einige Definitionen und führen ein paar generelle Resultate an.
Die nächsten beiden Punkte zitieren [EKM08, Prop. 101.15 und 101.16].

5.1. Definition & Lemma. Ein Körper k heißt `-speziell, falls jede endliche Erweiterung
L/k vom Grad `ν für ein ν ∈ N ist. Es existiert dann stets ein Turm von Körpererweiterungen

k = k0 ⊂ k1 ⊂ · · · ⊂ kν = L

mit [ki : ki−1] = `.

Beweis. Da wir voraussetzen, dass k von Charakteristik null ist, ist jede endliche Abbil-
dung separabel. Sei knor der normale Abschluss von L/k. Aus der Definition von `-speziellen
Körpern folgt zusammen mit dem Hauptsatz der Galoistheorie sofort, dass die Galoisgruppe
Gal(knor/k) eine pro-` Gruppe ist. Somit existiert nach den Sylow-Sätzen eine Kette von
Gruppen

Gal(knor/k) = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hν = Gal(knor/L),

sodass der Index von Hi in Hi−1 gerade ` beträgt. Die Körper ki = kHinor erfüllen dann die
Behauptung. �
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5.2. Definition & Lemma. Sei k ein Körper der Charakteristik null. Dann existiert eine
Körpererweiterung L/k, sodass gilt:

1) L ist `-speziell.
2) Für jeden Zwischenkörper k ⊂ F ⊂ L mit F/k endlich gilt, dass ` den Grad [F : k]

der Erweiterung nicht teilt.
Der Körper L ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heißt `-spezieller Abschluss
von k.

Beweis. Sei ksep der separable Abschluss von k, ∆ eine `-Sylowuntergruppe der absoluten
Galoisgruppe Gal(ksep/k) und L = k∆

sep der Fixkörper von ksep unter Automorphismen von
∆. Dann erfüllt L die obigen Eigenschaften. �

5.3. Lemma. Sei k ein `-spezieller Körper und E/k eine zyklische Erweiterung vom Grad `.
Dann wirdKM

n (E) erzeugt von Elementen der Form {b, a2, . . . , an} mit b ∈ E× und ai ∈ k×.

Beweis. Die Erweiterung E hat die Gestalt k
(√̀
a
)
für ein a ∈ k× \ k×`. Sei π ∈ k[T ] das

Minimalpolynom von a und c die Klasse von T in E = k[T ]/(π). Aus Korollar I.1.15 folgt,
dass KM

∗ (E) als KM
∗ (k)-Modul erzeugt ist von Elementen der Form {π1(c), . . . , πr(c)} mit

irreduziblen, normierten Polynomen πi, für deren Grade 1 ≤ deg π1 < . . . < deg πr ≤ ` − 1
gilt. Da nach Voraussetzung keine endlichen Erweiterungen vom Grad ≤ `− 1 existieren, gilt
deg π1 = 1 und r = 1. Somit gilt KM

∗ (E) = KM
∗ (k)⊕{π1(c)}·KM

∗ (k), woraus die Behauptung
folgt. �

5.4. Lemma. Sei k ein `-spezieller Körper. Dann gilt Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
= Hn

et(k,Z/`).

Beweis. Der Körper k enthält die Gruppe µ`
(
k×sep

)
der `-ten Einheitswurzeln, da sonst

die Erweiterung k(ζ)/k für eine primitive `-te Einheitswurzel ζ ∈ k×sep endlich von Grad
` − 1 wäre, was nach Voraussetzung nicht möglich ist. Somit ist µ`

(
k×sep

)
als Galoismodul

isomorph zum trivialen Modul Z/` und folglich auch µ`
(
k×sep

)⊗n ∼= Z/` wegen der natürlichen
Isomorphie Z/r ⊗Z Z/s ∼= Z/ ggT(r, s). �

5.5. Lemma. Sei α ein beliebiges Element von Hn
et
(
k, µ⊗n`

)
. Dann existiert eine endliche

Erweiterung E/k mit αE = resE/k(α) = 0 in Hn
et
(
E,µ⊗n`

)
. (Ohne Beweis.)

Der Schlüssel zum Beweis von H90(n, `, k) liegt in der folgenden Eigenschaft, deren Gül-
tigkeit von eigenem Interesse ist.

5.6. Definition (Hilberts Satz 90 für KM
n ). Sei E/k eine zyklische Erweiterung von end-

lichem Grad und σ ein Erzeuger von Gal(E/k). Mit 1 − σ bezeichnen wir die Abbildung
KM
n (E) → KM

n (E), die einen Erzeuger a = {a1, . . . , an} abbildet auf a − σ(a), wobei
σ(a) := {σa1, . . . , σan}. Wir bezeichnen die Exaktheit der Sequenz

KM
n (E) 1−σ−−→ KM

n (E)
corE/k−−−−→ KM

n (k)

als Hilberts Satz 90 für KM
n .
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Für n = 1 stimmt die Sequenz KM
1 (E) 1−σ−−→ KM

1 (E)
corE/k−−−−→ KM

1 (k) mit der aus (I.2.6)
überein. Somit können wir Hilberts Satz 90 für KM

n als eine natürliche Erweiterung des
klassischen Satzes auf höhere Milnor’sche K-Gruppen ansehen.
5.7. Lemma. Angenommen es gilt H90(n− 1, `). Sei E/k eine zyklische Erweiterung vom
Grad ` und σ ein Erzeuger von Gal(E/k). Dann gilt Hilberts Satz 90 für KM

n−1, d.h. die
Sequenz

KM
n−1(E) 1−σ−−→ KM

n−1(E)
corE/k−−−−→ KM

n−1(k)
ist exakt.

Beweis. Siehe Kahn [Kah05, Kor. 15] oder Voevodsky [Voe03a, Kor. 6.11]. �

5.8. Satz. Angenommen es gilt H90(n− 1, `). Sei k `-spezieller Körper von Charakteristik
null und E/k eine zyklische Erweiterung vom Grad `, sodass corE/k : KM

n−1(E) → KM
n−1(k)

surjektiv ist. Dann ist

KM
n (E) 1−σ−−→ KM

n (E)
corE/k−−−−→ KM

n (k) −→ 0

exakt.
Der Beweis ist dargestellt nach Bruno Kahn [Kah05, S. 1118].

Beweis. Die Surjektivität von corE/k : KM
n (E) → KM

n (k) folgt unter Benutzung der
Transferformel aus der Annahme, dass KM

n−1(E)→ KM
n−1(k) surjektiv ist: Ist {a1, . . . , an} ein

Erzeuger von KM
n (k), so existiert ein Element β ∈ KM

n−1(E), welches von der Korestriktion
auf {a1, . . . , an−1} abgebildet wird. Folglich gilt

{a1, . . . , an} = corE/k
(
β
)
· {an} = corE/k

(
β · {an}E

)
∈ im corE/k.

Um die Exaktheit an der zweiten Stelle zu sehen, zeigen wir, dass corE/k einen Isomorphismus
KM
n (E)/(1−σ)KM

n (E)→ KM
n (k) induziert, wobei hier (1−σ)KM

n (E) das Bild der Abbildung
1−σ bezeichne. Da corE/k nach dem klassischen Homomorphiesatz auch einen Isomorphismus
KM
n (E)/ ker corE/k → KM

n (k) induziert, folgt hieraus im(1 − σ) = ker corE/k. Damit corE/k
über KM

n (E)/(1−σ)KM
n (E) faktorisiert, muss das Bild von 1−σ im Kern von corE/k liegen.

Dies folgt unmittelbar aus Lemma 5.3 und der Transferformel: Sei {b, a2, . . . , an} ein Erzeuger
von KM

n (E) mit b ∈ E× und ai ∈ k×. Dann haben wir

corE/k
(
(1− σ) {b, a2, . . . , an}

)
= corE/k

({
b
σb , a2, . . . , an

})
=
{
corE/k

(
b
σb

)
, a2, . . . , an

}
=
{
1, a2, . . . , an

}
= 0

Wir konstruieren nun einen Morphismus in die entgegengesetzte Richtung. Sei

KM
n (k) φ−→ KM

n (E)/(1− σ)KM
n (E)

{a1, . . . , an} 7−→ β · {an}E + (1− σ)KM
n (E),
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wobei β ∈ KM
n−1(E) ein Element ist, welches durch corE/k abgebildet wird auf {a1, . . . , an−1}.

Diese Definition ist unabhängig von der Wahl des Elements β. Denn liegt β−β′ im Kern von
corE/k, so folgt aus der Exaktheit der Sequenz in Lemma 5.7, dass ein Element γ ∈ KM

n−1(E)
mit (1− σ)(γ) = β − β′ existiert. Folglich gilt

(β − β′) · {an}E = (1− σ)(γ) · {an}E
= γ · {an}E − σ(γ) · {an}E
= γ · {an}E − σ

(
γ · {an}E

)
= (1− σ)

(
γ · {an}E

)
∈ im(1− σ).

Desweiteren müssen wir die Wohldefiniertheit bezüglich der Relationen in KM
n (k) prüfen. Die

Identität

φ
(
{a1, a2, . . . , an}

)
+ φ

({
a′1, a2, . . . , an

})
= φ

({
a1a
′
1, a2, . . . , an

})
folgt unmittelbar aus der Linearität der Korestriktion. Sei nun α = {a1, . . . , an} ein Element
von KM

n (k) mit ai + aj = 1 und β · {an} sein Bild unter φ. Im Falle i, j < n liegt β in
ker corE/k = im(1− σ) ⊂ KM

n−1(E) und mit dem gleichen Argument wie oben liegt β · {an}E
im Bild von (1 − σ). Ansonsten betrachten wir stellvertretend den Fall a1 + an = 1. Gilt
a1 = c` ∈ k×` für ein Element c ∈ k×, so verschwindet das Bild von {a1, . . . , an} unter φ ganz
unabhängig von der Bedingung a1 + an = 1. Wir haben

corE/k(β) = {a1, . . . , an−1} = ` · {c, a2, . . . , an−1} = corE/k
(
{c, a2, . . . , an−1}E

)
,

somit kommt β−{c, a2, . . . , an−1} ∈ ker corE/k = im(1−σ) ⊂ KM
n−1(E) nach Lemma 5.8 von

einem Element δ ∈ KM
n−1(E) und es gilt

β · {an} =
(
(1− σ)(δ) + {c, a2, . . . , an−1}

)
· {an}

= (1− σ)(δ) · {an}+ {c, a2, . . . , an−1, an}

= (1− σ)(δ · {an}) + (1− σ) {c, a2, . . . , an−1, an}

= (1− σ)(δ · {an}+ {c, a2, . . . , an−1, an} ∈ (1− σ)KM
n (E).

Sei nun a1 /∈ k×`, F = k(√̀a1), c ∈ F ein Element mit c` = a1 und L = EF das Kompositum
von E und F . Dann kommutiert das Diagramm

KM
n−1(E)

corE/k

yy

resL/E

%%

KM
n−1(k)

resF/k %%

KM
n−1(L)

corL/Fyy

KM
n−1(F )
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und wir erhalten

corL/F (βL) = corE/k(β)F = {a1, . . . , an−1}F = ` · {c, a2, . . . , an−1}

= corL/F
(
{c, a2, . . . , an−1}L

)
.

Also liegt βL−{c, a2, . . . , an−1}L im Kern von corL/F und wir haben ein Element δ ∈ KM
n−1(L)

mit (1 − σ)(δ) = βL − {c, a2, . . . , an−1}L. Weiter bildet die Körpernorm NF/k das Element
1 − c auf 1 − a1 ab, was leicht aus der Definition von NF/k(1 − c) als Determinante der
Linksmultiplikation mit 1− c folgt. Damit ergibt sich unter Ausnutzung der Kommutativität
von

KM
n−1(E)
99resE/k

ee corL/E

KM
n−1(k)

ee

corF/k

KM
n−1(L)
99

resL/F

KM
n−1(F )

folgende Identität:

β · {an}E = β · {1− a1}E
= β · corF/k

(
{1− c}

)
E

= β · corL/E
(
{1− c}L

)
= corL/E

(
βL · {1− c}L

)
= corL/E

(
(βL − {c, a2, . . . , an−1}L) · {1− c}L

)
= corL/E

(
(1− σ)(δ) · {1− c}L

)
= corL/E

(
(1− σ)

(
δ · {1− c}L

))
= (1− σ)corL/E

(
δ · {1− c}L

)
∈ (1− σ)KM

n (E).

Der Homomorphismus φ ist nach Konstruktion offensichtlich ein Schnitt der Korestriktion auf
KM
n (E)/(1−σ)KM

n (E) und damit injektiv. Desweiteren ist die Komposition von φ nach corE/k
die Identität auf KM

n (E), denn ist {b, a2, . . . , an} ein Erzeuger mit b ∈ E×, a2, . . . , an ∈ k×,
so gilt

{b, a2, . . . , an}+ (1− σ)KM
n (E)

corE/k7−−−→
{
corE/k({b}), a2, . . . , an

}
φ7−−−→ {b, a2, . . . , an}+ (1− σ)KM

n (E),

denn corE/k
(
{b, a2, . . . , an−1}

)
=
{
corE/k({b}), a2, . . . , an−1

}
. Also ist φ auch surjektiv und

folglich ein Isomorphismus. �
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5.9. Satz. Angenommen es gilt H90(n−1, `). Sei k ein `-spezieller Körper der Charakteristik
null mit KM

n (k)/` = 0. Dann:
1) Für jede endliche Erweiterung E/k gilt KM

n (E)/` = 0.
2) Es gilt Hn

et(k,Z/`) = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.1 existiert zu jeder endlichen Erweiterung L/k ein Turm von
Körpererweiterungen k = k0 ⊂ · · · ⊂ km = L mit der Eigenschaft [ki+1 : ki] = `. Weiter
folgt mit dem Turmsatz sofort, dass jede endliche Erweiterung eines `-speziellen Körpers
wieder `-speziell ist. Daher genügt es bei 1) den Fall zu betrachen, dass E/k eine zyklische
Erweiterung vom Grad ` ist, woraus induktiv die Behauptung folgt. Es existiert dann also ein
a ∈ k× mit E = k

(√̀
a
)
. Wir haben unter Benutzung von Lemma 5.4 das folgende kommutative

Diagramm:

(III.5.1)

KM
n−1(E)/`

corE/k
//

' ηn−1
`,E
��

KM
n−1(k)/`

·{a}
//

' ηn−1
`,k
��

KM
n (k)/` = 0

ηn`,k
��

Hn−1
et (E,Z/`) corE/k

// Hn−1
et (k,Z/`)

∪(a)
// Hn

et(k,Z/`) resE/k
// Hn

et(E,Z/`)

Die beiden linken vertikalen Pfeile sind Isomorphismen wegen unserer Annahme H90(n−1, `)
(und somit BK(n− 1, `)). Weiter ist nach Voevodsky [Voe03a, Prop. 5.2] die untere Zeile
exakt. Es folgt damit elementar, dass auch die obere Zeile exakt ist. Wegen dem Verschwinden
von KM

n (k)/` ist corE/k : KM
n−1(E)/` → KM

n−1(k)/` trivialerweise surjektiv und wir erhalten
mit Lemma 5.8 auf natürliche Art und Weise eine exakte Sequenz

KM
n (E)/` 1−σ−−→ KM

n (E)/`
corE/k−−−−→ KM

n (k)/` = 0,

wobei σ ein Erzeuger von Gal(E/k) ist. Also ist 1 − σ ein surjektiver Endomorphismus auf
KM
n (E)/` und damit auch die `-fache Hintereinanderausführung (1−σ)`. Dies ist aber gerade

die Nullabbildung auf KM
n (E)/`, was leicht aus der Formel

(1− σ)` =
∑̀
i=1

(−1)i
(
`
i

)
· σi

folgt. Somit haben wir KM
n (E)/` = 0.

Um 2) zu zeigen wählen wir ein beliebiges Element α ∈ Hn
et(k,Z/`). Es existiert nach Lem-

ma 5.5 ein endlicher Zerfällungskörper E für das Symbol α, d.h. es gilt 0 = αE ∈ Hn
et(E,Z/`).

Es genügt die Behauptung für den Fall zu beweisen, dass E eine zyklische Erweiterung vom
Grad ` ist. Denn andernfalls betrachtet man den Turm k = k0 ⊂ · · · ⊂ km = E mit
[ki+1 : ki] = `. Das Resultat aus 1) besagt dann KM

n (ki)/` = 0 für alle i, und wir können
induktiv zeigen, dass αki = 0 in Hn

et(ki,Z/`) gilt (angefangen bei i = m− 1 bis hin zu i = 0).
Sei nun also E = k

(√̀
a
)
eine zyklische Erweiterung von k, sodass das Bild αE von α unter der

Restriktion Hn
et(k,Z/`)→ Hn

et(E,Z/`) verschwindet. Wir betrachen erneut das kommutative
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Diagramm (III.5.1) oben. Aus der Exaktheit der zweiten Zeile folgt α = α0 ∪ (a) für ein
Element α0 ∈ Hn−1

et (k,Z/`). Die Kommutativität sagt uns schließlich α = 0. �

5.10. Theorem. Sei k ein `-spezieller Körper der Charakteristik null mit KM
n (k)/` = 0.

Dann impliziert H90(n− 1, `) die Eigenschaft H90(n, `, k).

Beweis. Wie bereits im Beweis zu Satz 4.1 benutzen wir die kurze exakte Sequenz
0 → Z(`)

·`→ Z(`) → Z/` → 0 mit dem dritten Pfeil gegeben durch r/s 7→ rs−1 mod `, um
lokalisierte und endliche Koeffizienten in Verbindung zu setzen. Die induzierte lange exakte
Kohomologiesequenz enthält

Hn,n
et (k,Z/`) −→ Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

) ·`−→ Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
.

Die erste Gruppe ist nach Satz II.2.18 isomorph zu Hn
et(k,Z/`) und verschwindet damit nach

Satz 5.9. Die Multiplikation mit ` ist also ein Monomorphismus auf Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
und wir

haben ein induktives System

· · · ·`
↪−→ Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

) ·`
↪−→ Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

) ·`
↪−→ · · ·

Der direkte Limes dieses Systems ist

lim−→Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

) ∼= Hn+1,n
et

(
k, lim−→Z(`)

)
∼= Hn+1,n

et (k,Q)
∼= Hn+1,n(k,Q) nach Lemma II.2.14
= 0 nach Lemma II.2.11.

Da bei induktiven Systemen mit injektiven Morphismen die kanonische Abbildung von einem
Objekt des Systems in den induktiven Limes injektiv ist, haben wir

Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
↪−→ lim−→Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
= 0

und somit die Behauptung Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
= 0. �

6. Hilbert 90 für beliebige Körper der Charakteristik null

Um den induktiven Beweis von H90(n, `) zu vollenden, genügt es nach Theorem 5.10, zu
jedem Körper k einen `-speziellen Erweiterungskörper k(∞) der Charakteristik null mit der
Eigenschaft KM

n

(
k(∞))/` = 0 zu finden, sodass die natürliche Abbildung

Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k(∞),Z(`)

)
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injektiv ist. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man diese Körpererweiterung erhält. Der
Beweis der Bloch-Kato-Vermutung wird so auf folgende Eigenschaft reduziert, deren Gültig-
keit wir bei der Konstruktion voraussetzen und im Abschnitt 7 erläutern:

(III.6.1)

Für jeden Körper F der Charakteristik null und zu jedem nichttrivialen
Symbol a = {a1, . . . , an} ∈ KM

n (F )/` existiert ein Erweiterungskörper
Fa/F mit den Eigenschaften

1) Die K-Gruppe von Fa zerfällt a, d.h. aFa = 0 in KM
n (Fa)/`.

2) Hn+1,n
et

(
F,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
Fa,Z(`)

)
ist injektiv.

6.1. Theorem. Angenommen es gilt obige Eigenschaft (III.6.1). Sei k ein beliebiger Kör-
per der Charakteristik null. Dann gibt es eine Körpererweiterung k(∞)/k mit den anfangs
erwähnten Eigenschaften:

1) k(∞) ist `-speziell.
2) KM

n

(
k(∞))/` = 0.

3) Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k(∞),Z(`)

)
ist injektiv.

Gilt ferner H90(n− 1, `), so folgt mit Satz 5.10 insbesondere H90(n, `, k).
Der Rest des Abschnitts beschäftigt sich mit dem Beweis dieser Aussage. Die Konstrukti-

on des Körpers k(∞) geht zurück auf Merkurjev und benutzt dessen Technik eines unendlichen
Turms – dem sogenannten Merkurjev-Turm – von Körpererweiterungen, der erstmals implizit
in Merkurjevs Arbeit [Mer81] zum Einsatz kam und seinen Namen (in einem anderen Kon-
text) von Vishik [Vis09] erhielt. Wir zeigen zunächst, wie man für einen beliebigen Körper
k der Charakteristik null einen `-speziellen Erweiterungskörper k′ derart konstruiert, dass
αk′ = 0 in KM

n (k′)/` gilt für jedes Element α aus KM
n (k)/`, und dass der kanonische Homo-

morphismus Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
injektiv abbildet nach Hn+1,n

et
(
k′,Z(`)

)
. Anschließend definieren

wir zu einem fest gewählten Körper k induktiv einen Turm von Körpererweiterungen

k = k(0) ⊂ k(1) ⊂ k(2) ⊂ · · ·

durch k(i+1) =
(
k(i))′ und setzen k(∞) =

⋃∞
i=0 k

(i).

6.A. Konstruktion von k′. Der Grundgedanke ist, beginnend mit k sukzessiv zu größe-
ren Körpern überzugehen, in derenK-Gruppen weitere Symbole a ausKM

n (k)/` verschwinden.
Wir bewerkstelligen dies im Wesentlichen wie im Fall n = 1 in Abschnitt 2.B, d.h. wir gehen
mittels transfiniter Rekursion zu Körpererweiterungen über, die sukzessiv weitere Symbole
spalten. Die Unterschiede zum Grad eins bestehen im Prinzip aus zwei Punkten. Zum einen
benutzen wir an dieser Stelle keine explizite Darstellung eines Körpers ka, dessen K-Gruppe
aka spaltet, sondern stützen uns lediglich auf die Annahme (III.6.1) von dessen Existenz. Zum
anderen definieren wir k′ als den `-speziellen Abschluss des Limes der transfiniten Rekursi-
on und als den Limes selbst wie im Fall n = 1. Daher brauchen wir auch ein zusätzliches
Argument, warum die Injektivität der Restriktionen erhalten bleibt.
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Wir wählen also eine Wohlordnung auf der Menge von Symbolen a ∈ KM
n (k)/`, sodass

diese Menge geschrieben werden kann als {aλ | λ < κ} für eine Ordinalzahl κ. Analog zum
Vorgehen in Abschnitt 2.B ist der Rekusionsanfang gegeben durch k0 = k, k1 = ka1

, und der
Rekusionsschritt besteht aus der Festlegung

kλ =
(
kλ−1

)
aλ

falls λ < κ eine Nachfolgerordinalzahl ist, und

kλ =
(
lim−→ kµ

)
aλ

falls λ < κ eine Limesordinalzahl ist.

Genau genommen bezeichnet hier aλ das Bild des Symbols unter der Restriktion der jeweiligen
Körpererweiterung, d.h. in der ersten Zeile ist es

(
aλ
)
kλ−1

und in der zweiten Zeile
(
aλ
)
lim−→ kµ

.
Ist diese Restriktion des Symbols bereits trivial, so sei die Konvention an dieser Stelle Fa = F

für einen Körper F und ein triviales Symbol a = 0 in KM
n (F )/`. Schließlich setzen wir wieder

kκ = lim−→
λ<κ

kλ =
⋃
λ<κ

kλ.

Der Unterschied zum Fall n = 1 ist, dass wir k′ als den `-speziellen Abschluss (siehe Lem-
ma 5.2) von Fκ definieren. Da Hp,q

et
(
−,Z(`)

)
mit induktiven Limites kommutiert (siehe B.

Kahn [Kah05, Prop. 9b)]), kann man genauso wie Lemma 2.6 und Satz 2.5 2) die folgenden
Aussagen beweisen:

6.2. Lemma. Für alle Ordinalzahlen λ < κ gilt, dass die Restriktion

Hn+1,n
et

(
kµ,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
kλ,Z(`)

)
injektiv ist für alle µ < λ. �

6.3. Korollar. Die Restriktion

Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
kκ,Z(`)

)
ist injektiv. �

6.4. Korollar. Die Restriktion

Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k′,Z(`)

)
.

ist injektiv.

Beweisskizze. Die Aussage folgt aus dem Resultat, dass für Körper F mit `-speziellem
Abschluss F`-spez die Restriktion Hn+1,n

et
(
F,Z(`)

)
→ Hn+1,n

et
(
F`-spez,Z(`)

)
injektiv ist. Dies

sieht man mit einem Transferargument bezüglich motivischer Kohomologie. Zunächst einmal
ist F`-spez der direkte Limes über alle endlichen Zwischenkörper F ⊂ Fi ⊂ F`-spez, und es gilt,
dass ` ist kein Teiler vom Grad d = [Fi : F ] ist. Die von der Inklusion F ⊂ Fi induzierte
kanonische Abbildung SpecFi → SpecF liefert uns mittel Pullback und Pushforward eine
Sequenz

Hn+1,n
et

(
F,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
Fi,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
F,Z(`)

)
,
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die mit der Multiplikation mit d auf Hn+1,n
et

(
F,Z(`)

)
übereinstimmt (vgl. [MVW06, Aufg.

1.11]). Die Komposition ist ein Isomorphismus, da Z(`)
·d→ Z(`) ein Isomorphismus ist. Somit

ist die Restriktion bezüglich Fi/F injektiv für jeden Zwischenkörper Fi und damit auch die
Restriktion bezüglich des Limes F`-spez/F . Da H∗,∗et (−, A) in dieser Situation mit direkten
Limites vertauscht (vgl. [MVW06, Lemma 3.9]), folgt die Behauptung. �

6.5. Lemma. Es gilt αk′ = 0 in KM
n (k′)/` für jedes Element α ∈ KM

n (k)/`, d.h. die Restrik-
tion KM

n (k)/`→ KM
n (k′)/` ist die Nullabbildung.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass Symbole a ∈ KM
n (k)/` in KM

n (k′)/` verschwinden.
Dies ist klar, denn das Symbol aλ verschwindet in KM

n (kλ)/` und somit auch in der K-Gruppe
jeder Erweiterung von kλ, insbesondere in KM

n (k′)/`. �

6.B. Konstruktion von k(∞). Wir wenden die soeben eingeführte Konstruktion nun
induktiv an, um den gesuchten Körper k(∞) zu erhalten. Wie im Fall n = 1 setzen wir k(0) = k

und k(i+1) =
(
k(i))′. Wir erhalten einen Turm von Erweiterungen

(III.6.2) k = k(0) ⊂ k(1) ⊂ k(2) ⊂ · · · ⊂ k(∞) := lim−→
i≥0

k(i) =
⋃
i≥0

k(i).

Damit haben wir den Körper k(∞) aus Theorem 6.1 konstruiert. Zu zeigen bleiben die drei
dort formulierten Eigenschaften, die schnell aus den Lemmata folgen.

Beweis der Eigenschaften 1)–3) von Thm. 6.1. Bezüglich der ersten Eigenschaft
ist zu zeigen, dass die Vereinigung `-spezieller Körper wieder `-speziell ist. Sei dazu L/k(∞)

eine endliche Erweiterung. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass L = k(∞)(α)
eine einfache Erweiterung ist für ein Element α ∈ L. Sei πα ∈ k(∞)[T ] das Minimalpolynom
von α. Es existiert dann eine natürliche Zahl j mit der Eigenschaft πα ∈ k(j)[T ]. Somit ist
k(j)(α) eine endliche Erweiterung von k(j) und folglich ist der Grad dieser Erweiterung so-
wie der Grad des Polynoms πα eine Potenz von `. Dasselbe gilt dann für die Erweiterung
k(∞)(α)/k(∞). Die zweite Eigenschaft ist klar, da jedes Symbol ak(∞) in KM

n

(
k(∞))/` von ei-

nem Element a ∈ KM
n

(
k(i))/` kommt und nach Konstruktion in KM

n

(
k(i+1))/` und schließlich

in KM
n

(
k(∞))/` verschwindet (siehe Lemma 6.5). Punkt 3) benutzt nun abermals das Argu-

ment, dass wir aufgrund von Lemma 6.4 und nach Konstruktion ein induktives System mit
injektiven Morphismen haben, und dass in einer solchen Situation der kanonische Morphismus
von Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
in den Limes lim−→Hn+1,n

et
(
k(i),Z(`)

) ∼= Hn+1,n
et

(
k(∞),Z(`)

)
injektiv ist. �

7. Normvarietäten Xa und Injektivität von
Hn+1,n

et (k,Z(`)) −→Hn+1,n
et (k(Xa),Z(`))

Mit Theorem 6.1 ist die Gültigkeit der Bloch-Kato-Vermutung auf die Annahme (III.6.1),
d.h. auf die Existenz geeigneter Körpererweiterungen ka/k zu Symbolen a ∈ KM

n (k)/` re-
duziert. Im Fall ` = 2 gelang Voevodsky [Voe03a] unter Benutzung von Resultaten von
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Rost [Ros88,Ros90] (siehe auch [Ros98b]) der Nachweis, dass der Funktionenkörper der
sogenannten Normquadrik Qa zu a = {a1, . . . , an} definiert durch die Gleichung

〈〈a1, . . . , an−1〉〉 − ant2 = 0

den Anforderungen an den Körper ka genügt. Die Normquadrik ist eine (2n−1−1)-dimensionale
Unterquadrik der (2n − 2)-dimensionalen Pfister-Quadrik Pa gegeben durch die Gleichung
〈〈a1, . . . , an〉〉 = 0. Man sagt auch, sie ist ein minimaler Pfister-Nachbar von Pa. Für ungera-
de Primzahlen ` treten an die Stelle der Normquadriken sogenannte Normvarietäten, wobei
dieser Begriff in der Literatur nicht immer eindeutig ist und vielfältig Verwendung findet.

7.1. Definition. Im Kontext des Beweises der Bloch-Kato-Vermutung verstehen wir unter
einer Normvarietät (oder Rost-Varietät in der Literatur) zu einem nichttrivialen Symbol
a ∈ KM

n (k)/` eine glatte projektive Varietät Xa über k mit den folgenden Eigenschaften:
1) Die Varietät Xa zerfällt das Symbol a, d.h. es gilt ak(Xa) = 0 in KM

n

(
k(Xa)

)
/`.

2) Die Varietät Xa ist eine ν≤n−1,`-Varietät, d.h. sie ist eine νn−1,`-Varietät und für alle
natürlichen Zahlen i < n − 1 existiert eine νi,`-Varietät Xi mit einem Morphismus
Xi → Xa.

3) Die kanonische Sequenz

H−1,−1
(
Xa ×Xa,Z

) (p1)∗−(p2)∗−−−−−−−→ H−1,−1
(
Xa ×Xa,Z

)
−→ H−1,−1

(
k,Z

)
ist exakt. Hierbei steht H−1,−1

(
X,Z

)
für die Gruppe HomDM−eff(k)

(
M(X)(1)[1]

)
.

Unter einer νi,`-Varietät versteht man eine glatte irreduzible projektive Varietät X mit den
Eigenschaften

1) Die Varietät X ist von Dimension d := `i − 1 über k.
2) Das Bild der d-ten Milnorklasse sd(X) ∈ H2d,d(X,Z) unter der Gradabbildung

deg : H2d,d(X,Z)→ Z ist nicht durch `2 teilbar, d.h. deg sd(X) 6≡ 0 mod `2.

Die Existenz von Normvarietäten geht auf die Forschung von Rost zurück und war die
wesentliche Hürde im Beweis der Bloch-Kato-Vermutung gegenüber Voevodskys Beweis der
Milnor-Vermutung. Außer für einige Spezialfälle (` = 2 bzw. niedrige Dimension n) liegt keine
explizite geometrische Konstruktion vor. Publiziert wurde der Nachweis von Normvarietäten
von Suslin und Joukhovitski [SJ06]. Das Hauptresultat [SJ06, Thm. 0.1] benutzt die Induk-
tionsannahme H90(n − 1, `) bzw. BK(n − 1, `), und war somit vom damaligen Standpunkt
aus kein eigenständiges Resultat, sondern Teil vom Induktionsschritt. Die Normquadriken aus
dem Beweis der Milnor-Vermutung sind νn−1,2-Varietäten.

Die Schwierigkeit besteht darin, die Injektivität der Restriktion

Hn+1,n
et

(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k(Xa),Z(`)

)
zu zeigen. Hierzu erläutern wir in diesem Abschnitt die Konstruktion einer Gruppe, die den
Kern dieser Abbildung „kontrolliert“. An dieser Stelle geht man von glatten Schemata for-
mal über zu den allgemeineren simplizialen Schemata. Diese Idee stammt von Voevodsky in
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Zusammenarbeit mit Suslin. Zu einer Varietät X sei Č(X) das simpliziale Schema gegeben
durch Č(X)n = Xn+1 und Flächen- bzw. Randabbildungen induziert von den offensichtlichen
Projektions- bzw. Diagonalabbildungen.

Č(X)0 = X

↑ ↓ ↑
Č(X)1 = X ×X

↑ ↓ ↑ ↓ ↑
Č(X)2 = X ×X ×X

...
Die Definition von motivischen Kohomologiegruppen lässt sich auf natürliche Art und

Weise auf simpliziale Schemata erweitern. Wir zitieren ein Resultat von Voevodsky.
7.2. Lemma. [Voe03a, Lemma 7.3] Sei X ein nichtleeres glattes Schema über k. Dann
induziert der kanonische Morphismus Č(X) → Spec k einen Isomorphismus zwischen Koho-
mologiegruppen

Hp,q
et (k,Z) '−→ Hp,q

et
(
Č(X),Z

)
für alle p, q ∈ Z.

Der Beweis benutzt die Darstellung der Kohomologiegruppen als Hom-Gruppen in der
derivierten Kategorie D−STet(k) von Garben abelscher Gruppen in étaler Topologie auf
der Kategorie Sm/k der glatten Schemata über k. Es bleibt zu zeigen, dass in STet(k) der
durch Č(X)→ Spec k induzierte Morphismus zwischen Komplexen Z

(
Č(X)

)
→ Z ein Quasi-

isomorphismus ist.
Das folgende Resultat von Voevodsky (siehe [Voe11, Lemma 6.9]) liefert uns mit der

Kohomologiegruppe Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)
jene Gruppe, deren Verschwinden die benötigte In-

jektivität impliziert.
7.3. Satz. Sei Xa eine νn−1,`-Varietät, die ein nichttriviales Symbol a aus KM

n (k)/` zerfällt.
Dann haben wir eine kanonische exakte Sequenz

(III.7.1) Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)
−→ Hn+1,n

et
(
k,Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k(Xa),Z(`)

)
.

Beweisskizze. Nach Lemma 7.2 genügt es zu zeigen, dass durch den natürlichen Topo-
logiewechsel zwischen Nisnevich- und étaler Topologie sowie durch die kanonische Projektion
Č(Xa)→ k(Xa) eine exakte Sequenz

Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)
−→ Hn+1,n

et
(
Č(Xa),Z(`)

)
−→ Hn+1,n

et
(
k(Xa),Z(`)

)
gegeben ist. Die Komposition ist die Nullabbildung, da sie über Hn+1,n(k(Xa),Z(`)

)
= 0 (vgl.

Lemma II.2.11) faktorisiert.

Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)
)

//

��

Hn+1,n
et

(
Č(Xa),Z(`)

)
��

0 = Hn+1,n(k(Xa),Z(`)
)

// Hn+1,n
et

(
k(Xa),Z(`)

)
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Für die andere Inklusion benutzt Voevodsky, dass in der Kategorie DM−eff(k) ein ausgezeich-
netes Dreieck der Form

Z(`)(n) −→ B(`)(n) −→ K(`)(n) −→ Z(`)(n)[1]

existiert, wobei B(`)(n) = τ≤n+1Rπ∗
(
π∗Z(`)(n)

)
gilt. Der erste Pfeil gehört also zum Topo-

logiewechsel. Die Hyperkohomologiefunktoren (in Nisnevich-Topologie) von Spec k(Xa) und
Č(Xa) angewendet auf dieses Dreieck liefern ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

Hn+1(Č(Xa),Z(`)(n)
)

//

��

Hn+1(Č(Xa), B(`)(n)
)

//

��

Hn+1(Č(Xa),K(`)(n)
)

��

Hn+1(k(Xa),Z(`)(n)
)

// Hn+1(k(Xa), B(`)(n)
)

// Hn+1(k(Xa),K(`)(n)
)
,

welches wegen Hn+1(−,Z(`)(n)
)

= Hn+1,n(−,Z(`)
)
sowie Hn+1(−, B(`)(n)

)
= Hn+1,n

et
(
−,Z(`)

)
eine Erweiterung zu obigem Diagramm darstellt. Man prüft leicht, dass die Injektivität des
rechten vertikalen Morphismus die Behauptung impliziert. Voevodsky beweist die für die
Exaktheit ausstehende Inklusion unter Zuhilfenahme von Resultaten über νn−1,`-Varietäten,
wie zum der Beispiel Existenz von verallgemeinerten Rost-Motiven. �

7.4. Bemerkung. Kahn [Kah05, Lemma 33] zeigt die Exaktheit von (III.7.1) unter etwas
anderen Voraussetzungen, die im Falle der Milnor-Vermutung den Anforderungen genügen.
Mit diesen zeigt er, dass der rechte vertikale Pfeil im Diagramm oben sogar ein Isomorphismus
ist. Im Hinblick auf den Beweis der Bloch-Kato-Vermutung benötigt man das Resultat aber
für Normvarietäten, von deren spezifischen Eigenschaften Voevodsky im Beweis von [Voe11,
Lemma 6.9] Gebrauch macht.

8. Verschwinden von Hn+1,n(Č(Xa),Z(`))

Der Beweis der Bloch-Kato-Vermutung ist reduziert auf die Gültigkeit von folgendem
Theorem von Voevodsky [Voe03a, Prop. 7.1] [Voe11, Prop. 6.11]:
8.1. Theorem. Angenommen es gilt H90(n−1, `). Dann haben wirHn+1,n(Č(Xa),Z(`)

)
= 0.

Wir skizzieren abschließend in den nächsten beiden Unterabschnitten, wie das Verschwin-
den von Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)

)
erreicht wird. Obwohl die zugrundliegenden Ideen dieselben

sind, unterscheidet sich das Vorgehen im Fall ` = 2 und ` > 3 leicht in der Ausführung. Daher
erläutern wir den ersten Fall etwas ausführlicher und gehen anschließend auf die Unterschiede
im zweiten Fall ein.

8.A. Verschwinden von Hn+1,n(Č(Qa),Z(2)). Im Falle ` = 2 resultiert Theorem 8.1
aus den beiden nachfolgenden, tiefen Theoremen von Voevodsky.
8.2. Theorem. Angenommen es gilt H90(n−1, 2). Dann existiert ein injektiver Morphismus

Hn+1,n(Č(Qa),Z/2
) Θ−→ H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z/2
)
.



8. VERSCHWINDEN DER MOTIVISCHEN KOHOMOLOGIE VOM SIMPLIZIALEN SCHEMA 81

Das Theorem folgt im Wesentlichen aus Resultaten von Voevodskys Arbeit [Voe03b], wo
er für allgemeine Primzahlen ` kohomologische Operationen Qi vom Bigrad (2`i − 1, `i − 1)
einführt, also Familien natürlicher Transformationen

Qi : H∗,∗
(
−,Z/`

)
−→ H∗+2`i−1,∗+`i−1(−,Z/`).

Diese Konstruktion ist ein Analogon zur Definition der Elemente Qi in der Steenrod-Algebra
(siehe [Mil58]). Man nennt die Qi auch Milnoroperationen. Sie erfüllen die Identität Q2

i = 0,
sodass die motivischen Kohomologiegruppen H∗,∗

(
X,Z/`

)
eines simplizialen Schemas X mit

den Qi als Differentialen einen Kokettenkomplex bilden. Die Kohomologie dieses Komplexes
an der Stelle Hp,q

(
X,Z/`

)
wird notiert mit MHp,q

i

(
X,Z/`

)
und heißt Margolis-Kohomologie.

Im Fall ` = 2 und X = Č(Qa) folgt aus dem Verschwinden solcher Kohomologiegruppen
(siehe [Voe03a, Kor. 3.8]) zusammen mit der Induktionsannahme H90(n−1, 2) die Injektivität
der Operationen Q1, . . . , Qn−2. Die Abbildung Θ ist dann die Komposition Qn−2 ◦ · · · ◦Q1.
8.3. Theorem. [Voe03a, Thm. 4.9] Es gilt H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z(2)
)

= 0.
An dieser Stelle benötigt man die Existenz des sogenannten Rost-MotivsMa. Rost [Ros90]

(siehe auch [Ros98b]) hat gezeigt, dass das Motiv von Qa einen interessanten direkten Sum-
manden besitzt, welcher einen engen Bezug zum Tate-Motiv Z ⊕ Z(2n−1 − 1)[2n − 2] hat.
Mithilfe der Existenz eines ausgezeichneten Dreiecks

M(Č(Qa))(2n−1 − 1)[2n − 2] −→Ma −→M(Č(Qa)) −→M(Č(Qa))(2n−1 − 1)[2n − 1]

in DM−eff(k) (siehe [Voe03a, Thm. 4.4]) sowie Theorem 1 in [Ros88], was sich zur Injektivi-
tät von H2n−1,2n−1(

Qa,Z(`)
)
→ k× übersetzen lässt, zeigt Voevodsky das Verschwinden von

H2n−1,2n−1(
Č(Qa),Z(2)

)
.

Beweisskizze von Thm. 8.1 im Fall ` = 2 (nach [Mor98]). Man kann mithilfe von
Theorem 8.2 einen Monomorphismus

Hn+1,n(Č(Qa),Z(2)
) Θ̃−→ H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z(2)
)

konstruieren, woraus die Behauptung mit Theorem 8.3 folgt. Da für Quadriken stets eine
quadratische Erweiterung existiert, über der die Quadrik einen rationalen Punkt besitzt,
haben Elemente von Hn+1,n(Č(Qa),Z(2)

)
und H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z(2)
)
höchstens Ordnung

zwei. Somit betten die Gruppen in die entsprechenden Gruppen mit Z/2-Koeffizienten ein.
Nach [Voe03a, Lemma 7.2] können wir eine Abbildung Θ̃ konstruieren, sodass

Hn+1,n(Č(Qa),Z(2)
)

� _

��

∃Θ̃
// H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z(2)
)

� _

��

Hn+1,n(Č(Qa),Z/2
)

Θ
// H2n−1,2n−1(

Č(Qa),Z/2
)
.

kommutiert. Wegen der Injektivität von Θ ist auch Θ̃ injektiv. �
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8.B. Verschwinden von Hn+1,n(Č(Xa),Z(2)) für ungerade `. Wenn wir wie im
Falle ` = 2 die Milnor-Operationen Q1, . . . , Qn−2 auf Hn+1,n(Č(Xa),Z/`

)
anwenden, so ge-

langen wir laut Voevodsky [Voe11, S. 403 oben] zu einer Gruppe, die nicht leichter zu ver-
stehen ist als die ursprüngliche. Von der Komposition Qn−1 ◦ Qn−2 ◦ · · · ◦ Q1 hingegen wird
Hn+1,n(Č(Xa),Z/`

)
in die Gruppe

H2`b+2,`b+1(Č(Xa),Z/`
)

mit b = `n−1−1
`−1

abgebildet. Ähnlich wie bei ` = 2 liefert diese Komposition eine Einbettung der motivi-
schen Kohomologiegruppe Hn+1,n(Č(Xa),Z(`)

)
mit lokalisierten Koeffizienten in die Grup-

pe H2`b+2,`b+1(Č(Xa),Z(`)
)
(siehe [Voe11, 6.12]), deren Verschwinden Voevodsky zeigt (sie-

he [Voe11, 6.13–6.15]). Von großer Bedeutung ist an dieser Stelle die Existenz des soge-
nannten verallgemeinerten Rost-Motivs [Voe11, Abschnitt 5]. Dessen Nachweis war eine der
wesentlichen Hürden, da kein konkretes geometrisches Modell für allgemeine Normvarietä-
ten Xa vorliegt. Eine Alternative zu Voevodskys Konstruktion des verallgemeinerten Rost-
Motivs mit Berechnungen in der Kategorie DM−eff(k) stellen die speziellen Korrespondencen
von Rost [Ros06] dar.



Anhang

1. Grothendieck-Topologie

Der hier erläuterte Begriff einer Grothendieck-Topologie ist der von Milne in [Mil08], im
Gegensatz zur ursprünglichen Definition von Grothendieck in [SGA], wo der Begriff der Präto-
pologie an dessen Stelle tritt und eine Grothendieck-Topologie als eine Menge von sogenann-
ten Sieben (engl. sieves) mit bestimmten Eigenschaften definiert wird. Eine Grothendieck-
Topologie ist eine natürliche Erweiterung des klassischen Begriffs der Topologie eines topolo-
gischen Raum.

1.1. Definition. Eine Grothendieck-Topologie auf einer Kategorie C besteht aus einer
Kollektion U von Überdeckungen, die gewissen Axiomen genügt. Eine Überdeckung von
U ∈ Ob C ist hierbei eine Familie

(
φi : Ui → U

)
i∈I von Morphismen in C mit U =

⋃
i∈I φi(Vi).

Die Axiome für U sind:

1)
(
U

Id→ U
)
∈ U für alle U ∈ Ob C.

2) Ist
(
Ui → U

)
i∈I ∈ U eine Überdeckung von U und V → U ein Morphismus in C, so

existiert ein Faserprodukt Ui ×U V ∈ Ob C, und es gilt
(
Ui ×U V → U

)
i∈I ∈ U .

3) Ist
(
Ui → U

)
i∈I ∈ U eine Überdeckung von U und sind für jedes i ∈ I Überdeckungen(

Uij → Ui
)
j∈Ji
∈ U von Ui gegeben, so ist

(
Uij → U

)
i,j
∈ U eine Überdeckung von

U .

Ein Tupel T bestehend aus einer Kategorie C und einer Grothendieck-Topologie U darauf
wird Situs genannt und oft T = (C,U) = (CatT,CovT ) notiert.

1.2. Beispiel (Topologischer Raum). Ist X ein topologischer Raum und C = O(X) die
Kategorie der offenen Mengen auf X mit Inklusionen als Morphismen, so ist die Menge von
offenen Überdeckungen (Ui ⊂ U)i∈I von Elementen U ∈ O(X) eine Grothendieck-Topologie.
Die Faserprodukte aus Definition 1.1 2) sind gegeben durch Ui ×U V = Ui ∩ V .

1.3. Definition. Eine Garbe von abelschen Gruppen auf einem Situs
(
CatT,CovT

)
ist ein

Funktor

F : (CatT )op → Ab
83



84 ANHANG

mit der Eigenschaft, dass

(A.1.1) F(U)→
∏
i∈I
F(Ui)⇒

∏
(i,j)∈I2

F
(
Ui ×U Uj

)
exakt ist für jedes U ∈ Ob(CatT ) und jede Überdeckung

(
Ui → U

)
i∈I ∈ CovT . Garben von

(abelschen) Gruppen, Ringen, etc. sind analog definiert. Die Garben auf T bilden mit natür-
lichen Transformationen als Morphismen eine Kategorie. Die Kategorie der Garben abelscher
Gruppen auf T notieren wir mit Shv(T ).

1.4. Definition (Stetige Abbildung zwischen Siten). Eine stetige Abbildung T1 → T2

zwischen Siten ist ein Funktor F : CatT2 → CatT1, der Überdeckungen in Überdeckungen
überführt, d.h. ist (φ : Ui → U)i ∈ CovT2, so ist

(
F (φ) : F (Ui)→ F (U)

)
i
∈ CovT1.

2. Étale Kohomologie

Étale Kohomologie dient uns als ein größerer Rahmen, in welchem wir die rechte Sei-
te des Normresthomomorphismus definieren können. Wie in Abschnitt 3 dargestellt ist die
Galoiskohomologie äquivalent zur étalen Kohomologie von Spektren von Körpern. In diesem
Abschnitt geben wir einen kurzen Überblick über die grundlegenden Defintionen von étaler
Kohomologie. Man kann diese als das Analogon in der algebraischen Geometrie zu den Ko-
homologiegruppen mit endlichen Koeffizienten von topologischen Räumen auffassen. Dieser
Abschnitt hat lediglich Übersichtscharakter; für eine ausführliche Behandlung des Themas sei
das Skript von J. Milne [Mil08] oder dessen Buch [Mil80] empfohlen.

2.A. Étale Morphismen. Étale Morphismen zwischen Schemata stellen ein Analogon
zu lokalen Isomorphismen in der komplexen analytischen Geometrie dar.

2.1. Definition. Ein Ringhomorphismus f : R→ S heißt flach, falls durch

ModR → ModS , M 7→ S ⊗RM (S ∈ ModR via r · s := f(r) · s)

ein exakter Funktor zwischen der Kategorie der R-Moduln und der Kategorie der S-Moduln
gegeben ist. Ein lokaler Ringhomorphismus f : R → S heißt unverzweigt, falls S/f (mR)S
eine endliche separable Körpererweiterung von R/mR ist.

2.2. Definition. Ein Morphismus f : Y → X zwischen lokal noetherschen Schemata heißt
étale, falls er von endlichem Typ ist und die durch f induzierten Ringhomomorphismen
OX,f(y) → OY,y zwischen den Halmen unverzweigt und flach sind für alle y ∈ Y .

2.3. Bemerkung. Ist V eine affine Umgebung von y ∈ Y und U ⊃ f(V ) eine affine
Umgebung von f(y) mit (U,OX |U ) ∼= (SpecR,OR) und (V,OY |V ) ∼= (SpecS,OS), so gilt
OX,f(y) = Rp, OY,y = Sq, wobei p ⊂ R das zu f(y) zugehörige Primideal und q ⊂ S das zu y
zugehörige Primideal sei. Zu prüfen ist also, ob der induzierte Ringhomomorphismus Rp → Sq

unverzweigt und flach ist.
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2.4. Definition. Sei X lokal noethersches Schema. Dann ist die Kategorie Et/X étaler
Morphismen über X wie folgt gegeben: Objekte sind étale Morphismen U → X, wobei U
lokal noethersches Schema ist. Morphismen sind X-Morphismen U → V , also kommutative
Diagramme

U //

  

V

~~

X

Der Morphismus U → V ist dann selbst notwendigerweise étale.

2.B. Étale Topologie. Étale Topologie ist ein Beispiel für eine Grothendieck-Topologie
(siehe Abschnitt 1) auf der Kategorie glatter Schemata.

2.5. Definition. Eine étale Überdeckung eines lokal noetherschen Schemas U ist eine
Überdeckung durch étale Morphismen Ui → U . Der kleine étale Situs Xet eines lokal
noetherschen Schemas X besteht aus der Kategorie Et/X zusammen mit étalen Überde-
ckungen. Eine Überdeckung von (U → X) ∈ Ob Et/X besteht also aus einer Familie étaler
X-Morphismen Ui → U mit

⋃
i im(Ui → U) = U .

2.6. Beispiel (für Garben auf Xet).
1) Die Strukturgarbe auf Xet ist die Garbe

OXet :
(
Et/X

)op → Ab, U 7→ OU (U).

2) µn(U) := {ξ ∈ OU (U) | ξn = 1}.
3) Gm(U) := OU (U)×.

Der folgende Satz von J. Milne (siehe [Mil08, Prop. 6.6]) liefert ein nützliches Kriterium
an Prägarben, um étale Garben zu sein.

2.7. Satz. Eine Prägarbe F : (Et/X)op → Ab ist genau dann eine étale Garbe, wenn (A.1.1)
für alle Zariski-Überdeckungen (Ui ↪→ U)i und alle einelementigen étalen Überdeckungen
(V → U) erfüllt ist. Die Kategorie Shv

(
Xet

)
ist definiert als Funktorkategorie bestehend aus

Garben abelscher Gruppen auf Xet.

2.8. Bemerkung. Die Kategorie Shv
(
Xet

)
ist abelsch (siehe [Wei94, 1.6.4]). Wir können

also von exakten Sequenzen von Garben sprechen. J. Milne gibt in [Mil08, Prop. 7.6] ein
hilfreiches Kriterium für die Exaktheit kurzer Sequenzen 0→ F → G → H → 0 in Shv

(
Xet

)
.

Demnach ist äquivalent:
1) 0→ F → G → H → 0 ist exakt in Shv

(
Xet

)
.

2) 0→ F(U)→ G(U)→ H(U) ist exakt in Ab für alle Morphismen U → X aus einer
étalen Überdeckung von X, und G → H ist lokal surjektiv (d.h. für jedes U ∈ Et/X
und jedes Element s ∈ H(U) existiert eine étale Überdeckung

(
φi : Ui → U

)
i
, s.d.

s|Ui := H(φi)(s) im Bild von G(Ui)→ H(Ui) liegt).
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3) 0→ Fx̄ → Gx̄ → Hx̄ → 0 ist exakt in Ab für jeden geometrischen Punkt x̄→ X.

2.9. Beispiel (Kummersequenz). Sei n eine natürliche Zahl, die nicht von der Charakteristik
irgendeines Restklassenkörpers k(x) eines Punktes x von X geteilt wird. Dann ist durch

1 −→ µn −→ Gm
(−)n−−−→ Gm −→ 1

eine exakte Sequenz étaler Garben gegeben. Nach dem Kriterium in Bemerkung 2.8 und
Beispiel 6.13 (a) und (b) in [Mil08] genügt es, die Exaktheit von

1 −→ µn(A) −→ A×
(−)n−→ A× → 1

für jeden lokalen Ring in étaler Topologie A = OX,x̄ von X zu überprüfen. Dies ist bis auf
die Surjektivität von a 7→ an klar. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass nach Vorausset-
zung d(Tn−a)

dT = nTn−1 6= 0 im Restklassenkörper von A gilt. Demnach zerfällt Tn − a in
Linearfaktoren in A[T ].

2.C. Étale Kohomologie. Die Kategorie Shv
(
Xet

)
ist abelsch und hat genug injektive

Elemente ([Mil08, Proposition 8.12]; für die Diskussion einer allgemeineren Situation siehe
8.B.3.D im Anhang). Somit können wir rechtsderivierte Funktoren von linksexakten Funk-
toren Shv

(
Xet

)
→ Ab bilden. Der Funktor der globalen Schnitte, ΓXet : F 7→ F(X), ist

linksexakt, und wir setzen

Hn
et(X,−) := Rn

(
ΓXet

)
: Shv

(
Xet

)
−→ Ab für n ≥ 0.

Hn
et(X,F) heißt n-te étale Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in F . Per Kon-

struktion der rechtsderivierten Funktoren gilt H0
et(X,F) = F(X) sowie die folgenden Sätze

(siehe [Wei94, 2.4.6] für den Beweis des dualen Resultats bezüglich linksderivierter Funkto-
ren):

2.10. Satz (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei 0→ F → G → H → 0 eine kurze exakte
Sequenz in Shv

(
Xet

)
. Dann existiert für alle n ≥ 0 ein Gruppenhomomorphismus

δn : Hn
et(X,H) −→ Hn+1

et (X,F),

sodass durch

· · · δ
n−1
−−−→ Hn

et(X,F) −→ Hn
et(X,G) −→ Hn

et(X,H) δn−→ Hn+1
et (X,F) −→ · · ·

eine lange exakte Sequenz von étalen Kohomologiegruppen gegeben ist.

2.11. Satz (Funktorialität). Für Morphismen zweier kurzer exakter Sequenzen in Shv
(
Xet

)
,

also kommutativen Diagrammen

0 // F //

��

G //

��

H //

��

0

0 // F ′ // G′ // H′ // 0,
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ist das zugehörige Diagramm der langen exakten Kohomologiesequenzen

· · · // Hn
et(X,F) //

��

Hn
et(X,G) //

��

Hn
et(X,H) //

��

Hn+1
et (X,F) //

��

· · ·

· · · // Hn
et(X,F ′) // Hn

et(X,G′) // Hn
et(X,H′) // Hn+1

et (X,F ′) // · · ·

ebenfalls kommutativ.

2.12. Bemerkung (Hn
et und Extn, vgl. Bem. 2.10). Für étale Garben F ist ein Isomorphismus

zwischen abelschen Gruppen gegeben durch

HomShv(Xet)(Z,F) '−→ F(X)

α 7−→ α(X)(1),

wobei hier Z ∈ Ob Shv(Xet) die konstante Garbe bezeichnet. Somit ist HomShv(Xet)(Z,−)
natürlich äquivalent zum globalen Schnittfunktor ΓXet und es gilt

Hn
et(X,−) = ExtnShv(Xet)(Z,−).

3. Derivierte Kategorien und Funktoren, Garben- und Hyperkohomologie

An dieser Stelle soll kurz der allgemeine mathematische Rahmen erläutert werden, in
welchem motivische Kohomologiegruppen definiert werden. Im Abschnitt 2 werden die Grup-
pen H∗,∗(X,A) als Hyperkohomologie von Komplexen aus Garben mit Transfers in Zariski-
Topologie definiert. Diese stellt eine Erweiterung des Begriffs der Garbenkohomologie auf
Komplexe von Garben dar. Letztere ist definiert als rechtsderivierte Funktoren des globalen
Schnittfunktors ΓX : F 7→ F (X), wohingegen sich Hyperkohomologie als hyperrechtsderivier-
te Funktoren von ΓX ergibt.

Symbol Beschreibung
A abelsche Kategorie
Kom(A) Kategorie der Kokettenkomplexe in A
Kom+(A) Volle Unterkategorie von Kom(A) der nach unten

beschränkten Komplexe (Ci = 0 ∀ i� 0)
Kom−(A) Volle Unterkategorie von Kom(A) der nach oben

beschränkten Komplexe (Ci = 0 ∀ i� 0)
D(A) Derivierte Kategorie von A
D+(A) Volle Unterkategorie von D(A) bestehend aus

Komplexen mit H i(C∗) = 0 ∀ i� 0
D−(A) Volle Unterkategorie von D(A) bestehend aus

Komplexen mit H i(C∗) = 0 ∀ i� 0
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3.A. Kohomologie in abelschen Kategorien. Man kann Kohomologiefunktoren
Hn : Kom(A) → A für jede abelsche Kategorie A definieren, indem man Hn

(
(A•, d•)

)
defi-

niert als coker
(
An−1 → ker dn

)
(siehe [GM96, II. §6]). Dies stellt eine einfache Erweiterung

der Kohomologiegruppen von Komplexen abelscher Gruppen dar.

An−1 dn−1
//

$$

An
dn
// An+1

ker dn

OO

Man spricht von Exaktheit an der Stelle An, falls Hn(A∗) = 0 gilt. Der Komplex A∗ ist
eine exakte Sequenz, falls er an jeder Stelle exakt ist.

Symbol Beschreibung
A,B abelsche Kategorien, A mit genug injektiven Elementen
F : A → B additiver linksexakter Funktor
RnF : A → B klassischer n-ter rechtsderivierter Funktor

RnF (A) = Hn
(
F (I∗)

)
RnF : Kom(A)→ B klassischer n-ter hyperrechtsderivierter Funktor

RnF (A∗) = Hn
(
Tot(F (I∗∗))

)
RF : D+(A)→ D+(B) totaler rechtsderivierter Funktor
RnF : D+(A)→ B n-ter rechtsderivierter Funktor RnF (A∗) = Hn

(
RF (A∗)

)
(RnF ' RnF auf A bzw. RnF ' RnF auf Kom(A))

3.B. Rechtsderivierte und hyperrechtsderivierte Funktoren – klassischer An-
satz. Sei F : A → B ein linksexakter additiver Funktor zwischen zwei abelschen Kategori-
en. Weiter besitze A genug injektive Elemente. Dann ist der n-te rechtsderivierte Funktor
RnF : A → B folgendermaßen gegeben: Man wählt zu A ∈ ObA eine injektive Auflösung,
also eine exakte Sequenz 0 → A → I0 → I1 → · · · mit injektiven Elementen Im ∈ ObA.
Dann ist RnF (A) definiert als Hn

(
F (I∗)

)
. Somit misst RnF gewissermaßen, inwiefern der

Funktor F die Exaktheit an der Stelle In−1 → In → In+1 verletzt.
Um den n-ten hyperrechtsderivierten Funktor RnF : Kom+(A)→ B zu berechnen, wählt

man zu einem Kokettenkomplex A∗ in A eine Cartan-Eilenberg-Auflösung A∗ → I∗∗ (siehe
[Wei94, Abschn. 5.7.9]) und setzt RnF (A∗) = Hn

(
Tot(F (I∗∗))

)
, wobei Tot(F (I∗∗)) der totale

Komplex des Bikomplex F (I∗∗) ist, siehe [Wei94].

3.C. Rechtsderivierte Funktoren – moderner Ansatz mittels derivierter Ka-
tegorien. Die heute gängige Definition von rechtsderivierten Funktoren benutzt die Sprache
von derivierten Kategorien. Die Idee hierbei ist, Komplexe als verallgemeinerte Objekte auf-
zufassen und zwei Komplexe als identisch anzusehen, wenn ein Quasiisomorphismus zwischen
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den Komplexen existiert. Dabei nennt man einen Morphismus f : C → D zwischen Komple-
xen in Kom(A) über einer abelschen Kategorie A einen Quasiisomorphismus, falls für alle
n ∈ Z die induzierte Abbildung Hn(f) : Hn(C) → Hn(D) ein Isomorphismus in A ist. Un-
ter der derivierten Kategorie von A versteht man eine Kategorie D(A) mit einem Funktor
Kom(A) → D(A), der Quasiisomorphismen in Isomorphismen überführt, sodass das Tupel(
D(A),Kom(A)→ D(A)

)
bezüglich dieser Eigenschaft universell ist. Man kannD(A) konkret

als Lokalisierung (siehe [GM96, III. §2.2]) von Kom(A) nach der Klasse der Quasiisomor-
phismen konstruieren. In der Praxis ist es aus technischen Gründen meist üblich, zunächst
zur Homotopiekategorie von Komplexen überzugehen (siehe [GM96, III. §4]) und erst dann
zu lokalisieren.

Kom(A)
Quasiisom. 7→ Isom.

//

%%

D

D(A)
∃!

==

Sei nun wieder F : A → B linksexakt und additiv mit abelschen Kategorien A (mit genug
Injektiven), B. Man kann dann den totalen rechtsderivierten Funktor RF : D+(A)→ D+(B)
konstruieren (siehe [GM96, III. §6], insbesondere Theorem 12 für die Existenz). Dieser bein-
haltet alle Information über die klassischen rechtsderivierten Funktoren. So ist der Funktor
RnF natürlich äquivalent zu A 7→ Hn

(
RF (A)

)
(wobei A auf der rechten Seite aufgefasst wird

als trivialer Komplex in der derivierten Kategorie), und die klassischen hyperrechtsderivierten
Funktoren RnF sind natürlich äquivalent zu A∗ 7→ Hn

(
RF (A∗)

)
.

Symbol Beschreibung
Xτ kleiner τ -Situs von X ∈ Ob(Sm/k)
Hn
τ (X,−) : Shv(Xτ )→ Ab Garbenkohomologiefunktor

Hn
τ (X,−) : D+(Shv(Xτ )

)
→ Ab Hyperkohomologiefunktor

3.D. Garben- und Hyperkohomologie. Wir brauchen den Begriff von Garbenkoho-
mologie eines Schemas bezüglich einer Grothendieck-Topologie auf Schemata. Die Idee ist
dieselbe, wie bei Garbenkohomologie von topologischen Räumen. Sei X ein (separiertes) glat-
tes Schema und Xτ der zugehörige kleine Situs bezüglich einer Grothendieck-Topologie (z.B.
τ = étale, Nisnevich- oder Zariski-Topologie). Dann ist die n-te Garbenkohomologie von
Xτ definiert als der rechtsderivierte Funktor

Hn
τ (X,−) = Hn(Xτ ,−) = RnΓXτ (−) : Shv(Xτ ) −→ Ab

und die n-te Hyperkohomologie von Xτ als der (hyper-)rechtsderivierte Funktor

Hn
τ (X,−) = Hn(Xτ ,−) = RnΓXτ (−) : D+(Shv(Xτ )

)
−→ Ab
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des Funktors der globalen Schnitte ΓXτ : Shv (Xτ ) → Ab, F 7→ F (X). Allgemeiner existiert
Garbenkohomologie auf beliebigen Siten T , die ein Endobjekt Xter ∈ Ob(CatT ) besitzen
(welches die Rolle des Schemas X einnimmt). Die Kategorie Shv(T ) der T -Garben abelscher
Gruppen ist – als Funktorkategorie mit Objekten (CatT )op → Ab – abelsch und hat genug
injektive Elemente (siehe [Wei94, Abschn. 1.6.4 und Aufg. 2.3.7]). Weiter ist der Funktor der
globalen Schnitte,

ΓT : Shv(T )→ Ab, F → F (Xter),
linksexakt (siehe [Del77]). Somit existieren rechtsderivierte Funktoren von ΓT . Die n-te Ko-
homologie von T ist der Funktor Hn(T,−) = RnΓT (−).
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