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Einleitung

Wurzelsysteme sind Teilmengen des euklidischen Raumes mit speziellen geo-
metrischen Eigenschaften. Die irreduziblen Wurzelsysteme klassifizieren un-
ter anderem die eng miteinander verbundenen einfachen Lie-Gruppen und
halbeinfachen Lie-Algebren iiber algebraisch abgeschlossenen Koérpern. Die
Lie-Gruppe Eg findet viele Anwendungen, beispielsweise in der experimentel-
len Physik. Um 1990 studierten der Physiker Alexander Zamolodchikov und
andere ein theoretisches Modell, das einen eindimensionalen Magnet, der zwei
magnetischen Feldern ausgesetzt ist beschreibt. Dieses Modell machte einige
numerischen Vorhersagen, die nun in einem Experiment getestet wurden. Die
Ergebnisse waren wie vorhergesagt. Das Modell enthielt Eg, daher kann man
sagen, dass das Experiment Hinweise auf Eg-Symmetrien liefert [21]. Des wei-
teren behauptete Dr. A. Garrett Lisi in seinem pre-print “An Exceptionally
Simple Theory of Everything” [20], dass man alle vier Grundkréfte der Phy-
sik (Gravitation, Elektromagnetismus, schwache Wechselwirkung und starke
Wechselwirkung) mit Hilfe der Lie-Algebra Eg vereinen kann [19]. Dies fiihr-
te zu vielen Diskussionen und wurde von Jacques Distler und Skip Garibaldi
in “There is no “Theory of Everything” inside Eg* [22] wiederlegt. In diesem
Artikel wird gezeigt, dass keine auf der Eg-Symmetriegruppe basierte Theo-
rie eine “Theory of Everything” sein kann. Seither gibt es viele Diskussionen
rund um dieses Thema.

In dieser Arbeit sollen Projektionen von Wurzelsystemen, insbesondere von
Eg erstellt werden, die die Symmetrie derselben sichtbar machen. Die ganze
Symmetrie kann fiir Wurzelsysteme aus dem R™ auch nur im n-dimensionalen
aufgezeigt werden. Daher ist es wichtig die Rdume, in die projektiert wird
gut zu wihlen um moglichst viel der Symmetrie zu erhalten.

In Kapitel 1 wird eine Einfiithrung in Wurzelsysteme und die Theorie dahin-
ter gegeben und FEg, auf das sich in der Arbeit hauptséchlich konzentriert
wird, auf drei verschiedene Weisen konstruiert werden. Zunéchst mittels Ko-
dierungstheorie iiber den Hamming-Code, dann iiber ganze Oktonionen und
schliefslich {iber Del-Pezzo-Flachen.

In Kapitel 2 wird dann die sogenannte Coxeter-Ebene konstruiert und er-
klért, warum sich diese Projektionsebene fiir zweidimensionale Modelle von
Wurzelsystemen so gut eignet. Auferdem wird hieraus auch direkt eine einfa-
chere Konstruktion dieser Ebene abgeleitet. Ein Maple-Programm, das diese



Projektion realisiert findet sich im Anhang wieder.

In Kapitel 3 geht es dann um regulére Polytope, insbesondere um welche
der Dimension vier, da in Kapitel 4 dann das Wurzelsystem Fg mit ei-
nem dieser Polytope identifiziert wird. Zuné&chst lernen wir eine Notation
fiir n-dimensionale Polytope, das Schlédfli-Symbol, kennen und geben eine
Bedingung fiir die Existenz eines reguldren Polytopes der Dimension vier
an. Dann konstruieren wir diese. Schliefslich geben wir noch eine Bedingung
fiir die Existenz eines regulédren n-dimensionalen Polytops an.

Im letzten Kapitel 4 wird dann zunéchst die Verbindung zwischen dem Wur-
zelsystem FEg, dem 4-Polytop 600-Zeller und den sogenannten Ikosianen auf-
gezeigt. Schlieflich benutzen wir dies alles um zwei verschiedene dreidimen-
sionale Modelle von Eg mit Hilfe von Maple zu zeichnen und treffen einige
Aussagen iiber deren Symmetrie.



Kapitel 1

Vorbereitung und
Konstruktionen von Fxg

In diesem Kapitel werden wir zunéchst eine kurze Zusammenfassung iiber
Wurzelsysteme und deren Weyl- und Coxeter Gruppen geben. Danach wer-
den wir drei mogliche Konstruktionen des exzeptionellen Wurzelsystems Fg
angeben.

1.1 Vorbereitung

Wir gehen nach [1] vor. Es sei V' ein endlicher euklidischer Vektorraum und
(-] +) ein Skalarprodukt auf V.

Definiton 1.1.1. Eine endliche Teilmenge R C V mit 0 ¢ R heiltt Wurzel-
system, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. RNRa = {a,—a} fiir alle « € R,

(z]a)

2. Fir alle @ € R erhdlt die Spiegelung s, (x) = x — 2 R, also
sa (R) = R.

Die Elemete in R heifsen Wurzeln und das Wurzelsystem heilst kristallogra-
phisch, falls zuséatzlich gilt:

(| 5)
B18)

Eine Teilmenge S = {ai,...,a,} C R heifst Basis von R, falls S eine
(Vektorraum-) Basis des R- Spanns von R in V ist und alle § € R als nicht-
positive oder nichtnegative Linearkombination der Elemente aus S (einfache
Wurzeln) dargestellt werden konnen. Fiir den Beweis, dass eine solche Basis
existiert siehe [1], Seite 8. Der Rang des Wurzelsystems ist n.

2 € 7Z fir alle o, 8 € R.



Fiir ein kristallographische Wurzelsystem kann man jede Wurzel sogar
als Linearkombination mit Koeffizienten aus Z (alle mit dem gleichen Vor-

zeichen) ausdriicken. Die Matrix A mit Eintragen a;; = 2 ((a’ﬂai % heiflt Cartan
Matriz. Nimmt man den eventuellen Verlust der Kristallographiebedingung
in Kauf, so kann man jedes Wurzelsystem so umskalieren, dass alle Wurzeln
Einheitslange haben. Als néchstes definieren wir die Coxeter Gruppe:

Definiton 1.1.2. Es sei W die Gruppe, die von den Spiegelungen an Hy-
perebenen orthogonal zu Wurzeln « aus R erzeugt wird:

W = (sa | @ € R).

In [1] wird in Abschnitt 1.5 gezeigt, dass W von den einfachen Spiegelungen
S’, also Spiegelungen beziiglich einfachen Wurzeln, erzeugt werden kann. Wir
definieren m (o, oj) = my; fiir 1 <4, j < n als die Ordnung von s;s; in W
(schreibe s; statt sq,). In Abschnitt 1.9 von [1| wird gezeigt, dass

W = (s1,82,--- €5 | (s58;)"" =1,1 < 4,5 <n)

eine Prasentation von W ist.

Eine Gruppe, die eine solche Prasentation besitzt, nennen wir Cozeter Grup-
pe. Es muss gefordert werden, dass m;; = 1 ist, aber eine Relation (s;s;)"" =
1 kann wegfallen um die Moglichkeit zu lassen, dass das Produkt unendliche
Ordnung hat. Die Matrix M := my; heifst Cozeter Matriz und (W, S) heifit
Coxeter-System.

Ist R kristallographisch, so heifst die von den Spiegelungen s, mit @ € R
erzeugte Gruppe die Weyl Gruppe von R. Weyl Gruppen sind ein Beispiel
fiir Coxeter Gruppen.

Die Coxeter Gruppe W ist bis auf Isomorphie durch die Menge der Zah-
len m;; fiir a;, 5 € S bestimmt. Wir codieren diese Information in dem
sogenannten Coxeter-Dynkin Diagram:

Definiton 1.1.3. Ein Cozeter-Dynkin Diagramm ist ein endlicher, ungerich-
teter Graph, dessen Kanten mit Zahlen > 3 oder dem Symbol oo beschriftet
sind und dessen Knotenmenge K in einer 1-1-Korrespondenz mit den ein-
fachen Spiegelungen S’ steht. Die Kante, die s und s’ aus K mit s # s
verbindet, wird mit m (s,s’) beschriftet. Ist m (s,s’) = 2, so werden die
Knoten s und s’ nicht verbunden und ist m (s,s’) = 3, so wird die Kante
nicht beschriftet.

Ist das Coxeter Diagramm eines Coxeter-Systems zusammenhéngend, so
nennen wir es irreduzibel. Das zugehorige Wurzelsystem heifst dann ebenfalls
irreduzibel.



Definiton 1.1.4. Ist R ein irreduzibles, kristallographisches Wurzelsystem,
so gibt es nur 2 verschiedene Langen der Wurzeln. Diese Information fiigt
man im Coxeter-Dynkin Diagramm ein, indem man an die Kante, die zwei
unterschiedlich lange Wurzeln verbindet, einen Pfeil in Richtung der kurzen
Wurzel setzt. Ersetzt man dann noch Kanten, die mit 4 oder 6 beschriftet
sind durch doppelte oder dreifache Kanten ohne Beschriftung, so erhdlt man
ein Diagramm namens Dynkin Diagramm.

1.2 Fg

Die Lie-Algebra Eg hat Dimension 248. Die vorliegende Arbeit beschéftigt
sich hauptséchlich mit dem Wurzelsystem Fg. Dieses hat Rang 8 und besteht
aus 240 Wurzeln. Diese normiert man so, dass sie die Linge /2 haben.
Man nimmt die Menge aller Vektoren des R® mit dieser Linge, sodass alle
Koordinaten in Z oder alle in Z + % liegen und die Summe aller Koordinaten
gerade ist. Ist e, ..., eg die Standartbasis des R®, so besteht Eg also aus den
Wurzeln

8
1
+e; £ej fiir ¢ < j und 5 Z +e; mit gerade Anzahl von + Zeichen.
i=1
Eine Wahl der einfachen Wurzeln von FEg ist
8

S = {61 — €2,€69 — €3,€63 — €4,€4 — €5,€E5 — €6, €4 + €7, ; —%ei,eg - 67}.
Die Cartan Matrix ist dann
2 -1 0 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 0 O
o -1 2 -1 0 0O 0 O
A o 0 -1 2 -1 0 0 O
o o o0 -1 2 -1 0 -1
o o o0 o0 -1 2 -1 0
o o o0 o o0 -1 2 0
o o0 o0 o0 -1 0 o0 2

und die Coxeter Matrix ist

DN NN W
NN NN W W
NN NN W WD
NN DN W WD N
W N WHF W NN
N W WhNNDNDND
N~ W NDNDNDND
NN WN NN N



Das zugehorige Dynkin Diagramm (gleich dem Coxeter-Dynkin Diagramm)
ist

(=)
(@~~~

Die Weyl Gruppe von Eg hat Ordnung 696729600.
Es gibt einige Moglichkeiten Eg zu konstruieren. Im Folgenden mochte ich
zwei davon aufzeigen:

1.3 Konstruktion von Eg mit Hilfe des Hamming
Codes

FEs kann mittels Kodierungstheorie iiber den Hamming Code konstruiert wer-
den. Man kann aus einem Code ein Gitter erhalten, wenn man in das Gitter
alle diejenigen Vektoren (v1,...,v,) aufnimmt, die modulo 2 ein Codewort
des Codes ergeben. Zunéchst aber etwas iiber die Hintergriinde und eine klei-
ne Einfithrung in Codetheorie. Wir folgen in diesem Abschnitt [6] Kapitel 3,
§2, beschranken uns hier allerdings auf bindre Codes.

Ein bindrer Code C der Lange n ist ein Untervektorraum von Fg. Ein bindres
Codewort ist also ein n-Tupel aus 1 und 0,

u = (ul,...,un) mit u; € Fq :{0,1}.

Natiirlich kann man statt F3 genauso Fy nehmen, wobei ¢ eine Primzahl
oder eine Primzahlpotenz ist.

Passiert nun beim Ubermitteln des Codewortes ein Fehler (mit Wahrschein-
lichkeit p < 1/2), wird also eine 1 gesendet aber eine 0 empfangen oder
umgekehrt, so ist es gut wenn das fehlerhafte Codewort kein Wort des Co-
des ist, und der Empfinger so erkennt, dass iiberhaupt ein Fehler passiert
ist. Der Empfanger kann dann das urspriingliche Signal rekonstruieren, in-
dem er das Codewort findet, das am néchsten am Empfangenen liegt, sprich,
welches sich an den wenigsten Stellen vom Empfangenen unterscheidet. War
die Storung aber grofs und es sind mehrere Fehler passiert, wird so nicht
unbedingt das richtige Wort rekonstruiert. Wir moéchten in unserem Code
also am besten Worter haben, die relativ weit voneinander entfernt sind, um
sie leichter richtig tibersetzen zu kénnen. Wir definieren dafiir den Hamming
Abstand zwischen zwei Vektoren v und v als die Anzahl der Stellen, in denen
sie sich unterscheiden:

d(u,v) :=|{i: u; # v}

Das Hamming-Gewicht von u wt (u) wird definiert als die Anzahl der Koor-
dinaten von u, die ungleich Null sind. Damit gilt

d(u,v) = wt (u—v).



Der kleinste Abstand d eines Codes ist also:
d = min{d (u,v) | u,v € C,u # v}.
Der Empfianger kann in dem Code C' somit

p=1Y2(d-1)]

Fehler richtig korrigieren. Weiter definieren wir A; (u) als die Anzahl der
Codeworter, die den Hamming Abstand ¢ von w haben. Die Menge {A4; (u)}
nennt man die Gewichtsverteilung von C beziiglich u. Ein Code der Lange n,
der M Codewoérter enthélt, die den kleinsten Abstand d voneinander haben,
wird (n, M,d) Code genannt.

Ist unser Code nun ein linearer Untervektorraum von Fy, ist die Menge der
Codeworter also unter Vektoraddition und Skalarmultiplikation mit Elemen-
ten aus o abgeschlossen, so sprechen wir von einem linearen Code. Die
Dimension k des Codes ist dann als die Dimension dieses Untervektorrau-
mes definiert und es existieren ¢ Codeworter. Fiir den kleinsten Abstand
eines linearen Codes gilt:

d = min{wt (u) | u € C,u # 0}.

Fiir lineare Codes ist A; (u) unabhéngig von u und wird nur mit A; bezeich-
net. Lineare Codes der Lénge n mit Dimension k£ und kleinstem Abstand d
werden [n, k, d] oder nur [n, k] Codes genannt.

Definiton 1.3.1. Ein Code C ist zyklisch, falls gilt: Ist cgcy...cn—1 €in
Codewort, so auch ¢,_1cpcq ... ¢p_o.

Es sei nun C ein [n, k, d], zyklischer, linearer Code iiber Fy. Man schreibt
ein Codewort ¢ = ¢q...cp—1 auch als Polynom c¢(z) = ¢ + c1z + -+ +
cn_12"" 1 im Ring R, (x) = F2lz]/zn—1. Dann beschreibt xc (z) einen zykli-
schen Shift von ¢ und ein zyklischer Code ist ein Ideal in R, (x). Nach [10],
S.190ff kann dieses Ideal von einem einzigen Polynom g (x) = go + g1 +

<o+ gn_12" 7! erzeugt werden. Hieraus kann man eine erzeugende Matriz G
erstellen:
go 9 g2 - g1 0 .o 0
a0 9 9 ¢ - g1 0O ... 0 |
o ... ... 0 g0 g1 g2 ... Gn-1

bei der die Zeilen g (x), g (x) usw. entsprechen. Der Code besteht dann aus
Fy-Linearkombinationen der Zeilen von G. Nun mochten wir noch definieren,
wann zwei Codes dquivalent sind (nach [11], S.50fF). Dafiir benttigen wir zwei
Arten von Permutationen:

10



Definiton 1.3.2. Es sei ¢ eine Permutation von (1,2,...,n). Eine Positi-
onspermutation sei eine Transformation, die wir auf jedes Codewort von C
anwenden:

mit
/
Uy = Ug(s)-

Ist o eine Permutation der Symbole, das heifst in unserem Fall eine Permu-
tation von {0, 1}, so ist eine Symbolpermutation fiir ein i, 1 < i < n und fir
jedes Codewort u € C' die Transformation

u—u

mit

uy =y fir 1 < j <n,i#jund uj =0 (u;).
Definiton 1.3.3. Zwei Codes C' und C’ heifen dquivalent, falls C’ durch
Hintereinanderausfiihrung von Symbol- oder Positionspermutationen von C

erhalten werden kann.

Man kann zu jedem Code C mit erzeugender Matrix GG einen dquivalenten
Code C' finden, dessen erzeugende Matrix die Form

G' = [l | A]

hat. Iy ist hierbei die k£ x k Einheitsmatrix und A somit eine k& x (n — k)
Matrix. Bei der Uberfithrung von G nach G’ sind die folgenden Transforma-
tionen erlaubt:

1. Permutieren der Zeilen

2. Permutieren der Spalten

3. Multiplizieren einer Reihe mit einem Skalar ungleich 0

4. Multiplizieren einer Spalte mit einem Skalar ungleich 0

5. Addieren eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Wir fiihren nun den Hamming Code H7 ein, um aus ihm dann gleich den
erweiterten Hamming Code Hg herzuleiten.

Beispiel 1.3.4. Der Hamming Code H7 ist ein binédrer, zyklischer, linearer
[7,4,3] Code der Léange 7 und hat das erzeugende Polynom

g(z)=1+z+2"

11



Die erzeugende Matrix ist also

1101000
G:0110100
0011010
0001101

Der Code besteht somit aus folgenden Wértern:

Ein dquivalenter Code wird von der Matrix

G =

o= O O
o O O

1
0
1
1

OO O =
OO~ O
O = =
—= == O

erzeugt. Die Gewichtsverteilung dieses Codes ist
Ag=1,A3=A, =74, = 1.
Hieraus bilden wir nun den erweiterten Hamming Code Hg:

Beispiel 1.3.5. Wir fiigen an H7 eine Priifziffer an, die angibt, ob die An-
zahl der len im Codewort gerade oder ungerade ist. Damit erhalten wir den
erweiterten Hamming Code Hg, in dem jedes Codewort eine gerade Anzahl

12



an len hat. Dieser Code ist ein [8, 4, 4] Code und eine erzeugende Matrix ist:

1 00 01101

= 01000111

“loo 101110
00011011

Eine andere erzeugende Matrix ist

00001111

G- 00110011

o1 010101
11111111

Hs hat die Gewichtsverteilung
Ag=1,A, = 14, Ag = 1.

Nach [6], S.137 kann man ein Gitter aus einem (n, M, d) Code C' folgen-
dermafsen konstruieren:

A:\}ﬁ{xeznm mod 2 € C}.

Hiebei gilt die folgende Definition
Definiton 1.3.6. Fiir einen Punkt x = (z1,...,x,) im R” sei
z mod2=(x; mod?2,...,2, mod?2).

So kann man das Wurzelgitter Fg aus dem erweiterten Hamming Code Hg
konstruieren. In dem folgenden Beispiel mochte ich zeigen, wie viele Vektoren
mit Norm v/2 man erhilt.

Beispiel 1.3.7. Hg besteht aus einem Wort mit Gewicht 0, aus 14 Wortern
mit Gewicht 4 und aus einem Wort mit Gewicht 8.

Die Vektoren mit dem kleinsten Betrag (aufer dem Nullvektor), die modulo 2
gleich dem Wort (00000000) € Hg sind, haben die Form (+2,0,0,0,0,0,0,0)
und alle Permutationen davon, also insgesamt 16 Stiick. Multipliziert man

diese mit % wie in der Konstruktion oben, so erhélt man 16 Vektoren mit

Norm v/2.

Die kleinsten Vektoren, die modulo 2 gleich einem Wort mit Gewicht 4, also
nach Umordnung gleich einem Wort (11110000) sind, haben nach Multiplika-
tion mit % die Form % (+£1,£1,+1,4+1,0,0,0,0). Bei freier Vorzeichenwahl
und 14 Permutationen, macht das insgesamt 16 - 14 = 224 weitere Vektoren
mit Norm /2.

Betrachten wir schlieflich das Wort mit dem Gewicht 4, also (11111111), so
fallt auf, dass die zugehorigen Vektoren im Z"™ mindestens Norm 2 haben
und somit nicht gezahlt werden.

Also haben wir insgesamt 16 4 224 = 240 Vektoren mit Norm /2.

13



1.4 Konstruktion von Eg mit Hilfe von ganzen Ok-
tonionen

Ebenso kann das Wurzelgitter Fg aus den ganzen Oktonionen konstruiert
werden. Hierfiir miissen wir natiirlich erst einmal kldren, wann ein Oktonion
als ganz bezeichnet wird. In diesem Kapitel folgen wir [12], S.99ff und [13].

Definiton 1.4.1. Die Oktonionen sind als Vektorraum
7

(O):{a:aoo—l—Zaiei]aoo,al,...,cweR}.
i=1

Sie bilden eine nichtassoziative Algebra mit neutralem Element 1, wenn die
e; einige Gleichungen erfiillen, die man an dem folgen Diagramm, der Fano

Ebene, ablesen kann:
()

€5

Liegen e;, ej, e, auf einer Linie (wobei der Kreis auch als Linie zahlt), und
und sind so geordnet, wie die Pfeile es angeben, dann miissen e;, e;, e;, die
folgenden Gleichungen und alle zyklischen Permutationen davon erfiillen:

2 _ 2 2
e =¢; =¢€,=-1
eiej:ek:—ejei

Ein Konjugiertes von a = as + 21-7:1 a;e; sel @ = Qoo — 21'721 a;e;. Wir
definieren eine Norm auf O via

0 = aa = a2, + ¥7_, o?.

Die Oktonionen, bei denen alle Koeffizienten ganze Zahlen sind, heifien
Graves’sche Oktonionen.

Um aber auf die ganzen Oktonionen zu kommen muss noch etwas mehr
getan werden. Wir bilden sogenannte Halbierungsmengen von Indizees von
a.

14



Definiton 1.4.2. Wir betrachten ein Oktonion a, dessen Koordinaten in %Z
liegen. Wir nennen die Menge der Koordinaten, die nicht auch in Z liegen,
Halbierungsmenge der Indizes fiir a.

Weiter betrachten wir die Halbierungsmengen {oco, i, j, k}, wo e;, €, ex, auf
einer Linie in der Fano Ebene liegen, sowie die Halbierungsmengen {l, m, n, o},
WO €], €m, €n, €, nicht auf dieser Linie liegen. Diese Mengen, zusammen mit
der leeren Menge und {00, 1,2,3,4,5,6,7} bilden die co-Mengen. Diese sind
also die Mengen

0 00124 00235 00346 00156 00l37 00457 00267
001234567 3567 1467 1257 2347 2456 1236 1345

Natiirlich entsprechen die Oktonionen mit Halbierungsmenge () den Gra-
ves’schen Oktonionen. Die Oktonionen, deren Halbierungsmenge eine oo-
Menge ist, nennen wir co-Ganzzahl. Die co-Ganzzahlen sind multiplikativ
jedoch nicht abgeschlossen. Ein kurzes Beispiel belegt das:

Beispiel 1.4.3.

LS SRS VRS U WA WS SRS NS U W S ST SUE BUS
o T T BT ) g Tt TR T g ) T (g1 T g T gt T 9%
Vertauscht man nun in der Definition von co-Mengen und co-Ganzzahlen

oo mit 1, erhélt man die 1-Mengen und 1-Ganzzahlen. Diese sind erstaunli-

cherweise multiplikativ abgeschlossen (siche [12], S.103). Die 1-Mengen sind

0 o124 1235 1346  o0ld56 00137 1457 1267
001234567 3567 00467 00257 2347 2456 00236  00345.

Die ganzen Oktonionen seien nun die 1-Ganzzahlen. Diese bilden ein Fg-
Wurzelgitter. Hier haben die Wurzeln allerdings alle Lange 1. Wie schon bei
der Konstruktion von Fg aus dem Hamming Code, mochte ich auch hier
zur Uberpriifung die Anzahl der ganzen Oktonionen mit minimaler Norm
ausrechnen:

Beispiel 1.4.4. Die Graves’schen Oktonionen mit minimaler Norm ungleich
Null sind £1 und +e; fiir i = 1,...7. Das sind 16 Stiick der Lange 1. Bleiben
noch % (1+e;+ej+ex) und % (e1 + em + en + €5), wo o0ijk und Ilmno 1-
Mengen sind. Diese haben ebenfalls Norm 1 und es sind 16 - (7+7) = 224
Stiick. Damit kommen wir auf 224+16=240 ganze Oktonionen mit minimaler
Norm.

1.5 Konstruktion von Eg mit Hilfe von Del-Pezzo-
Flachen

Eine dritte Moglichkeit und die letzte, die wir hier auffithren mdchten, ist
der Weg iiber del Pezzo Fliachen und deren Picard-Gruppen. Wir definieren
zunéchst wie in [14], Seite 114:
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Definiton 1.5.1. Sei r > 1. Es seien
1. N, :=Z" = @!_,Zl; mit (I;) eine gewihlte Basis,
2. wp:=(-3,1,...,1) € N,
3. (=, —) eine Bilinearform N, x N, — Z mit

(lo,lo) = 1, (lz,lz) = —1 fiir ¢ > 1, (li,lj) =0 fir 4 75 j,

4 R.:={leN,|(w)=0,(1) = —2}.

Definiton 1.5.2. Eine Del-Pezzo-Fldche ist eine glatte projektive, rationale
Flache X, auf der die antikanonische Klasse Q‘_/l ampel ist.

In [14], Theorem 24.4 wird gezeigt, dass jede Del-Pezzo-Flache vom Grad
d bis auf Isomorphie entweder P! x P!, P? oder eine Aufblasung von P? in
9 — d Punkten in allgemeiner Lage ist. Hierbei sind Punkte in allgemeiner
Lage, falls keine drei kollinear sind und keine sechs auf einem Kegelschnitt
liegen. Sei nun V eine Del-Pezzo-Flache.

Definiton 1.5.3. Die Picardgruppe Pic (X) ist die abelsche Gruppe der
Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf X, mit dem Tensorprodukt als
Gruppenoperation. Weiter sei wy die Klasse der Biindel von Differentialen

Q.

Nach Lemma 24.3.1 und Proposition 25.1 aus [14] ist die Picardgruppe
einer Del-Pezzo-Flache V vom Grad d eine freie abelsche Gruppe und wenn
V nicht isomorph zu P! x P! ist, gibt es eine freie Basis (lo, ..., l,) in Pic (V),
mit r =9 — d, sodass gilt

1. wy = =3y + Zgzl l;.
2. (lo,lo) = 1, (lz,lz) = —1 fiir ¢ > 1, (li,lj) =0 fiir ¢ 75]

Somit stimmt das Objekt {Pic (V) ,wy, Schnittprodukt} mit dem Objekt
{N,,w,, (—,—)} tberein.

Kommen wir nun zum Zusammenhang mit Wurzelsystemen:

Proposition 1.5.4. Stattet man das orthogonale Komplement w:- von w, in
R ® N, mit dem Skalarprodukt von N, mit umgedrehtem Vorzeichen aus, so
ist wi- fiir r < 8 ein euklidischer Vektorraum der Dimenson 7. Die Vektoren
aus R, in w;- bilden dann ein Wurzelsystem vom Rang 7.

Beweis. (nach [14], S.127)

Zunichst zeigen wir, dass w; zusammen mit dem Skalarprodukt von N,
mit umgedrehten Vorzeichen einen euklidischen Vektorraum bildet. Hierfiir
zeigen wir, dass das Schnittprodukt selbst, das wir ja mit der Bilinearform
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auf N, identifiziert haben, auf w;- negativ definit ist.

Offensichtlich wird R ® N, von wy,ly,...,l. erzeugt. Ein Vektor habe also
die Form aw, + 22:1 b;l; Zunéchst schauen wir uns an, wie ein Vektor aus
R® N, der beziiglich der Bilinearform auf NV, orthogonal zu w, ist, aussieht.

(wr, awy + i bilZ') = ((—3[0 + i lz‘) , <—3al0 + i (bi + a) lz>>
=1 =1 =1
=9a(lo,lo) + Y _ (bi+a)(r1;) = (9—7)a— z;b

i SN——
-1 =1 )
Beim ersten Schritt sind alle Summanden mit Faktor (I;,1;) = 0 fiir ¢ # j.
Weiter ist also
”

(wr,awr+ibili> =0&a= 9iTZbi.
=1 1=

=1

Nun berechnen wir die Lénge eines solchen Vektors mit umgedrehtem Vor-
zeichen und erhalten

9a” (lo, lo) + > _ (b +a)* (I, 1) = (9 —r)a® = 2a ) b — Y b
=1 =1

i=1
T 2 T
1
:_9_T<Z;bi> -y

Nun miissen wir noch zeigen, dass R, = {{ € N, | (l,w,) =0, (I,]) = 2} ein
Waurzelsystem vom Rang 7 ist. R, ist endlich, da N, Nw;- ein Gitter in w;- ist
und es daher nur endlich viele Vektoren einer festen Lénge enthalten kann.
Die r Vektoren Iy —ls,...,l1 —1,lo—11 —lo —I3 sind linear unabhéngig, liegen
in w und haben Linge 2. Die Spiegelung an einer Hyperebene orthogonal
zul € R, eines x € w;- ist

si(x) =z + (x,1) 1.

Diese Formel wird aus der gew6hnlichen erhalten, wenn man das Vorzeichen
des Skalarproduktes tauscht und (/,1) = —2 benutzt. Es ist s; (R,) = R,, da
s; Lédngen und Orthogonalitdt zu w, erhalt und N, auf sich selbst abbildet.
Auflerdem ist fiir alle [, m € R, die Zahl 2 (éﬁ;) € Z. Damit ist die Proposition

bewiesen. O

Welche Wurzelsysteme sind dies nun aber? Um diese Frage beantworten
zu koénnen bendtigen wir noch eine Eigenschaft: Es sei Q (R,) C w;- die
Gruppe, die von R, erzeugt wird und P (R,) das duale Gitter:

P(R,) ={l €wyr | (I,m) € Z fiir alle m € Q (R,)}.
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Die Quotientengruppe P (R,)/Q (R;) ist endlich, da @ (R) C P (R). Die
Ordnung der Quotientengruppe wird Zusammenhangsindex von R, genannt.
Nach Proposition 25.3 in [14] ist fir alle 3 <r < 8: P (R;) /Q (R;) = Zg_,.
Nun koénnen wir den Zusammenhang mit Wurzelsystemen, insbesondere mit
Fg herstellen:

Proposition 1.5.5. Es sei R, ein Wurzelsystem mit Rang r fiir 3 <r <8,
wo alle Wurzeln die gleiche Lange haben und P (R;) /Q (R,) = Zg—,. Dann
ist R, isomorph zu einem der Systeme

A1 x A, Ay, Ds, Eg, 7, Eg.

Beweis. Die Tabellen in [2] auf den Seiten 250-275 zeigen, dass Wurzelsys-
teme der Typen By, Cj, Fy und G4 die erste Bedingung nicht erfiillen. Die
verbleibenden Wurzelsysteme haben folgenden Index:
A D Es E7 Es

Index 1+1 4 3 2 1
Ist R, = R, X R,, ein zerlegbares Wurzelsystem vom Zusammenhangs-
index ¢ und R,, und R,, vom Index i; bzw. i3, so gilt i = 1 - i2 und
Rang (R,) = Rang (R;,) + Rang (R;,).
Sei nun r = 8. Von den verbleibenden hat nur Fg den Zusammenhangsindex
1. Daher ist Rg isomorph zu Fj.
Fiir r = 4,5, 6 wird der Zusammenhangsindex 9—r eine Primzahl. Daher sind
die zugehorigen Wurzelsysteme R, unzerlegbar und es bleibt nur R; = Fr,
R6 = E6 und R4 = A4 iibrig.
Ist » = 5 so benétigen wir ein Wurzelsystem vom Index 4 mit Rang 5. Ist
Rs5 unzerlegbar, so bleibt nur Ds als Moglichkeit iibrig. Ware Ry zerlegbar,
so hitten beide Summanden Zusammenhangsindex 2 oder einer Index 4 und
einer Index 1. Da die Rénge sich aber auch zu 5 aufaddieren miissen, fallen
die E; von vornherein als Summanden raus. Die D; konnen aber auch keine
Summanden sein, da der andere Summand Index 1 haben miisste und Rang
5 — [ haben miisste. Einen solchen gibt es nicht. A; x A; hat zwar Index 4
aber nur Rang 2. Fiir = 3 muss R3 Index 6 haben. Ware Rs unzerlegbar, so
kédme nur As in Frage, dies hat aber offensichtlich den falschen Rang. Also ist
R3 zerlegbar und es kommt auf Grund des Ranges nur A; x As in Frage. O

Nun aber zur Konstruktion von FEjg:
Es sei

| =aly — Zbizz- € N,.
=1

Dieser Vektor liegt in R,, falls er orthogonal zu w, ist und Lange 2 hat
(beziiglich des Skalarproduktes in w;-). Fiir die Koeffizienten a,b; € Z muss
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also gelten:
0= (wp,1) :30,—2()1- (1.1)
i=1

2=(,0)=—-a*+) 0. (1.2)
=1

Jetzt setzen wir r = 8.

Proposition 1.5.6. Die Wurzeln von Rg kénnen aus den Wurzeln [ mit
folgenden Koeffizienten durch Vorzeichenwechsel und Permutation der b; er-
halten werden:

a bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 bg
o 1 0 o0 0 O O 0 -1
11 1 1 0 0O 0O 0 O
2 1 1 1 1 1 1 0 0
3 1 1 1 1 1 1 1 1

Beweis. Es ist klar, dass die Tabelle alle ganzzahligen Losungen des Glei-
chungssystems anzeigt, die die Bedingungen 0 < a < 3 und by > --- > bg
erfiillen. Nun miissen wir noch zeigen, dass das trotzdem alle Losungen von
1.1 und 1.2 sind. Hierfiir geben wir eine Spiegelung beziiglich einer Wurzel
an, die bei allen Wurzeln a verédndert und zeigen dann, dass |a| trotzdem
nicht grofer als 3 wird. Es sei also (a, by, ...,bs) eine beliebige Losung des
obigen Gleichungssystems. Wir vertauschen falls notig, die Vorzeichen und
permutieren die b; so, dass @ > 0 und b; > --- > bg gilt. Dann ist mit 1.1

1 1
a:§Zbi§g(bl—|—b2—|—b3—|—b1—|—b2+b3—|—b1+b2)<b1—|—b2—|—b3.
=1

Setze | :=(1,1,1,1,0,0,0,0,0) und s; die Spiegelung beziiglich /. Dann ist

0>c:i=

la—br—by—b
st((ayb1,. .. b)) = (a,br,...,by) —2 (e 12 2~ bs)

= (a+c,b1 + ¢, by + ¢, b3+ ¢, by, bs, bs, by, bg) .

l

Also wird a bei der Spiegelung beziiglich [ reduziert. Daher kann man alle
Wurzeln durch Permutationen der b;, Vorzeichenwechsel und Spiegelung be-
ziiglich [ aus der Tabelle erhalten. Da aber |a+c¢| = |2a —b; —b; —by,| < 3 fiir
alle in der Tabelle aufgefiihrten Losungen und deren Negativen gilt, folgt,
dass man nie eine Losung (a, b, ..., bs) erhilt, mit |a| > 3. O

Wieder werden wir die Zahl der kiirzesten Wurzeln berechnen:
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Beispiel 1.5.7. Nach Tabelle 1.5.6 sind die Wurzeln

+(li—1;),1<i<j<8 macht 2 - 2)256
t(lo+Li+l+10),1<i<j<k<S8 macht2-<§>:112
8

[0 JIN\V]

>:56
=16

y

:I:(2l0+l1+---+l;+'--+j+--~—|—l8>,1§i<j§8 macth-(
+Blo+h+--+2;+---+1g),1<i<8 macth-(

Also insgesamt 56 + 112 + 56 + 16 = 240.
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Kapitel 2

Die Coxeter-Ebene

Mit Hilfe einer Projektion auf die Coxeter-Ebene méchte man ein zweidimen-
sionales Bild von Wurzelsystemen erzeugen, das moglichst viel der ganzen
Symmetrie erhélt. Wir werden in allen Abschnitten alle Konstruktionen und
Berechnungen am Beispiel von As nachvollziehen. In Abschnitt 1 werden
grundlegende Vorbereitungen getroffen und einige wichtige Definitionen auf-
gefiihrt. Die eigentliche Konstruktion der Coxeter-Ebene nach Humphreys [1]
und Bourbaki |2] folgt dann in Abschnitt 2. In Abschnitt 3 werden wichtige
Eigenschaften aufgefiihrt, aus welchen dann in Abschnitt 4 als Folgerung eine
einfachere Konstruktion (nach Stembridge [3|) dieser Ebene gegeben werden
kann.

2.1 Vorbereitung

Im ganzen Kapitel sei eq, . . . ¢; die Standartbasis von R! und V ein n-dimensonaler
reeller Vektorraum. R C V sei ein nicht notwendigerweise kristallographi-
sches Wurzelsystem (wir erlauben also Koeffizienten aus R) und S = {a1,...,an}
seine einfachen Wurzeln. Weiter seien s; = s,,, fiir ¢ = 1,...,n die einfa-
chen Spiegelungen an den zu «; orthogonalen Hyperebenen H; und W =
(S1,...,8n) C GL (V) die zugehorige Spiegelungsgruppe. Wir kénnen an-
nehmen, dass W irreduzibel und wesentlich ist und dass alle Wurzeln in R
Vektoren mit Lange 1 sind.

Zunéchst bendtigen wir die Definition vom Coxeter-Element und der
Coxeter-Zahl. Beide werden eine fundamentale Rolle fiir Eigenschaften der
Coxeter-Ebene spielen:

Definiton 2.1.1. Das Element w := s1---s, € W heifit ein Coxeter-
FElement von W.

Alle Coxeter-Elemente sind nach [1], Proposition 3.16 unter W zueinan-
der konjugiert. Daher haben sie die gleiche Ordnung h . Man kann die Num-
merierung der einfachen Wuzeln so wahlen, dass aq, ..., a, und a,41,...,ap
jeweils paarweise orthogonal sind (|2], S.123).
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Definiton 2.1.2. Wir nennen h = ord (w) die Cozeter-Zahl.

Beispiel 2.1.3. Sei V ={v e R* [ v; + vo +v3 =0} und R={v € V | jv| = 1},
also ein Wurzelsystem vom Typ As. Es sei weiter S = {% (e1 —e2), % (eq — 63)}

die Basis von R. Zunéchst benotigen wir die Matrizen, die die Spiegelungen
an a1 und ag darstellen.

a b c
Fir sq, = | d e f | muss gelten:
g g 1
a b c /2 —1/v2 a =b-1
d e f|-|-Yv2]=1| Yv2 |,also: [d =e+1],
g g i 0 0 g =h
a b c 0 /2 b =c+1
d e fl-| Yvz | = 0 ,also: e =
g g i —1/v2 —1/vz h =i—-1
Also ist
010
Say =11 0 0.
0 01
Genauso berechnet man
1 00
Sap= [0 0 1].
010
und somit ist ein Coxeter-Element
0 0 1
W=38q Sy, =11 0 0
010

Die Coxeter-Zahl ist h = 3.

2.2 Konstruktion

In diesem Abschnitt folgen wir [1], §3.18. Von nun an sei w das Coxeter-
Element mit w = yz, wobei y = s1...s, und z = $,41...5, und sowohl
Qai,...,qp, als auch ayqq,...,a, paarweise orthogonal sind. Es sei weiter
wi, . ..,w, die Basis in V, sodass (w; | ;) = d;;.

Wir benétigen nun

Y = <W7"+17-~,wn> und Z = <W1,...,wr>.
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Aus Dimensionsgriinden muss gelten:
Yt =(a,...,00) und Z+ = (apy1, ... ap).
AufRerdem ist
YCY' =Hin---NH,und ZC Z :=H.,1N---NH,.

Da nur 0 orthogonal zu allen ; ist, gilt Y'/NZ' = 0. Auflerdem ist V =Y @ Z,
also folgern wir, dass Y = Y/ und Z = Z'. Zur Veranschaulichung, hier ein
Beispiel:

Beispiel 2.2.1. As:

(w2) = Hy
a2 a1 + Qo

aq

Bemerkung 2.2.2. Ist ein Vektor 2’ (bzw. y’) orthogonal zu Z (bzw. Y),
so gilt z(2') = =2’ (bzw. y (v') = —v/). Liegt 2’ (bzw. 3/) in Z (bzw. Y), so
ist z (') =2 (bzw. y (¥') = ¥).

Nun sei a der Endomorphismus auf V, der jedes w; auf das entsprechende
«; abbildet. Die Matrix beziiglich der Basis w1, ..., wy, ist A = ((o, o))

Also ist A positiv definit, symmetrisch mit a;; < 0 fiir ¢ # j und hat
somit nach [1], Proposition 2.6 einen positiven Eigenwert ¢ mit zugehorigem

Eigenvektor (c1,...,c,) in R™, wo alle ¢; > 0.
Definiere
T n
A= Zc,wi und p = Z Cjw;j.
=1 j=r+1

Es sei P die Ebene, die von RA und Ry aufgespannt wird. P heifst Cozeter-
Ebene.

Beispiel 2.2.3. Fiir A, ist:



Diese hat einen Eigenwert ¢ = %, der zugehorige Eigenvektor ist (1,1). Damit
wird die Coxeter-Ebene von A = wy und pu = wy aufgespannt. Diese kénnen
leicht berechnet werden, da (w; | ;) = 6;; gelten muss und die Koordinaten
von w; aufsummiert null ergeben miissen. Also ist

2V2/3 V2/3 2 1 v2/y3 0
P=< Vs || Vs >=< U E >:< ~Yvava || 1fve
—V2f3)  \—2v2s ~1) \-2 ~1/vavs) \-1/va

wobei die letzte Gleichheit nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren gilt. Nun kénnen wir die Projektion aller Wurzeln auf
P = (p1,p2) direkt berechnen.

Hierbei ist pr(«) = (a | p1) <(1)> + (a | p2) <(1)), also:

) 0 ()1 () ©

pr(og) = —1/v2 —1/v2v3 0 —1/v2 1/v2 )=
0 —1/V2v3 0 —1/v2
0 V2/\3 ) 0 0 0
pr(ag) = 1/\/2 ‘ —1/v2v3 . <0) + /3 ' /3 . <1> =

~1vz) | \~1/vavs —1/vz) | \~1/vz

Da die Projektion linear ist, kann man nun ein zweidimensionales Modell
von Ay angeben. Hierbei sei erwdhnt, dass zwei Punkte mit einer Linie ver-
bunden werden, falls die zugehorigen Wurzeln néchste Nachbarn sind, das
heifst falls die Differenz der Wurzeln wieder eine Wurzel ist:

Q2

—Q1 o1 + Q9

—Q] — Q2 aq

2.3 Eigenschaften

Wir werden nun zeigen, dass die eben konstruierte Coxeter-Ebene unter dem
oben festgelegten Coxeter-Element fest bleibt. Auflerdem werden wir die Wir-
kung des Coxeter-Elements auf P genauer analysieren.

Satz 2.3.1. Seit w das Coxeter-Element und P die Coxeter-Ebene. Dann ist
w(P)=P.
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Beweis. Seien ¢ und (cy, ..., ¢,) wie eben positiver Eigenwert und Eigenvek-
tor von A. Es gilt:

n n

n n n n
cj,ai; ER
E cjaj = E Cj . E aijwi = E E CLZ'jCj = E W;CC;.
Jj=1 Jj=1 i=1 =1 i=1

Wi
=1 j=

Nun nehmen wir auf jeder Seite das innere Produkt mit «o; fiir ein i €

{1,...,r}:

(&7

n n
E CjOéj (67 = E CCij'
j=1 7j=1

n n
= ¢ (ajlai) = ey (wylow)
j=1

Jj=1

(Oéj |C¥1):6” fiir je{1,...,r}

n
¢+ Z ¢j (aj]ay) = ccy.

(wjlag)=6s; e

Damit berechnen wir:

(c—l))\:(c—l)Zciwi

T n

= | D ¢ilaglai) |wi
i=1 \j=r+1
n T
= > g (Z (aj|ai)wi>
Jj=r+1 =1
n n
(ajlei)=0i;
o ST | D (alen) wi —w;
j=r+1 ¢:1v’
=aj;

n
= Z Cijo; —
Jj=r+1
—_——
=V

Hier sieht man, dass man die Ebene P auch mit A und v aufspannen kann.
Nun ist v orthogonal zu allen wi,...,w,, da die w; duale Basis zu den «;
bilden. Daher ist v auch orthogonal zu Z = (wi,...,wy). Wie in 2.2.2 gilt
somit z (v) = —v. Auberdem gilt z(\) = A\, da A € Z. Damit ist z (P) = P.
Genauso zeigt man y (P) = P und erhélt somit w (P) = P. O
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Korollar 2.3.2. Sei w = yz das Cozxeter-Element wie oben und P die
Coxeter-Ebene. Dann operiert w auf P als Drehung.

Beweis. Da p€ PNY ist y(u) = p und y‘P eine Spiegelung beziiglich Ry.

Genauso ist z’P eine Spiegelung beziiglich R\ (da A € PN Z). Damit folgt
sofort die Behauptung. O

Nun ist es aber interessant zu wissen, um welche Drehung es sich handelt.

Satz 2.3.3. Es sei w das Coxeter-Element, h die Coxeter-Zahl und P die
Cozxeter-Ebene. Dann hat w die Ordnung h auf P.

Beweis. Nach [1], Theorem 1.12, ist

D::{B€V|(ﬂ|a)20Va€S}:{ZaiwieVMizOW}

i=1
der Fundamentalbereich von W. A und p liegen beide in D. Daher ist
PND={a\+bu|ab>0}#0.

Nun sei ¢t die Ordnung von w auf P. Dann ist w’ (p) = p fiir alle p € P.
Daher existiert ein p’ € PN D, sodass w! (p') = p’. Also ist w® = id auf ganz
V und somit ist ¢ = h. O

Zusammen mit Korollar 2.3.2 sieht man sofort, das folgende Korollar:

Korollar 2.3.4. Sei w das Cozeter-Element, h die Cozeter-Zahl und P die

Coxeter-Ebene. Dann operiert w auf P als Drehung um 27”

Es folgt:

Korollar 2.3.5. Die primitive h-te Finheitswurzel e i st ein Eigenwert
mit Multiplizitit 1 von w auf P.

Beweis. Siehe Korollar 2 in [2], Kapitel 5, § 6, Abschnitt 2. O

2.4 Folgerung

Uber das letzte Korollar 2.3.5 kommt man auf eine einfachere Definition der
Coxeter-Ebene P. Diese wollen wir in diesem Abschnitt herleiten.

Sei von nun an w irgendein Coxeter-Element. Es ist egal, welches wir wéah-
len, da ja wie in Abschnitt 2.1 erwéhnt, alle Coxeter-Elemente konjugiert
zueinander sind. Es sei weiter z der Eigenvektor von w zum Eigenwert e
Da w € W ist, gilt:

(w(a)2) = (alw(z)) = ¢ (alz) Ya e V.

Das heifst, wenn auf z projektiert wird, operiert w als Drehung um 27 auf
allen Wurzeln. Wir kénnen P also durch Re (z) und Im (z) aufspannen ([3]).
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Beispiel 2.4.1. Fiir As war ein Coxeter-Element

0 01
w=1[1 0 0
010
Da die Coxeter-Zahl h = 3 war, benétigen wir nun den Eigenvektor v zum
Eigenwert e’ = cos (%ﬂ) + sin (%ﬂ) S = —% + @ - 1. Dieser ist
2

z=|-1-+3-i
—14+V3-i

also ist

2 0
P :< 1], -v3 >
-1 \/g
Man sieht gleich, dass diese Ebene gleich derjenigen ist, die wir in 2.2.3
berechnet haben.

Fiir ein festes Coxeter Element w ist die Coxeter Ebene eindeutig, da wir
in 2.3.5 gesehen haben, dass die primitive h-te Einheitswurzel ein Eigenwert
mit Multiplizitdt 1 von w ist. Wahlen wir ein anderes Coxeter Element, so
kann auch die Coxeter Ebene eine andere sein:

Beispiel 2.4.2. Die Weyl Gruppe von Aj ist nach [1], 2.10 S4. Diese hat
die Erzeuger

01 00 1 0 00 10 00
51:100032_001033_0100
001 0]’ 010 0]’ 0 0 01
00 01 0 0 01 0010
Das Coxeter Element w; = s1s953 hat zum Eigenwert et = i den Eigen-
vektor
0 -1
-1 ) 0
V1 = 0 +1 1
1 0

und das Coxeter Element wo = s153s2 den Eigenvektor
-1 0

0 +1-

0 1
1 0

Vo =

v1 und vy spannen offensichtlich nicht die gleiche Ebene auf.
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Im Anhang befindet sich ein Maple Programm, mit dem man sich die
Projektionen aller Wurzelsyssteme auf die Coxeter-Ebene ausgeben lassen
kann. Alle Kanten, deren duferste Endpunkte auf ein und demselben Ring
um den Ursprung liegen, haben die gleiche Farbe. Falls keine zwei unter-
schiedliche Wurzeln auf den gleichen Punkt projektiert werden, so liegen die
projektierten Wurzeln auf konzentrischen Kreisen um den Ursprug, und zwar
auf jedem genau h Stiick.

Abbildung 2.1: A5
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Abbildung 2.2: B4

Abbildung 2.3: C4

I

29







Abbildung 2.6: E7
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Man kann die Wurzeln eines Wurzelsystems auch in die Coxeter-Ebene
einer Unteralgebra projektieren. So sieht die Projektion von FEg auf die
Coxeter-Ebene von Ejg folgendermafsen aus:

Abbildung 2.8: E8 in der Coxeter Ebene von E6
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Kapitel 3

Platonische Polychora

Die platonischen Polychora sind regulére, konvexe, vierdimensionale Polyto-
pe. Sie bilden sozusagen das vierdimensionale Analogon zu den platonischen
Korpern. So entsteht der sogenannte 5-Zeller beispielsweise, wenn man eine
Pyramide ABCDE auf einer Basis ABCD in Tetraeder-Form baut. Der 8-
Zeller ist ein Prisma mit einem Wiirfel als Basis. Der sogenannte 600-Zeller
Cso0, spielt eine wichtige Rolle bei der Projektion von ES8 in den dreidimen-
sionalen Raum.

Wir werden in diesem Kapitel zunéichst das Schlifli-Symbol® einfiihren, wel-
ches regulére Polytope und Parkettierungen (beliebiger Dimension) beschreibt.
Dann werden wir eine notwendige Bedingung dafiir angeben, dass ein Poly-
chor regular ist und anschliefend die sechs moglichen Polychora konstruieren
und ihre kartesischen Koordinaten angeben. Im ganzen Kapitel folgen wir [5],
22.1-22.3.

3.1 Vorbereitung

Definiton 3.1.1. Ein Schlifli-Symbol hat die Form {p, ¢,r,..} und ist eine
rekursive Beschreibung von reguldren Polytopen. So stellt {p} ein reguld-
res Polygon mit p Ecken dar. Ein regulédres Polyeder ist eine Verklebung
gleicher reguldrer p-Ecke, sodass jede Kante zu zwei Flachen gehort und an
jeder Ecke q reguldre p-Ecke anliegen. Dieses stellt man mit {p, ¢} dar. So
hat zum Beispiel ein Tetraeder an jeder Ecke 3 aneinander liegende gleich-
seitige Dreiecke und hat somit das Schlafli-Symbol {3,3}. Bei einem Wiirfel
liegen an jeder Ecke drei Quadrate. Er wird deshalb mit dem Symbol {4, 3}
beschrieben. Ein Polychor {p, q,r} ist analog eine Verklebung gleicher regu-
larer Polyeder {p, q}, die so aneinander liegen, dass jede Fliache {p} zu zwei
Zellen {p,q} gehort und an jeder Kante r Zellen anliegen. So kann man re-
kursiv alle {p,q,r,..,w} definieren.

benannt nach dem Schweizer Mathematiker Ludwig Schlifli, 1814-1895
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Zur Veranschaulichung mochte ich hier die Schlafli-Symbole der Dimen-
sion 3 auffiihren:

Beispiel 3.1.2. 1. Tetraeder: An jeder Ecke liegen 3 Dreiecke an. Somit
hat das Tetraeder Schléfli-Symbol {3,3}. Die Selbstdualitidt des Tetra-
eders erkennt man daran, dass p = ¢ im Schlafli-Symbol ist.

2. Wiirfel: An jeder Ecke liegen 3 Vierecke an. Somit hat der Wiirfel
Schléfli-Symbol {4, 3}.

3. Oktaeder: An jeder Ecke liegen 4 Dreiecke an. Somit hat der Oktaeder
Schlafli-Symbol {3,4}. Man erkennt an den vertauschten p und ¢, dass
Wiirfel und Oktaeder dual zueinander sind.

4. Dodekaeder: An jeder Ecke liegen 3 Fiinfecke an. Somit hat der Dode-
kaeder Schlafli-Symbol {5, 3}.

5. Ikosaeder: An jeder Ecke liegen 5 Dreiecke an. Somit hat der Ikosaeder
Schléfli-Symbol {3,5}. Auch hier erkennt man wieder die Dualitét von
Dodekaeder und Ikosaeder.

Des weiteren werden wir noch die Eckfigur eines {p,q,r,...,w} benoti-
gen. Eine Eckfigur von {p,q} ist die Schnittfliche die entsteht, wenn man
eine Ecke des Polyeders so abschneidet, dass man alle angrenzenden Kanten
halbiert hat. Die Ecken der Eckfigur sind also die Mittelpunkte der angren-
zenden Kanten. Sie bilden ein {q}.

Definiton 3.1.3. Die Ecken der Eckfigur eines Polychor {p,q,r} sind die
Mittelpunkte der Kanten an einer Ecke des {p,q,r}. Die Eckfigur ist ein
{q,r}. Des weiteren ist jede Flache der Eckfigur selbst Eckfigur einer Zelle,
die an der gleichen Ecke des {p, q,r} anliegt.

Die Eckfigur eines {p,q,r,...,v,w} ist ein {q,r,..., v, w}.

Satz 3.1.4. Bezeichnen wir mit Ny die Anzahl der Ecken, mit N1 die Anzahl
der Kanten, mit No die Anzahl der Flichen und mit N3 die Anzahl der Zellen
so gilt:

Ng — Ny + Ny — N3 =0.

Beweis. Wir benétigen zunéchst einige Beobachtungen iiber Polyeder. Seien
hierfiir V, E und F die Anzahl der Knoten, Kanten und Fléchen eines Po-
lyeders {p, q}. Dann gilt V' — E 4+ F = 2 (vergleiche zum Beispiel [5] S. 152).
Aufierdem ist

qV =2F = pF. (3.1)

Wenn man alle ¢ Kanten an jedem der V' Knoten zéhlt hat man jede Kante
zwei mal gezdhlt, da jede Kante zwei angrenzende Knoten hat. Wenn man
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alle p Kanten von jedem der F' p-Ecke zdhlt, so hat man auch jede Kante
zwei mal gezéhlt, da jede Kante zwei angrenzende Flachen hat. Damit gilt:

Vv E F V-E+F 2 4pq

Yo Y2 Vo Ya—Vatlp Yatlp—12  2p+2q0—pg
und daher

2 1 1 1 1
E=—"T1 _ypd==-4--:. (3.2)
2p+2q —pq E p q 2
Erinnern wir uns nun, dass die Zellen die Form {p, ¢} haben und sei weiter
V', E' und F’ die Anzahl der Knoten, Kanten und Flichen der Eckfiguren
{a.r}.
Die F Fliachen aller N3 Zellen sind alle Ny Flichen des gesamten {p,q,r}.
Jede Flache gehort aber zu zwei Zellen und somit gilt:

FN;3 = 2Ns. (3.3)
Damit ist
1
EN; & 5PF N3 23 N, (3.4)

Die Anzahl V' der Knoten der Eckfigur an einem Knoten sind definitions-
gemif die Anzahl der Kanten an diesem Knoten. Somit sind die V/ Knoten
aller Ny Eckfiguren alle N7 Kanten von {p,q,r} aber zwei mal gezéhlt, da
jede Kante an zwei Knoten angrenzt. Somit gilt:

V/Ny = 2]N;. (3.5)

Wenn wir E Kanten von jeder der N3 Zellen zdhlen, so haben wir jede Kante
r mal gezéhlt da r Zellen um jede Kante liegen:

EN3 = TNl. (36)
Damit gilt:

1
rN; 2 57V No BN, (3.7)

Also ist
E/NO = TNl :pN2 = EN3

und mit 3.2 sind die Zahlen Ny : Ny : No : N3 proportional zu
11 1.1 11 1 1

g r 2

;.5.5 6_5-
Daher gilt
Nog— N1+ No—N3=0
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Bemerkung 3.1.5. Diese Formel héngt, wie auch schon fiir den dreidimen-
sionalen Fall eng mit der Eulercharakteristik der Einheitssphare x (53) =0
zusammen. Nach [23], Kapitel 7 ist die Eulercharakteristik eines CW Kom-
plexes als die alternierende Summe der Zellenanzahlen definiert, also

X (X):= Z (—=1)" - (Anzahl der i-Zellen) .
i=0

Hierbei ist eine i-Zelle ein topologischer, zu R? homéomorpher Raum.Die i-
Sphiire S* kann in eine 0-Zelle (ein Punkt a) und eine i-Zelle (S%\ a) zerlegt
werden. Daher ist

x(S™) =1+ (-1)".

Allgemein kann man zeigen [15], dass fiir einen CW-Komplex X gilt:

= 3 (1) dim (Hy (X)),

=0
wo H; (X) die i-te Homologiegruppe von X bezeichnet.

Satz 3.1.6. Die einzig maoglichen endlichen, vierdimensionalen, requldren
Polytope sind

{3,3,3}, {3,3,4}, {3,3,5}, {4,3,3}, {3,4,3} und {5,3,3}.

Beweis. Der Beweis beruht auf zwei Uberlegungen:

1.: Die Summe der Raumwinkel der Polyeder, die um eine Kante liegen muss
kleiner als 360° sein.

2.: Es miissen mindestens 3 Polyeder um eine Kante liegen. Der Raumwinkel
eines Tetraeders ist etwa 70,53°. Daher kann man nur drei, vier oder fiinf
Tetraeder um eine gemeinsame Kante legen. Also sind {3, 3,3}, {3,3,4} und
{3,3,5} die einzigen Moglichkeiten.

Die Raumwinkel von Wiirfels, Oktaeder und Dodekaeder liegen zwischen 90°
und 120°. Daher kann man nur drei um eine gemeinsame Kante legen und
{4,3,3}, {3,4,3} und {5, 3,3} sind die einzigen Moglichkeiten.

Das ITkosaeder hat einen Raumwinkel gréfser als 120° und kann deshalb so
nicht verwendet werden. O

Satz 3.1.7. Die notwendige Bedingung, damit ein vierdimensionales Poly-
choron mit Schlafli Symbol {p,q,r} regulir und endlich ist, ist
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cos(7/q) ) .

Beweis. Die Raumwinkel eines platonischen Korpers {p, ¢} ist 2-arcsin (Sin(ﬁ 7
Da r solcher Winkel zusammen kleiner als 27 sein miissen, muss jeder kleiner

als 2m/r sein. Somit muss arcsin <Z?§((:;Z§) < 7 sein und es folgt direkt die

Behauptung. O

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingung in 3.1.7 auch hinreichend
ist. Das macht man, indem man die vierdimensionalen reguldren Polychora
tatséchlich konstruiert. Siche hierzu [4], S.145-153.

3.2 Die regelmiafiigen Polychora

3.2.1 Der 5-Zeller, auch 4-Simplex oder Hypertetraeder

Der selbstduale 5-Zeller {3,3,3} kann konstruiert werden, indem man ein
Tetraeder ABCD im R* betrachtet und einen fiinften Punkt E auferhalb des
3-Raumes wahlt, in dem das Tetraeder lebt. Der Punkt E muss den gleichen
Abstand zu jedem der Punkte A, B, C und D haben, wie A, B, C und D unter-
einander. Dann verbindet man den Punkt E mit jedem der anderen Punkte.
Man konstruiert also eine vierdimensionale Pyramide mit einem Tetraeder
als Basis. Da man jede der Ecken A B,C, D und E als Spitzen betrachten
kann und jeder Punkt mit jedem verbunden ist sieht man leicht, dass der
5-Zeller aus fiinf Tetraedern, zehn Dreiecken, zehn Kanten und finf Ecken
besteht. Die Koordinaten eines 5-Zellers, der wie beschrieben auf dem gleich-
seitigen Dreieck ABC aufgebaut wurde, sind A = (2,0,0,0), B = (0,2,0,0),

C =(2,2,0,0), D = (1,1,22 —2,0) und E = (1,1, 1ok @)

Um jede Kante liegen drei und um jede Ecke vier Tetraeder.

3.2.2 Der 8-Zeller, auch 4-Mafipolytop oder Hyperwiirfel

Der 8-Zeller {4, 3,3} kann konstruiert werden, indem man einen Wiirfel AB-
CDEFGH entlang der vierten Dimension verschiebt, so wie man einen (drei-
dimensionalen) Wiirfel erhélt, wenn man ein Quadrat senkrecht zu der Ebene
verschiebt, in der es liegt. Zu den acht Ecken des Wiirfels kommen also noch
8 Ecken des verschobenen Wiirfels hinzu. Man erhélt durch diese Verschie-
bung insgesamt acht Wiirfel als Zellen, ndmlich den urspriinglichen Wiirfel,
den verschobenen Wiirfel und sechs, die durch die Verschiebung der sechs
Seiten des urspriinglichen Wiirfels entstehen. Es ergeben sich 24 Quadrate
und 32 Kanten. Man sieht leicht, dass ein so konstruierter 8-Zeller, der seinen
Mittelpunkt im Ursprung haben soll die Koordinaten (£1,4+1,+1,41) hat.
Um jede Kante liegen drei und um jede Ecke vier Wiirfel.
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3.2.3 Der 16-Zeller, auch 4-Kreuzpolytop

Wir werden den 16-Zeller anhand von Analogien zum Dreidimensionalen
konstruieren. Man kann einen Tetraeder in einen Wiirfel einschreiben, in-
dem man als Ecken des Tetraeders Ecken des Wiirfels so auswahlt, dass die
Ecken im Wiirfel nicht verbunden sind.

Abbildung 3.1

Die Seiten des Tetraeders konnen den verbleibenden Ecken des Wiirfels zuge-
ordnet werden und die sechs Kanten bilden je eine der Diagonalen der Seiten
des Wiirfels. Somit bilden die Mittelpunkte der Kanten des Tetraeders die
Eckpunkte des in den Wiirfel eingeschriebenen Oktaeders.

Verfahren wir nun analog mit dem 8-Zeller {4, 3,3}: Wir wéhlen zunéchst al-
ternierende Ecken von {4, 3,3}. Man erhélt ein Polytop mit acht Ecken. Die
Zellen des eingeschriebenen Polytops (Tetraeder) konnen den ausgelassenen
Ecken des 8-Zellers zugeordnet werden. Zuséatzlich zu diesen acht Tetraedern
erhélt man noch acht weitere, ndmlich je eines, das in je eine Zelle (Wiir-
fel) des {4, 3, 3} eingeschrieben ist. Man erhélt 16 Zellen fiir dieses Polychor,
daher heifst es 16-Zeller. Die Kanten des 16-Zellers sind 24 Diagonalen der
24 Flachen des 8-Zellers. Jede dieser Kanten gehort zu zwei Tetraedern des
ersten und zwei Tetraedern des zweiten Typs. Das Schlafli-Symbol des 16-
Zellers ist {3,3,4}. Er ist dual zum Hyperwiirfel.

Sieht man sich die Anzahl der Ecken, Kanten, Fliachen und Zellen des 8-
Zellers noch einmal an, so sieht man, dass der 16-Zeller dual zu diesem ist.
Man hatte die Ecken des 16-Zellers also auch als die Zellenmittelpunkte
des 8-Zellers wihlen konnen. Tut man dies, so erhélt man, dass die Koor-
dinaten der Ecken des 16-Zellers (+1,0,0,0), (0,4+1,0,0), (0,0,+1,0) und
(0,0,0,+1) sind. Wir werden spéter aber auch noch eine leichtere Methode
zur Konstruktion eines Kreuzpolytopes kennen lernen.

3.2.4 Der 24-Zeller

Der selbstduale 24-Zeller {3,4,3} wird aus dem 16-Zeller konstruiert. Man
nimmt als Ecken die Mittelpunkte der 24 Kanten. Als Zellen ergeben sich
zum einen die acht Oktaeder-Eckfiguren der Ecken des 16-Zellers und zum
anderen die 16 Oktaeder, die in die 16 Tetraeder eingeschrieben sind. Der
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24-Zeller besteht also aus 24 Oktaedern, 96 Dreiecken und 96 Kanten. Be-
rechnet man die Ecken als Mittelpunkte der 24 Kanten des 16-Zellers mit
Ecken (£2,0,0,0) mit allen Permutationen, so erhélt man alle Permutatio-
nen von (£1,+1,0,0), die Ecken des 24-Zellers. Der 24-Zeller ist selbstdu-
al und die Ecken des dualen sind (£1,0,0,0) und alle Permutationen und
(£1/2, £1/2,+1/2, £1/2). Die Wurzeln des Wurzelsystems Fj sind gerade die
Ecken des 24-Zellers und seinem dualen.

3.2.5 Der 600-Zeller

Um den 600-Zeller {3,3,5} konstruieren zu kénnen, benétigt man zunéchst
ein semireguldres Polychor, den schrigen 24-Zeller. Die Ecken des s{3,4,3}
erhilt man, wenn man die 96 Kanten des 24-Zellers im Verhéltnis 7 : 1 =
@ : 1 teilt. Er hat 24 Ikosaeder und 120 Tetraeder als Zellen, 480 Dreie-
cke, 432 Kanten und 96 Ecken mit Koordinaten (£7, 41, +0,0) und geraden

Permutationen. Hierbei sei 0 = 771 = @ Fiir eine ausfiihrliche Konstruk-
tion des schriagen 24-Zellers siehe [4], Seite 151f.

Da der Umkugelradius eines Ikosaeders kleiner als seine Kantenlénge ist,
kann man im Vierdimensionalen eine Pyramide konstruieren, die einen Iko-
saeder als Basis und 20 reguldre Tetraeder als verbleibende Zellen hat. Wir
setzten so eine Pyramide auf jedes Ikosaeder des s{3,4,3}. So ersetzen wir
jedes Ikosaeder durch ein Cluster von 20 Tetraedern mit einer neuen Ecke
(Spitze der Pyramide), zwolf neuen Kanten und 30 neuen Dreiecken. So er-
halten wir ein Polytop mit 96 + 1 - 24 = 120 Ecken, 432 + 12 - 24 = 720
Kanten, 480 4 30 - 24 = 1200 Dreiecken und 120 + 20 - 24 = 600 Tetra-
edern. Die 24 “neuen” Ecken entsprechen den Zellen des {3,4,3} und sind
die Ecken des dualen {3,4,3}. Sie haben also die Koordinaten (+2,0,0,0),
alle Permutationen und (+1,+1,+1, +1).

3.2.6 Der 120-Zeller

Den 120-Zeller {5, 3, 3} konstruieren wir als duales Polychor zum 600-Zeller.
Die 600 Ecken sind die Mittelpunkte der 600 Tetraeder. Der 120-Zeller be-
steht aus 120 Dodekaedern, 720 Fiinfecken, 1200 Kanten und 600 Ecken. Die
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kartesischen Koordinaten der Ecken sind

(£2,+2,0,0) und alle Permutationen ergibt 24 Vektoren

(:l:\/g, +1,+1, :l:l) und alle Permutationen ergibt 64 Vektoren
(ir, +7, 47, +0?) und alle Permutationen ergibt 64 Vektoren

(:|:7'2, +o,to, :l:a)
(:|:7'2, +02, 41, O) und alle geraden Permutationen ergibt 96 Vektoren

und alle Permutationen ergibt 64 Vektoren

(i\/g, +o, £, O) und alle geraden Permutationen ergibt 96 Vektoren
(+2,+1, +7,+0) und alle geraden Permutationen ergibt 192 Vektoren.

Um jede Kante liegen drei und um jede Ecke vier Dodekaeder.

3.3 Regulare Polytope in n Dimensionen

Fiir n > 5 gibt es nur noch drei regulire Polytope. Diese mochten wir hier
konstruieren und folgen hierbei [4], Kapitel 7.

Der regulare n-Simplex «,

Wie schon der Hypertetraeder (oder regulire 4-Simplex) aus dem Tetraeder
(oder reguldren 3-Simplex) konstruiert worden ist, kann man dies natiirlich
beliebig oft fortfithren. Je n 4+ 1 Punkte, die nicht in einem (n — 1)-Raum
liegen und gleichen Abstand zueinander haben, bilden einen reguldren n
dimensionalen Simplex «,,. Die Elemente sind Simplexe, die von Teilmengen
der n 4+ 1 Punkte geformt werden. Die Anzahl der k-dimensionalen Flachen

n—+1
N, = .
k <k+1)

Im n + 1-dimensionalen Raum kann man in einem Punkt O n + 1 paar-
weise orthogonale Linien anlegen. Dann bilden die n 4+ 1 Punkte entlang
dieser Linien mit gleichem Abstand zu O einen reguldren n-Simplex. Ein
so erzeugter Simplex mit Koordinaten (1,0, ...,0) und allen Permutationen
hat Kantenliinge v/2. Der regulire n-Simplex fiir n > 1 hat Schlifli-Symbol

{3,...,3} ={3"1}.

ist

Das reguliare Kreuzpolytop 3,

Legt man nun im n-dimensionalen Raum durch einen Punkt O n paarweise
orthogonale Geraden und markiert von O aus entlang jeder dieser Gera-
den in beiden Richtungen 2n Punkte, alle mit dem gleichen Abstand zu O,
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so erhélt man ein reguldres Kreuzpolytop ,. Die Zellen bestehen aus 2"
(n—1)-Simplexen. Die Permutationen von (£1,0,...,0) bilden ein regulires
Kreuzpolytop mit Kantenlinge /2. Fiir n = 2 erhélt man so ein Quadrat,
die Zellen bestehen also aus 4 Punkten. 83 ist ein Oktaeder, seine 2-Zellen
bestehen aus 8 gleichseitigen Dreiecken. 3, ist eine Dipyramide mit einem
Bn_1 als Basis. Daher sind alle Elemente entweder Elemente von (5,_1 oder
Pyramiden mit solchen Elementen als Basis. Daher sind alle Elemente Sim-
plexe und die Anzahl Ny, der oy, in f3,, ist die Anzahl N}, der oy, in -1 plus
zwel mal die Anzahl der ap_1 in Bh_1 :

Ny = Nj, +2N},_,.

Die Anzahl der Punkte Ny ist wie oben schon erwdhnt 2n und man zeigt
leicht mit Induktion, dass

N :2k+1 n )
g <k+1

Das regulire n-Kreuzpolytop hat Schlifli-Symbol {3,...,3,4} = {372 4}.

Das reguliare Malspolytop 7,

Eine dritte Konstruktionsméglichkeit ist die, wie wir schon den Wiirfel aus
dem Quadrat und den Hyperwiirfel aus dem Wiirfel erhalten haben. Wir
verschieben -y, _1 so, dass an jeder Ecke alle anliegenden n Kanten paarweise
orthogonal zueinander sind und die gleiche Lange haben und erhalten so
Yn- Yo ist wieder nur ein Punkt. Das Makpolytop hat 2" Ecken. Sei N} die
Anzahl von ~;’s in 7,. Diese Anzahl berechnet sich aus zwei mal der Anzahl
von v's in y,—1 (einmal fiir das v,_1, mit dem gestartet wird und einmal
fiir das, in das es verschoben wird) und der Anzahl der 7;_; in ~,—_1, die
durch das Verschieben zu v;’s in v, werden. So ist

N = 2N} + Ni_,.

N, =27k (™)
=2 ()

Das regulére n-Mafpolytp hat Schlifli-Symbol {4,3,...,3} = {4,3"2}.

also wieder mit Induktion:

Klassifikation

Wie schon in drei und in vier Dimensionen gibt es eine Bedingung, dass ein
n-dimensionales Polytop existiert:

Nach [4], Seite 130 hat jedes reguliare Polytop II,, ein Zentrum O,,, um das
wir Sphéren mit Radius ;R durch die Zentren der in II,, enthaltenen II; (fiir
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j € {0,...,n—1}) legen konnen. Oy ist somit eine Ecke, eine Kante wird
durch Oy in zwei gleiche Teile geteilt, ein regulires p-Eck {p} hat Zentrum
05 und so weiter. Der Radius ¢R ist natiirlich der Umkugelradius und ,,_1 R
der Inkugelradius. Der Winkel ® = OgO20; in einem {p} mit Kantenlénge 21

ist ® = 7/p und R sin ® = [. Sei nun analog bei einem II,, = {p, q,r,...,w}
® = 0y0,,01. Weitherhin bleibt
oRsin® = [.

Es seien gR',l’, ®’ die entsprechenden Werte der Eckfigur {q,...,v,q} von
{pa q,..-,0, w} Dann ist

oR' sin® =1"=1lcos/p

und ¢R’ = [ cos ®. Dies wollen wir kurz verdeutlichen:

Abbildung 3.2: Wie in [4], Seite 22 leicht verdndert

OR 01
l
id
O
O, 0
Es gilt also
cos T/p
cos b = sin ¢’
2
sin?® =1— cos;r/p
sin® ®/

Fiihren wir das so weiter aus und definieren wir () als den entsprechenden
Winkel in der i-ten Eckfigur, so erhalten wir

cos? /g

. b
sin? @

cos? /v

25 1
sin“®’ =1 751112 =k

csin? @) =1 —

Da ®("=2) = =/, gilt, ist daher

2
. COS™ T/p
sin?® =1 — 2/
1— cos? 7/q
1—... cos?2 T/y
1—sin2 T/w
_ Ap7q7"'7v7w
- ’
Aq,...,v,w

wobei die A-Funktion folgendermafsen rekursiv definiert ist:
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Definiton 3.3.1.
Apgrw =Dgr =D w- cos® 7/p mit A :=1 und Ay = sin? 7/p.
Nun erhalten wir also
sin?®sin? @' .. .sin2 d"2) = Ap g
Fiir ein endliches Polytop muss also gelten:
Apgrw > 0.

Gilt in dieser Gleichung Gleichheit, so stellt {p,q, ..., w} eine Parkettierung
des gesamten R™ dar. Wir mochten nachvollziehen, dass diese Gleichung mit
den uns bekannten fiir n = 3 und n = 4 stimmt und eine fiir n = 5 angeben:

Beispiel 3.3.2. 1. n = 3: Haben wir {p, ¢}, so ist die Bedingung
Apy=A, — Acos’ n/p = sin? 7/g — cos® 7fp = sin? 7/qg — 1 4 sin®7/p > 0
& sin? T/q + sin? m/p > 1.

Da p,q > 2 ist diese wegen dem Verlauf der Funktion sin?7/z genau
dann erfiillt, wenn

+>1
2

i
S

gilt.
2. n = 4: Haben wir ein {p, ¢, 7}, so ist die Bedingung
Apgr=0gr — A, cos? T/p=A, — A cos? /g — A, cos? T/p
= sin? 7/r — cos® 7/q — sin® 7/r cos® 7/p
= sin® 7/r (1 — cos® 7/p) — cos® /g > 0
< sin7/rsin/p > cos 7/q,
welche wir auch in 3.1.7 angegeben haben.

3. m = 5: Haben wir ein {p, ¢, 7, s}, so ist

Apgrs = Dgrs — Drscos” 7/p
= sin? /s — cos® 7/r — sin® 7/s cos® 7/q — (As—A cos? m/r) cos® 7/p
= sin? /s — cos® 7/r — sin® 7/s cos® 7/q — sin® /s cos® 7/p 4 cos® 7/r cos® 7/p
= sin® 7/s sin? 7/p — cos? 7/rsin® 7/p — sin® 7/s cos® 7/g > 0

B cos?/r  cos?T/q

— >0

<1
sin?7/s  sin®7/p

cos?/r  cos?T/q

<1
sin?7/s  sin?7/p
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Damit kann man nun zeigen, dass die einzigen Polytope in 5 Dimensionen
die folgenden sind:

as = {3,3,3,3}, der regulédre 5-Simplex
Bs = {3,3,3,4}, das regulire 5-Kreuzpolytop und
v5 = {4, 3, 3,3}, das reguldre 5- Mafpolytop.

Mit Induktion folgt dann, dass in mehr als fiinf Dimensionen «,, 8, und v,
die einzigen reguldren Polytope sind.
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Kapitel 4

Dreidimensionale Bilder von Ejg

Die Ecken des 600-Zellers kénnen mit den sogenannten lkosianen identifi-
ziert werden. Diese sind spezielle Quaternionen, die, mit zwei verschiedenen
Normen versehen, einmal zu den Ecken des 600 Zellers und einmal zu Ejg
isomorph sind.

4.1 Vorbereitung

Zunéchst klaren wir einige Notationen. Hierbei folgen wir [6], Seite 207ff und
7]

Notation 4.1.1. In diesem Kabitel sei F = Q (\/5) und

""F—>T (a—i—b\/g)/:a—b\/g

die Konjugationsabbildung. Es seien weiter 7 und o die reellen Nullstellen

von 22 —z — 1, also

1++5 1-—

und o :=
2 2

15

Man kann leicht nachrechnen, dass ¢ +7 = 1, o7 = —1, 0> = 1 + 0 und
2 =147

Wir wollen nun Quaternionen mit Koeffizienten aus F konstruieren.

Notation 4.1.2. Es sei H die Quaternionenalgebra tiber R, also

H = {2 =21 + 290 + 23] + 24k |21, 20,23, 24 ER,i* = j? = k> = —1

und ij = —ji = k, jk = —kj =i, ki = —ik = j}.

Auf Grund der Léange dieser Zahlen werden wir Quaternionen als 4-Tupel
(21, 22, 23, 24) geschrieben. Das Konjugierte z von z ist wie gewohnt z =
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z1 — 291 — 23] — z4k. Nun werden wir noch das innere Produkt von zwei
Quaternionen x := (z1, x2,x3,x4) und y := (y1, Y2, y3, y4) auf H definieren.

1, _
TY=3 (xy + yT) = z1y1 + T2y2 + T3Y3 + T4Ya.

Die hierdurch definierte Quaternionen-Norm von z ist
QN (2) = 22 = 27 + 25 + 23 + 27.
Des weiteren bezeichnen
H := Ri + Rj + Rk
die reinen Quaternionen. Sie haben die Eigenschaft, dass z = —z fiir z € HC.
Aufserdem seien Hy und Hg die F- und Q-Quaternionen-Algebren in H:
Hp :=F + Fi + Fj + Fk und Hg := Q + Qi + Qj + Qk.

Man kann die Konjugationsabbildung auf F zu einem Q-linearen Automor-
phismus auf Hy erweitern, indem man sie auf jeder Komponente von z an-
wendet: (21, 22, 23, 21) = (21, 25, 25, 7).

Bemerkung 4.1.3. Fiir x,y € Hy ist z-y € F und kann somit in der Form
(a + 7b) mit a,b € Q geschrieben werden.

Wir benétigen aber noch eine zweite Bilinearform auf Hy mit Werten in
Q.
Definiton 4.1.4. Wie eben in 4.1.3 bemerkt wurde, ist = - y von der Form
a + 7b. Wir definieren ein zweites Skalarprodukt (z-y)._, die sogenannte
rationale Form beziiglich 7:

(x-y), =awenn -y =a+7b.

Es lasst sich leicht zeigen, dass dies eine positiv definite, symmetrische
Bilinearform ist. Bilinearitdt und Symmetrie folgen direkt aus der Bilinea-
ritdt und Symmetrie des Standart-Skalarproduktes. Die positive Definitheit
ist auch schnell gezeigt:

Sei z € Hy, z = (21, 22, 23, 24) = (X1 + Y17, T2 + Y27, T3 + Y37, T4 + Y47) mit
x;,y; € Q. Dann ist:

(z- Z), = ((a:l + y17)2 + (xg + y27)2 + (ac3 + y37)2 + (x4 + y47)2>

T

2=1
= (x%+x%+x§+mz+y%+y§+y§+yz

+ (2 (@191 + 22y2 + T3ys + Taya) + ¥7 + Y3 + U3 + Vi) T)

T
=zi+aj+ai+al+yl+y3+u3+ui
> 0.

Offensichtlich ist (z-z), = 0 genau dann, wenn z = 0 ist. Genauso kann
man die rationale Form beziiglich o definieren.

46



4.2 Die Ikosiane

In diesem Abschnitt mdchte ich Ikosiane definieren, die die Ecken eines 600-
Zellers bilden und einen Weg aufzeigen, diese mit einem Fg-Gitter zu iden-
tifizieren.

Definiton 4.2.1. Die 120 Quaternionen

(£1,0,0,0) und alle Permutationen
1

5 (ELEL£1 £1)

1

3 (0,£1,+0,£7) und alle geraden Permutationen

mit Quaternionen-Norm 1 heiflen Finheits-Ikosiane. Sie bilden unter der
Standard-Quaternionen-Multiplikation eine endliche Gruppe Z der Ordnung
120. Der Ring der Ikosiane J ist die Menge aller endlichen Summen von
Elementen aus der Ikosianen-Gruppe.

Bemerkung 4.2.2. Ein typisches Ikosian liegt in Hr. Die Einheits-Tkosiane
sind genau die Ikosiane mit Quaternionen-Norm 1.

Nun wollen wir einen isometrischen Isomorphismus zwischen dem Q-
Spann des Wurzelgitters von FEg (=: U) und Hp angeben, unter dem die
240 Wurzeln von FEyg auf die 120 Einheitsikosiane und deren 7-Vielfachen ab-
gebildet werden. Hierbei verwenden wir das Standardskalarprodukt des R®
(=] —)auf U und 2 (— - —), auf Hg:

Satz 4.2.3. Es sei R das Wurzelsystem von Esund Z die Gruppe der Ikosiane
wie in 4.2.1 definiert. Dann gibt es einen isometrischen Isomorphismus m|
mit:

m;: R —ZU7TZT und (a] B)=2 (7T|| () ul (ﬁ))

;-
Beweis. Es sei

S:{Oél,...,CkS}

eine Menge von einfachen Wurzeln von Eg mit Dynkin-Diagram
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Dann ist 7 gegeben durch

1
a5 (—o,—7,0,—1) =t aq

1
Qg > 5 (0,—0,—7,1) =: as

1
o3 > B (0,1, —0,—7) =: a3

o H%(o,q, o, 7) = ay
as o Tas = 5 (0,-7,1,77)
as — Tag = % (0,7,1,—72)
ap > Tag = % (0,1,-72,7)
a7 Tay = % (1,-7%,0,—7)

Die Gleichheit (a | 8) = 2 (m (a) - m) (B))T lasst sich leicht mit Maple nach-
priifen. O

Trotzdem sollten wir die Gleichheit anhand von einem Beispiel nachvoll-
ziehen:

Beispiel 4.2.4.

(a1 | o) = —1
und
2 (TI'H (a1) -m (ag))T =2. % ((=o,—1,0,-1) - (0, =0, —7,1))..
:1 or —1 =—1.
2\~~~

—1 -

Genauso kann man einen isometrischen Isomorphismus 7 definieren, in-
dem man in der obigen Betrachtung 7 durch o ersetzt.
| bildet also vier einfache Wurzeln von Eg auf bestimmte Ikosiane und die
anderen vier auf 7-Vielfache derselben ab. Veranschaulichen wir, was hier
passiert an dem Dynkin-Diagram

6 0260Fa
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Wir benétigen noch eine Q-lineare Abbildung T in U, die diese Multiplika-
tion mit 7 schon in U simuliert. Es soll also gelten:

T:U — U mit 7 (Tx) =7m) (x) fiir alle z € U.
Wenn 7 (o) = 7 (o) gilt, dann ist
m (T ) = ) (i) = 7’27TH (aj) = m (o) + 7 (@) = m) (@) + ) (i) -

Wir setzen also:

To; = ar Toar =oa1 + ar
Toas = ag Toag=az+ ag
Tag = a;s Toas = a3+ as
Tag = ay Toy = ag+ ay.

Auflerdem gilt die folgende Bemerkung:
Bemerkung 4.2.5. Wenn fiir z € U gilt, dass QN (TI'H (:U)) € Q, dann ist
(x| Ta)=2-(m (2) 77 (ZL'))T =2 (TQN (7 (x)))T =0
und

Bemerkung 4.2.6. Fiir € R mit 7 (z) € Z ist 7 (T x) € 7Z und es gilt:

T2:_1+’T

(Ta|Tx)=2(rmy (x) 77 (a:))_r =2 | 7% (z-x) 2
——

1/,

4.3 Die Coxeter Gruppen H, und Hj

Nun werden wir die Coxeter Gruppe H, einfiihren.
Die Weyl-Gruppe von FEg ist

W (Eg) = (s1,-.-,88 | (sisj)mid =1).
Hierbei ist M = (m;;) durch die Matrix

1 3 2 2 2 2 2 2
31 3 2 2 2 2 2
2313 2 2 2 2
e R R
22 2 2 313 2
22 2 2 2 31 2
2 2 2 2 3 2 21

gegeben.

49



Definiton 4.3.1. Die Coxeter Gruppe H, ist abstrakt iiber die Représen-
tation

Hy = (S1, 52,83, | (8:8;)™ = 1)

gegeben. Hier ist nun

132 2
313 2
M=(mij)=|, 3 1 5
2 2 5 1

Bemerkung 4.3.2. Es sei x € H mit QN (z) = 1. Dann ist die Spiegelung
an der Hyperebene orthogonal zu z (im R* ~ H):
20-x VT + TV

Sy v v — r=0— ——L =10V — VIT — TV = —TVL.
T-T TT

Sei nun « € R eine Wurzel, die wenn sie in Hy betrachtet wird in Z liegt.
Dann liegt die mit Tx € R identifizierte Wurzel 72 in 7Z und es gilt nach
425 (Txz | x)=0.

Lemma 4.3.3. Es set x € L und s, und st, die Spiegelungen in U ~ Hy
beziiglich (— | —). Dann gilt mit unserer Identifikation von U und Hy dber
|

STxSx = Sx

Beweis. Es ist
2w—(v|z)x | Tx)
(Tz|Tx)

=v—(w|z)r—(v|Tz)Te=v-2(ww-2) -2 712), T2

Tax

ST2S20 =81, (V—(v|2)x)=0v— (v |2Z)2 —

Setze nun v -2 = p+7¢ mit p,q € Q, dann ist (v-z)_ =pund (v-72)_ =¢
und damit

STzSzV =v—2(p+7q)z =v—2(v-2)x = Sz0.

Setze nun

S = 5157 So 1= 5256 S3 1= 5355 Sy 1= 5488.

Satz 4.3.4. 51,...,54 erfillen die Coxeter Gleichungen fiir Hy.
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Beweis. Alle Gleichungen bis auf eine ((S35;)° = 1) folgen direkt aus den
Coxeter Gleichungen fiir sq, ..., sg. So ist zum Beispiel

2
8151 = 81878187 = (8187) =1.
Da mit 4.1 s1, s7, s3, s5 alle paarweise kommutieren gilt auch
2 2
(5153)" = (s1578385)" = 1.

Genauso gilt auch, dass sowohl s, als auch so mit sg und sy kommutiert,
daher ist:

(5152)3 = (81878286)3 = (8182)3 (8786)3 =1.
Die einzige Gleichung, die man so nicht erhélt, ist
(5354)5 = (83858488)5 =1.

Aber da s3s5545g ein Coxeter Element der Weyl Gruppe von der Lie Gruppe
vom Typ Ay ist, hat dieses die Ordnung 5 und erfiillt daher die Gleichung. [

Veranschaulichen wir wieder (wie in [18], Abschnitt IT B) mit den Coxeter-
Dynkin-Diagrammen was passiert ist:

DO OO @@ O-E-@®
! 12 - 2]

O~ (@)
OaOaCa0 , =)

Diesen Vorgang nennt man Faltung.

Nun konnen wir die Verbindung zwischen den Ikosianen und den Wurzel-
systemen vom Typ Hy herstellen. Fiir jedes z € 7 ist namlich S, : Z — 7.
Daher ist Z ein nicht-kristallographisches Wurzelsystem vom Typ Hy. Somit
ist {a1, a2, as, a4} eine Basis von Z sodass jedes Element von Z eindeutig als
nicht negative oder nicht positive Linearkombination von aq, as, a3 und a4
dargestellt werden kann.

Definiton 4.3.5. Die Untergruppe von Hy, die von S, S3 und Sy erzeugt
wird ist Hs:

H3 ~ (S5, 55, 54).

Lemma 4.3.6. Die Gruppe (Sa, Ss, S4) stabilisiert die reinen Quaternionen
Hp.
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Beweis. Ist * € T ein reiner Quaternion, gilt also £ = —x und, da alle

Elemente aus Z Einheitsquaternionen sind, also Z = 1 und somit 2~ ! = Z,
so gilt mit 4.3.2

Sy v — —xbx = 20 (—2) = 20T = xvx "
Ist v nun ebenfalls ein reiner Quaternion, so ist S, (v) auch ein reiner Qua-
ternion und die Behauptung ist bewiesen. O

4.4 Eine dreidimensionale Projektion von Eg nach
D. Richter

Nun haben wir schon eine Isomorphie zwischen den Wurzeln von Eg und den
Ikosianen beziehungsweise Hy aufgezeigt, haben den Sprung vom Achtdimen-
sionalen ins Vierdimensionale also schon geschafft. Nun gibt es verschiedene
Moéglichkeiten von hier in das leichter darstellbare Dreidimensionale zu kom-
men. In diesem Abschnitt mdchte ich eine hiervon aufzeigen, bei der das
Bild durch einige Drehungen und Spiegelungen wieder in sich selbst abgebil-
det werden kann. Hierbei werde ich nach [8] vorgehen.

Wir sind bei Tkosianen der Form

a+ib+ je+ kd
angelangt, wo a,b, c,d € F. Betrachten wir nun die Projektion

WQ:R4—>R3
(a,b,e,d) — (b,c,d).

Mit Hilfe eines Maple Programms kann man diese Projektion durchfiihren.
Im Anhang befindet sich ein entsprechendes Programm. Die so erhaltenen
Punkte werden wieder, wie schon im zweidimensionalen Fall, verbunden falls
die zugehorigen Wurzeln minimalen Abstand haben.

4.4.1 Das Bild

Die Punkte liegen auf dem Rand von sieben konzentrischen Kugeln um den
Ursprung und ein Punkt liegt auf dem Ursprung selbst. Wie viele Punkte
es mit welchem Abstand zum Ursprung gibt, zeigt die folgende Tabelle. Das
OF an den Punkten bedeutet, dass alle geraden Permutationen genommen
werden miissen.
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Abstand zum Ursprung Punkte Anzahl

0 (0,0,0) 1
/2 + 0 12(0, 40, +1)" 12
1/2v/3 12 (£7, +0,0)" 12
2 (£1, 41, £1) 8
Yon/2 4+ 7 12 (£1, £7,0)" 12
1 (£1,0,0)" 6
L2 (£1, 40, £7)" 24
1/2/31 Lo (7,47, +7) 8
Vs (+72,+1,0)" 12
12y/3 + 47 1o (+7,+72,0)" 12
T (£7,0,0)" 6
o (472, +7,+1)7 24
137

Diese werden 2828 Kanten verbunden.

4.4.2 Symmetrie

Die Symmetriegruppe des erhaltenen Modells ist natiirlich eine Untergruppe
von O(3), da es nur endlich viele Punkte gibt. Wir benétigen den folgenden
Satz aus [16]:

Satz 4.4.1. Es sei X C R? eine endliche Teilmenge, deren Symmetriegruppe
S(X) € O(3) die zentrale Symmetrie J : x — —x, enthdlt. Dann ist S(X)
isomorph zum direkten Produkt H x (J), wobei H C SO(3) eine Untergruppe
der Drehsymmetrien von X ist.

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Isomorphie zwischen O(3) und SO(3) x {J}.
Diese ist durch die Abbildung

0 :0(3) = SO(3) x (J), mit © (A) = (det (A) - A, det (4))

gegeben. Es ist also © (4,1) fir A € SO(3) und © (A) = (—A,—1) fur

A € 0O(3) \ SO(3). Diese Abbildung ist ein Homomorphismus:

© (AB) = (det (AB) AB,det (AB)) = (det (A) Adet (B) B, det (A) det (B))
=0(A4)06(B).

Offensichtlich ist diese Abbildung sowohl injektiv als auch surjektiv. Bemer-

ke, dass J unter © auf (I,—1) abgebildet wird. Somit wird S (X) auf eine
Untergruppe von SO(3) x (J) abgebildet. Diese Untergruppe ist H x (J). [

Nun zu den endlichen Untergruppen von SO(3) (nach [17], 5.7 Klassifikations-
Theorem):
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Theorem 4.4.2. Jede endliche Untergruppe von SO(3) ist konjugiert zu
einer der folgenden Untergruppe:

1. der zyklischen Gruppe C,, mit Ordnung n
2. der Diedergruppe D,, mit Ordnung 2n

3. der Tetraedergruppe A4 mit Ordnung 12

4. der Wiirfelgruppe S4 mit Ordnung 24

5. der Ikosaedergruppe As mit Ordnung 60.

Da der Beweis sehr umfangreich ist, verweise ich hierfiir auf [17], Kapitel
5.9.

Mit dem Programm im Anhang werden die Drehsymmetrien unseres Mo-
dells gezéahlt. Es sind 60. Die Diedergruppe und die zyklische Gruppe kénnen
es nicht sein, da diese Drehungen in der Ebene beschreiben. Daher muss die
Drehsymmetriegruppe die A sein und somit ist die ganze Symmetriegruppe
As x (J), welches die ganze Symmetriegruppe des Tkosaeders, also nach [1],
Kapitel 2.13 die Gruppe vom Typ Hj ist. Diese hat Ordnung 120.

4.5 Eine dreidimensionales Projektion von Fg, nach
G. Moxness

Nun mochte ich noch eine andere Moglichkeit, ein dreidimensionales Bild
von Eg zu zeichnen, aufzeigen. Nach [9] faltet die Matrix

r 0 0 0 ¢ 0 0 O
0 -« 1 0 0 o 1 0
0 1 0 - 0 1 0 o
0 0 -« 1 0 0 o 1
Hipoa:= 2 o g o + 0 0 0
0 ¢ 1 0 0 — 1 0
0O 1 0 ¢ 0 1 0 -0
0O 0 o 1 0 0 -0 1

FEs nach Hy UTH,4. Man bendtigt eigentlich nur die ersten vier oder letzten
vier Zeilen, da wir die Matrix spéter aber invertieren wollen betrachten wir
sie als (8 x 8)-Matrix. Fiir die Projektion von Eg in den dreidimensionalen
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Raum benétigen wir drei Basisvektoren. Dafiir definieren wir zunéchst

0 0
0

0 0 0
0

060 27’5111%—6r 0
0 . 9

1 .9 27 sin 2%

0 2sin 7% 060

Hierbei sind x und y die Basisvektoren der van Oss Projektion des 600-Zellers
in den R? (Siehe [24]). Fassen wir also kurz zusammen: Wir haben

H4ygo1q Plyy.2
—5

Eg H4UTH4—>]R3

und mochten drei Basisvektoren X, Y und Z mit

PrXx.y,z
—_—

Fy R3

Diese drei Vektoren berechnen wir also aus der Inversen von H4y,q und
z, y und z:

X = H47}

fold "
-1
Y = H4fold'y
 1ya-1
Z:=H4p), - =

Ein Programm, das diese Projektion realisiert befindet sich im Anhang. Das
Modell besteht dann aus 240 Punkten und 6720 Kanten. Die Punkte haben
unterschiedliche Absténde zum Ursprung, daher erhélt keine Drehung dieses
Bild. Dennoch finden sich andere Symmetrien wieder: Betrachtet man das
Bild vom richtigen Standpunkt aus ergeben sich erstaunliche Beobachtun-
gen, die wir im Folgenden noch auffithren méchten. Bei jedem der folgenden
Bilder ist angegeben, wie man die Winkel 0, ¢ und 1 in Maple setzen muss,
um diesen Blickwinkel zu erhalten. Man erhélt aus zwei Betrachtungswin-
keln einen Blick auf die van Oss Projektion des 600-Zellers. Eine hiervon ist
natiirlich, wenn man von oben auf das Modell schaut, also z = 0 setzt:
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Abbildung 4.1: E8, Blick senkrecht auf die xy-Ebene, § = ¢ =19 =0
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Abbildung 4.2: E8, § = 0,¢ = —37,4 = 0

Schaut man senkrecht auf die x-z-Ebene, so sieht man das Bild, das
eine orthonormale Projektion von HyU7Hy in den zweidimensionalen Raum
hervorbringt:
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Abbildung 4.3: E8, Blick auf die xz-Ebene, § = ¢ = 0,1 = 90

-0

-0.5=—

04—

-0z

0z

-0zg -06 -0.4 0é 0z

Auflerdem habe ich noch einen Betrachtungswinkel gefunden, von dem
aus alle Ecken auf 13 Geraden liegen. Eine Basis fiir den zweidimensionalen
Raum, in den projektiert wird kann mit dem Programm im Anhang berech-
net werden. Diese sind:

0 , | 0,853898561547087212433920261235

< —0, 320425910085493770642525991446 0,492998564369845025811812853468 >
0,947273580411637502498655156571 0,166762292251836963140634345441
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Abbildung 4.4: ES, 6 = —46, ¢ = 81,1 = 20
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Anhang A

Programm zur Projektion der
Wurzeln eines Wurzelsystems
in seine Coxeter Ebene

Fiir alle Programme wird die Maple Pakete “The coxeter and weyl Packages"
von John Stembridge benétigt. Diese findet man auf www.math.lsa.umich.edu/ jr-
s/maple.html#coxeter. Mit dem folgenden Maple Programm kann man sich
die Projektion eines Wurzelsystems in seine Coxeter Ebene ausgeben lassen.
Mochte man ein anderes Wurzelsystem projektieren, so muss man R und eis
entsprechend dndern. Wenn ein Wurzelsystem in die Coxeter Ebene eines
anderen Wurzelsystems projektiert werden, so muss in R dasjenige stehen,
dessen Coxeter Ebene berechnet werden soll und in der Definition von all-
Roots muss statt R dann das Wurzelsystem stehen, dass projektiert werden
soll. Im Programm wird dann zunéchst das Coxeter Element berechnet. Da-
zu werden alle einfachen Spiegelungen berechnet und dann alle multipliziert.
Danach werden die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren des Coxeter
Elements berechnet und es wird der Eigenvektor zum Eigenwert 7" heraus-
gesucht. Der Real- und Imaginérteil dieses Vektors wird A bzw. p genannt
und eine Orthonormalbasis hieraus berechnet. Nun werden die Wurzeln pro-
jektiert und die Ergebnisse sowohl in der Liste projRoots, als auch in einer
Liste equvClassprR abgespeichert. In der letzteren werden die Punkte zu-
sammen mit den urspriinglichen Wurzeln, die auf diesen Punkt projektiert
werden abgespeichert. Dies wird benotigt um spéater die Linien leichter be-
rechnen zu kénnen. Schlieflich werden noch die Listen distlist (hierin stehen
Listen, deren erste Eintrige der Abstand eines Punktes vom Ursprung ist
und alle weiteren Eintrdge enthalten alle Punkte, die diesen Abstand ha-
ben), dist (enthélt nur die Abstédnde, zum sortieren gedacht) und distlistsort
(gleiche Liste wie distilist, nur sortiert) angelegt.Schlieflich werden noch die
Linien, die gezeichnet werden miissen ermittelt.
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with(ListTools):
with(plots):
with(coxeter):
with(weyl):
with(LinearAlgebra):

Digits:=30:
epsilon:=0.000000001:

#In die Coxeter-Ebene von R wird projektiert.

#AuBerdem mussen in der Liste eis die Basisvektiren des R”n stehen
R:= ES8:

eis:=[e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8]:

#R oben kann eine Unteralgebra des R in der folgenden Zeile sein.
#S0 kann man sich die Projektion in die Coxeter Ebene einer Unteralgebra ausgeben lassen.
allRoots:=[op(pos_roots(R)), -op(pos_roots(R))]:

S:=base(R):
veis:=Vector(eis):
n:=numelems(eis):
h:=cox_number(R):

#cox wird die Matrix des Coxeter-Elements
cox:=Matrix(n, shape=identity):

#In diese Liste werden alle Spiegelungsmatrizen gespeichert
refls:=[]:

#eine Variablenliste, die es zu l6sen gilt
listofVar:=[]:
A:=Matrix(n,x):
forifrom1tondo
for jfrom 1 to n do
listofVar:=[op(listofVar),A(i,j)]:
od:
od:

#Wir durchlaufen alle Basiselemente und Berechnen die Matrix fir die Spiegelung an diesem Element
for i from 1 to numelems(S) do
Ref:=Matrix(n):
eqs:=[]:
#durchlauft alle Basiselemente zur Berechnung der Matrix
#(Matrix*Basiselement=Spiegelung(Basiselement))
for j from 1 to numelems(S) do
v:=Multiply(A,Vector(root_coords(S[j],eis))):
ref:=root_coords(reflect(S[i],S[j]),eis):
for k from 1 to ndo
eqs:=[op(eqs), v[k]=ref[k]]:
od:
od:
sol:=solve(eqs, listofVar):
for j from 1 to n do
for k from 1tondo
if member(A(j,k)=A(j,k), sol[1]) then
sol:=solve([op(sol[1]),A(j,k)=01,listofVar):
fi:
od:
od:
Ref:=subs(sol[1],A):



refls:=[op(refls), Ref]:
od:

#Berechnung des Coxeter Elements:

for i from 1 to numelems(refls) do
cox:=Multiply(cox,refls[i]):

od:

reew:=evalf(cos(2*Pi/h));
imew:=evalf(sin(2*Pi/h));

(ews,evs):=Eigenvectors(cox):

found:=false:
for i from 1 to numelems(ews) do

if abs(evalf(Re(evalf(ewsi]))-reew))<epsilon and abs(evalf(Im(evalf(ews]i]))-imew))<epsilon then
found:=true:
break:
fi:
od:

if found then
ev:=Column(evs, i):

else print(,ERROR®);

fi:

lambda:=Vector(Re(evalf(ev))):
mue:=Vector(Im(evalf(ev))):

mue:=mue-DotProduct(mue,lambda)/(DotProduct(lambda,lambda))*lambda:
lambda:=lambda/norm(lambda,?2):

mue:=mue/norm(mue,2):

B:=[DotProduct(lambda,veis,conjugate=false), DotProduct(mue,veis,conjugate=false)]:

projRoots:=[]:

#an erster Stelle jeder Liste steht der projektierte Vektor, danach alle Wurzeln, die auf diesen projektiert
#werden

equivClassprR:=[]:

for i in allRoots do
p:=[iprod(i,B[1]), iprod(i,B[2])]:

equivClassFound:=false:
for j from 1 to nops(equivClassprR) while equivClassFound=false do
if abs(evalf(p[1]-equivClassprR]j,1,1]))<epsilon and abs(evalf(p[2]- equivClassprR]j,1,2]))<epsilon
then
equivClassprR[j]:=[op(equivClassprR{[j]), i]:
equivClassFound:=true:
fi:
od:
if equivClassFound=false then
equivClassprR:=[op(equivClassprR), [p , i]]:
projRoots:=[op(projRoots), pl:
fi:
od:

punkte:=pointplot(projRoots):

distlist:=[]:



for i in projRoots do
normi:=norm(Vector(i),2):
found:=false:
for j from 1 to nops(distlist) do
if abs(evalf(normi-distlist[j][1]))<epsilon then
distlist[j]:=[op(distlist[j]), i]:
found:=true:
break:
fi:
od:
if found=false then
distlist:=[op(distlist), [normi, i]]
fi:
od:

dist:=[]:
for i from 1 to nops(distlist) do
dist:=[op(dist), distlist[i][1]]:
od:
dist:=sort(evalf(dist)):
distlistsort:=[]:
for i from nops(dist) by -1 to 1 do
for j from 1 to nops(distlist) do
if abs(evalf(distlist[j][1]-dist[i]))<epsilon then
distlistsort:=[op(distlistsort), distlist[j]]:
break:
fi:
od:
od:

colors:=["DarkRed", "DarkGreen", "DarkBlue", "Red", "Green", "Blue", "Violet", "LightGreen", "Black"]:

lines:=[]:

th=[]:

for i from 1 to nops(distlistsort) do
for j from 2 to nops(distlistsort[i]) do
for k from i to nops(distlistsort) do
for m from 2 to nops(distlistsort[k]) do
for n from 1 to nops(equivClassprR) do
if abs(evalf(equivClassprR[n][1][1]-distlistsort[i][j][1]))<epsilon
and abs(evalf(equivClassprR[n][1][2]-distlistsort[i][j][2]))<epsilon then
break:
fi:
od:
for p from 1 to nops(equivClassprR) do
if abs(evalf(equivClassprR[p][1][1]-distlistsort[k][m][1]))<epsilon
and abs(evalf(equivClassprR[p][1][2]-distlistsort[k][m][2]))<epsilon then
break:
fi:
od:
for g from 2 to nops(equivClassprR[n]) do
for r from 2 to nops(equivClassprR[p]) do
if member(equivClassprR[n][gl-equivClassprR[p][r], allRoots) then
linetoprint:=true:
lineprinted:=false:
for z from 1 to nops(tl) do
if abs(evalf(distlistsort[i][j][1]-t[z][1][1]))<epsilon



and abs(evalf(distlistsort[i][j][2]-tl[z][1][2]))<epsilon
and abs(evalf(distlistsort[k][m][1]-tl[z][2][1]))<epsilon
and abs(evalf(distlistsort[k][m][2]-t][z][2][2]))<epsilon then
linetoprint:=false:
break:
fi:
od:
if linetoprint then
lines:=[op(lines), plottools[line](distlistsort[i][j], distlistsort[k][m],
color=colorsi],thickness=0), plottools[line](-distlistsort[i][j], -distlistsort[k][m],
color=colorsi], thickness=0)]:
tl:=[op(tl), [distlistsort[i][j], distlistsort[k][m]], [distlistsort[k][m], distlistsort[i][j]],
[-distlistsort[i][j], -distlistsort[k][m]], [-distlistsort[k][m], -distlistsort[i][j]]]:
lineprinted:=true:

break:
fi:

fi:

od:

if lineprinted=true then
break:

fi:

od:
od:
od:

od:
od:

display(punkte, lines, thickness=0);



Anhang B

Programm zum

dreidimensionalen Modell von
Es nach D.Richter

Es wird wieder das Paket Coxeter/Weyl von J.Stembridge benotigt.
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with(coxeter):
with(weyl):
with(plots):
with(ListTools):
with(plottools):
with(geom3d):
with(LinearAlgebra):
Digits:=30:
epsilon:=0.000000001:
sigma:=1/2*(1-sqrt(5)):
tau:=1/2*(1+sqrt(5)):

sigma:=evalf(sigma):
tau:=evalf(tau):

S:=[e7-e6,e6-e5,e5-e4,e4-€3,e3-e2,e2-e1,1/2*(e1-e2-e3-e4-e5-e6-e7+€8),e1+e2]:
map1:=1/2*Matrix([[-sigma,0,0,0,0,0,1,0],

[-tau,-sigma,1,-tau,tau,1,-tau”2,-1],

[0,-tau,-sigma, 1,1,-tau”2,0,-sigma],

[-1,1,-tau,tau”2,-tau”2,tau,-tau,tau])):

R:=[op(pos_roots(S)),op(-pos_roots(S))]:

#Die Liste, in der spéter die Bildpunkte stehen
proje8:=[]:

#Zahlt, wie viele verschiedene Bildpunkte es gibt

#Berechnen der Bildpunkte

for i from 1 to nops(R) do
p:=Multiply(map1,Vector(root_coords(R]il,S))):
p:=[p[2],p[3],p[4]]:
proje8:=[op(proje8),evalf(p)]:

od:

#Hier werden spater alle Linien drin stehen
lines:=[]:
#Dieser Counter zahlt nur die Linien, die auch gezeichnet werden
counterl:=0:
#Dieser Counter zahlt wie viele Wurzeln verbunden werden missten, wenn jede Wurzel auf einen anderen
#Punkt projektiert wird
cou:=0:
#Hier stehen zur Uberpriifung, ob eine Linie schon gezeichnet wurde die Anfang- und Endpunkte aller Linien
drin
lin:=[]:
for i from 1 to nops(R)-1 do
for j from i+1 to nops(R) do
lingez:=false:
#Muss eine Linie gezeichnet werden?
if member(R[i]-R[j], R) then
lingez:=true:
cou:=cou+1:
fi:
if lingez=true then
found:=false:



od:

#Wurde diese Linie schon einmal gezeichnet oder projektieren beide Wurzeln auf den gleichen
#Punkt?
for k from 1 to nops(lin) do
if abs(evalf(proje8[i][1]-lin[k][1][1]))<epsilon and abs(evalf(proje8[j][1]-lin[k][2][1]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[i][2]-lin[K][1][2]))<epsilon
and abs(evalf(proje8|j][2]-lin[k][2][2]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[i][3]-lin[K][1][3]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[j][3]-lin[k][2][3]))<epsilon then
found:=true:
elif abs(evalf(proje8[j][1]-lin[k][1][1]))<epsilon and abs(evalf(proje8[i][1]-lin[k][2][1]))<epsilon
and abs(evalf(proje8|j][2]-lin[K][1][2]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[i][2]-lin[k][2][2]))<epsilon
and abs(evalf(proje8|[j][3]-lin[K][1][3]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[i][3]-lin[k][2][3]))<epsilon then
found:=true:
elif abs(evalf(proje8[i][1]-proje8][j][1]))<epsilon and abs(evalf(proje8][i][2]-proje8[j]l[2]))<epsilon
and abs(evalf(proje8[i][3]-proje8][j][3]))<epsilon then
found:=true:
fi:
od:
#wenn nicht, so wird die Linie gezahlt und gezeichnet
if found=false then
lines:=[op(lines), plottools[line](proje8]i], proje8]j], thickness=0)]:
counterl:=counterl+1:
lin:= [op(lin),[proje8]i],proje8|jlll:
fi:
fi:
od:

print("Es gibt ", counterl, "von", cou, "Linien");

#distlist soll eine Liste von Listen sein. In jedem Eintrag steht an erster Stelle wie weit die Punkte die an allen
#weiteren Stellen stehen vom Ursprung entfernt sind.

distlist:=[]:

for i in proje8 do

od:

#Abstand vom aktuellen Bildpunkt berechnen
normi:=norm(Vector(i),2):

#Diese Variable soll angeben, ob es flr diesen Abstand schon eine Liste gibt
found:=false:

#Uberpriifen, ob es schon weitere Punkte mit dem gleichen Abstand gibt, wenn ja aktuellen Punkt in die
#entsprechende Liste dazu schreiben
for j from 1 to nops(distlist) do
if evalf(abs(normi-distlist[j][1]))<epsilon then
distlist[j]:=[op(distlist[j]), il:
found:=true:
break:
fi:
od:
#Wenn es noch keine Liste fur diesen Abstand gab, wird eine erstellt und an distlist angehangt
if found=false then
distlist:=[op(distlist), [normi, i]]:
fi:

#dist ist eine Liste in der alle Abstande, die vorkommen stehen. diese wird sortiert.
dist:=[]:
for i from 1 to nops(distlist) do

od:

dist:=[op(dist), distlist[i][1]]:



dist:=sort(evalf(dist)):

#distlistsort ist distlist, bei dem die Listen absteigend nach dem Abstand zum Ursprung sortiert werden.
distlistsort:=[]:
for i from nops(dist) by -1 to 1 do
for j from 1 to nops(distlist) do
if abs(evalf(distlist[j][1]-dist[i]))<epsilon then
distlistsort:=[op(distlistsort), distlist[j]]:
break:
fi:
od:
od:

#zeichnen der Punkte und Linien
ursprung:=pointplot3d([0,0,0], color=red):
points:=pointplot3d(proje8):
display(lines, ursprung);

#ball ist distlistsort, nur dass in den einzelnen "Unterlisten" die Abstande nicht vermerkt sind, sondern nur die
#Koordinaten der Punkte mit gleichem Abstand.

#AuBerdem kommt zuerst die Liste mit Koordinaten, wo die Punkte den gréBten Abstand zu 0 haben und
#Punkte, die doppelt getroffen werden stehen

#hier nur noch ein mal drin.

ball:=[]:

for i from 1 to nops(dist) do
ball:=[op(ball),[]]:
for j from 2 to nops(distlistsort[9-i]) do
found:=false:
for k from 1 to nops(ball[i]) do
if abs(evalf(distlistsort[9-i][jl[1]-ball[i][k][1]))<epsilon
and abs(evalf(distlistsort[9-i][jl[2]-ball[i][k][2]))<epsilon
and abs(evalf(distlistsort[9-i][jl[3]-ball[i][k][3]))<epsilon then

found:=true:
break:
fi:
od:
if found=false then ball[i]:=[op(ball[i]), distlistsort[9-i][j]]: fi:

od:
od:



#Symmetrie

with(LinearAlgebra):
Digits:=30:
epsilon:=0.0000001:

ba:=ball[8]:
N:=nops(ba):
X:=proje8:

#Prozedur zum Priifen ob 3 Vektoren linear unabhéangig sind
linearunabh:= proc(v1,v2,v3)

local M,d:

M:=Matrix([v1,v2,v3]):

d:=Determinant(M):

if evalf(abs(d))<epsilon then

RETURN(false):

fi:

RETURN(true):
end proc:

#Prozedur zum Priifen, ob eine 3x3 Matrix R eine Drehmatrix ist (Determinante 1 und orthogonal)
istorth:=proc(R)
local d, i, j, Einh:
d:=Determinant(R):
if evalf(abs(d-1))>epsilon then
RETURN(false):
fi:
Einh:=Multiply(R,R"+):
forifrom 1 to 3 do
for jfrom 1 to 3 do
if i=j then
if evalf(abs(Einh([i][j]-1))>epsilon then
RETURN(false):
fi:
else
if evalf(abs(Einh[i][j]))>epsilon then
RETURN(false):
fi:
fi:
od:
od:
RETURN(true):
end proc:

#Liste der Variablen fur die Berechnung der Drehmatrix
A:=Matrix(3, x):
listofVar:=[]:
forifrom 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do

listofVar:=[op(listofVar),A(i,j)]:

od:
od:
#Zahler der Drehmatrizen
counter:=0:

#Basis von R"3
v1:=ba[1]:
v2:=ba[2]:



v3:=ba[3]:
if linearunabh(v1,v2,v3)=false then print("ERROR"); fi:

for d from 1 to N do
for e from 1 to N do
forffrom 1to N do
#Wir suchen eine Matrix, die die 3 Basisvektoren auf 3 andere linear unabhéngige Vektoren
#dreht
vi:=ba[d]:
vj:=bale]:
vk:=bal[f]:
if linearunabh(vi,vj,vk)=true then
vd:=Multiply(A,Vector(v1)):
ve:=Multiply(A,Vector(v2)):
vi:=Multiply(A,Vector(v3)):
egs:=[vd[1]=vi[1], vd[2]=vi[2], vd[3]=Vi[3], ve[1]=Vj[1], ve[2]=Vj[2], ve[3]=V|[3], Vi[1]=Vk[1],
vi[2]=vk[2], vi[3]=VK[3]]:
sol:=solve(egs, listofVar):

R:=subs(sol[1],A):

if istorth(R)=true then
for i from 1 to nops(X) do
z:=Multiply(R,Vector(X[i])):
found:=false:
Xstabil:=true:
for j from 1 to nops(X) do
if abs(evalf(z[1]-X[j][1]))<epsilon and abs(evalf(z[2]-X[j][2]))<epsilon
and abs(evalf(z[3]-X[j][3]))<epsilon then
found:=true:
fi:
od:
if found=false then Xstabil:=false: fi:
od:
if Xstabil=true then

counter:=counter+1;
fi:
fi:
fi:
od:
od:
od:
print("Es gibt", counter, "Drehmatrizen, die das Bild in sich selbst abbilden.");
#Prufen, ob zentrale Symmetrie eine Symmetrie des Bildes ist:
zS:=Matrix([[-1,0,0], [0,-1,0], [0,0,-1]]):
for i from 1 to nops(X) do
z:=Multiply(zS,Vector(X[i])):
found:=false:
Xstabil:=true:
for j from 1 to nops(X) do
if abs(evalf(z[1]-X[j][1]))<epsilon and abs(evalf(z[2]-X[j][2]))<epsilon
and abs(evalf(z[3]-X[j][3]))<epsilon then
found:=true:
fi:
od:
if found=false then Xstabil:=false: fi:
od:
if Xstabil=true then print("Die zentrale Symmetrie ist eine Symmetrie des Bildes");fi:



Anhang C

Programm zum
dreidimensionalen Modell von
FEs nach G.Moxness
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with(ListTools):
with(plots):
#with(plottools):
with(coxeter):
with(weyl):
with(LinearAlgebra):
with(geom3d):
Digits:=30:

Phi:=(1+sqrt(5))*1/2:
phi:=1/2*(sqrt(5)-1):
epsilon:=0.000000000001:
H4fold:=Matrix([[Phi, 0, 0, 0, phi*2, 0, 0, 0],
[0, phi, 1, 0, 0, -phi, 1, 0],
[0, 1, 0, phi, 0, 1, O, -phi],
[0, 0, phi, 1, 0, O, -phi, 1],
[phi*2, 0, 0, 0, Phi, 0, 0, O],
[0, -phi, 1, 0, O, phi, 1, 0],
[0, 1, 0, -phi, 0, 1, O, phi],
[0, O, -phi, 1, 0, O, phi, 1] ]):
H4foldinv:=MatrixInverse(H4fold):

x:=[0, -Phi*2*sin(2*Pi/60), 0, 1, 0,0,0,0]:
y:=[Phi*2*sin(2*Pi/30), 0, 2*sin(2*Pi/15), 0, 0,0,0,0]:
z:=[0, 1, 0, Phi*2*sin(2*Pi/60), 0,0,0,0]:

X:=Multiply(H4foldinv, Vector[column](x)):
Y:=Multiply(H4foldinv, Vector[column](y)):
Z:=Multiply(H4foldinv, Vector[column](z)):

R:=E8:

Se8:=[e1-e2, e2-e3, e3-e4, e4-e5, -1/2*e1-1/2*e2-1/2*e3-1/2*e4-1/2*e5-1/2*€6-1/2*e7-1/2*€8, e6+€7, €5-€6,
e6-e7]:

posRoots:=pos_roots(Se8):
allRoots:=[op(posRoots), (-1)*op(posRoots)]:
nar:=nops(allRoots):

npr:=nops(posRoots):

#Dies soll die Liste werden, in der die Koordinaten aller projezierten Wurzeln stehen (also alle Punkte, die
#spater geplottet werden)
projRoots3d:=[]:

for i in allRoots do
#Die X-Komponente der projezierten Wurzel von i ist <ilX>, Y und Z genauso.
p3dx:=iprod(i, BilinearForm(X, Vector([e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8]), conjugate=false)):
p3dy:=iprod(i, BilinearForm(Y, Vector([e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8]), conjugate=false)):
p3dz:=iprod(i, BilinearForm(Z, Vector([e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8]), conjugate=false)):
p3d:=[evalf(p3dx), evalf(p3dy), evalf(p3dz)]:
projRoots3d:=[op(projRoots3d), p3d]:

od:
print("Es gibt ",nops(projRoots3d), " Punkte.");
points3d:=pointplot3d(projRoots3d):

#In dieser Liste sollen alle Linien stehen, die spater gezogen werden
lines3d:=[]:



#in dieser Liste werden Punktepaare abgespeichert um zu Uberprifen, ob es eine solche line schon einmal
#gegeben hat (bendtigt fiir die Symmetriesuche)
lines3dlist:=[]:

counterl:=0:
#Diese Schleife durchlauft alle Paare von Wurzeln und Uberprift ob deren Differenz wieder eine Wurzel ist.
#wenn ja muss eine Linie zwischen den entsprechenden Punkten, die sich durch die Projektion dieser
#Wurzeln ergeben, gezogen werden.
for i from 1 to nar-1 do
for j from i+1 to nar do
if member(allRoots[i]-allRoots][j], allRoots) then
counterl:=counterl+1;
lines3d:=[op(lines3d), plottools[line](projRoots3d]i], projRoots3d[j], thickness=0)]:
lines3dlist:=[op(lines3dlist), [projRoots3d][i], projRoots3d[j]]]:
fi:
od:
od:
print("Es gibt ",counterl,"Linien.");
#distlist soll eine liste von listen sein. in jedem eintrag steht an erster Stelle wie weit die Punkte die an allen
#weiteren Stellen stehen vom Ursprung entfernt sind.
distlist:=[]:

for i in projRoots3d do
#Abstand vom aktuellen Bildpunkt berechnen
normi:=norm(Vector(i),2):
#Diese Variable soll angeben, ob es flr diesen Abstand schon eine Liste gibt
found:=false:
#Uberprufen, ob es schon weitere Punkte mit dem gleichen Abstand gibt, wenn ja aktuellen Punkt in die
#entsprechende Liste dazu schreiben
for j from 1 to nops(distlist) while found=false do
if evalf(abs(normi-distlist[j][1]))<epsilon then
distlist[j]:=[op(distlist[j]), i]:
found:=true:
fi:
od:

#wenn es noch keine Liste fur diesen Abstand gab, wird eine erstellt und an distlist angehangt
if found=false then
distlist:=[op(distlist), [normi, i]]
fi:
od:
#dist ist eine Liste in der alle Abstande, die vorkommen stehen. diese wird sortiert.
dist:=[]:
for i from 1 to nops(distlist) do
dist:=[op(dist), distlist[i][1]]:
od:
dist:=sort(dist):

#distlistsort ist distlist, bei dem die Listen absteigend nach dem Abstand zum Ursprung sortiert werden.
distlistsort:=[]:
for i from nops(dist) by -1 to 1 do
for j from 1 to nops(distlist) do
if distlist[j][1]=dist[i] then
distlistsort:=[op(distlistsort), distlist[j]]:
break:
fi:
od:
od:
#zeichnen der Punkte und Linien
display(points3d, lines3d);



#Symmetrie (Baisberechnung des Bildes mit den Geraden)

prpoints:=[{}]:

#hier werden zur Uberpriifung ob Ebene schon mal gefunden wurde der normale Vektor zur gefundenen
#Ebene gespeichert

normalvecs:=[]:

#hier werden alle Vektoren in einer Liste in der Liste gespeichert, die in den gefundenen Ebenen p liegen.

vecsinallp:=[]:

point(o, [0,0,0]):

#Durchlauft alle Paare von projektierten Wurzeln und berechnet via Gram-Schmidt Verfahren eine
#0Orthogonoalbasis von der durch die Paare aufgspannten Ebene

for i from 1 to nops(projRoots3d)-1 do

for j from i+1 to nops(projRoots3d) do

B:=GramSchmidt([Vector(projRoots3d([i]), Vector(projRoots3d[j])]):

if nops(B)=2 then

point(p1, projRoots3d][i]):

point(p2, projRoots3d[j]):

if not AreCollinear(o, p1, p2) then

od:

od:

fi:

fi:

#erzeugt Ebene aufgespannt von p1,p2, name der achsen soll x1,x2,x3 sein.
plane(p, [0,p1,p2], [x1,x2,x3]):
#Uberprifung, ob diese Ebene schon mal getestet wurde
found:=false:
for k from 1 to nops(normalvecs) while found=false do
if not evalb(solve([normalvecs[Kk][1][1]=c*NormalVector(p)[1],normalvecs[k][1]
[2]=c*NormalVector(p)[2], normalvecs[k][1][3]=c*NormalVector(p)[3]] , c)=[]) then
found:=true:
fi:
od:

if found=false then
#soll die Anzahl der Vektoren zahlen, die in p liegen.
counter:=0:
#hier sollen alle Vektoren gespeichert werden, die in p liegen.
vecsinp:=[]:

#lauft durch alle Punkte und schaut ob diese in der ebene liegen, wenn ja wird der
#Zahler eins hoch gesetzt und die projektierte Wurzel an vecsinp angefugt
for k from 1 to nops(projRoots3d) do
p3inp:=subs([x1=projRoots3d[k][1], x2=projRoots3d[k][2], x3=projRoots3d[k][3]],
Equation(p)):
if evalb(p3inp) then
counter:=counter+1:
vecsinp:=[op(vecsinp), projRoots3d[k]]:
fi:
od:
#wenn mehr als 30 vektoren in p liegen, wird der Normalenvektor und ein Vektor aus der
#Ebene in normalvecs, auBerdem werden die Vektoren, die in P liegen in vecsinallp
#eingespeichert eingespeichert
if counter>=30 then
normalvecs:=[op(normalvecs), [NormalVector(p), projRoots3d[i]]]:
vecsinallp:=[op(vecsinallp), vecsinp]:
fi:
fi:



print("Es gibt ", nops(vecsinallp), "ebenen, die 30 oder mehr Vektoren aus dem 3d Bild enthalten");

plo:=[]:

points2d:=[]:

print(nops(vecsinallp[1]));

#Jetzt gehen wir alle Punkte durch und betrachten die Ebene, die orthogonal zu der eben gefundenen steht.
#In diese projektieren wir die Punkte aus dem 3d Bild

for i from 1 to nops(vecsinallp[1]) do #gab nur eine ebene p

od:

B:=[Vector(normalvecs[1][1])/norm(Vector(normalvecs[1][1]),2), Vector(vecsinallp[1][i])/
norm(Vector(vecsinallp[1][i]), 2)]:

prprRoots:=[]:

equivclass2:=[]:

dist:={}:

for k in projRoots3d do
pp:=[DotProduct(Vector(k), B[1])/DotProduct(B[1], B[1]),DotProduct(Vector(k), B[2])/DotProduct(B[2],

B[2])]:

#projektiere den Punkt in der Ebene auf den Normalenvektor der orthogonalen Ebene und berechne
#seinen Abstand zur 0 (bei dem Bild liegen die Punkte auf Geraden senkrecht zur x Achse)
gp:=DotProduct(pp[1]*B[1]+pp[2]*B[2], B[1])*B[1]:

n:=norm(gp,2):

prprRoots:=[op(prprRoots), pp]:

equivclass2:=[op(equivclass?2), [evalf(pp), Vector(k)]]:

#suche, ob es diesen Abstand schon einmal gab, wenn nicht wird er dazu geflgt
found:=false:
for j from 1 to nops(dist) do
if abs(dist[j]-evalf(n))<epsilon then
found:=true:
fi:
od:
if found=false then
dist:={op(dist), n}:
fi:
od:
print("es gibt ", nops(dist), "verschiedene Geraden auf denen die projektierten Punkte im 2d liegen");

if nops(dist)<10 then
print("Eine Basis ist ", B);
#linien berechnen und zeichnen des Bildes
lines2d:=[]:
for i from 1 to nops(equivclass2) do
for j from 1 to nops(lines3dlist) do
if abs(evalf(equivclass2[i][2][1]-lines3dlist[jl[1][1]))<epsilon
and abs(evalf(equivclass2[i][2][2]-lines3dlist[j][1][2]))<epsilon
and abs(evalf(equivclass2[i][2][3]-lines3dlist[j][1][3]))<epsilon then
for k from 1 to nops(equivclass2) do
if i<k and abs(evalf(equivclass2[k][2][1]-lines3dlist[j][2][1]))<epsilon
and abs(evalf(equivclass2[k][2][2]-lines3dlist[j][2][2]))<epsilon
and abs(evalf(equivclass2[k][2][3]-lines3dlist[j][2][3]))<epsilon then
lines2d:=[op(lines2d), plottools[line](equivclass2[i][1], equivclass2[Kk][1],
thickness=0)]:
fi:
od:
fi:
od:
od:
plo:=[op(plo), [prprRoots, lines2d]]:
fi:



for i from 1 to nops(plo) do

display(pointplot(plo[i][1]), plo[i][2]);
od;

#Uberpriifung, ob eine Drehung um die z Achse das Bild fest lasst (weil ja wenn man auf die xy Ebene
#projektiert, das Van Oss Bild heraus kommt)
f.=false:
for i from 1 to 30 do
Dreh:=Matrix([[cos(2*Pi/i), -sin(2*Pi/i),0],[sin(2*Pi/i),cos(2*Pi/i),0],[0,0,1]]):

ttt:=1;
for j from 1 to nops(projRoots3d) do
if ttt=1 then
v:=Multiply(Dreh,Vector(projRoots3d[j])):
for k from 1 to nops(projRoots3d) do
found:=false:
if abs(evalf(v[1]-projRoots3d[k][1]))<epsilon and abs(evalf(v[2]-projRoots3d[Kk][2]))<epsilon
and abs(evalf(v[3]-projRoots3d[K][3]))<epsilon then
found:=true:
fi:
od:
if found=false then ttt:=0: fi:
fi:
od:

if ttt=1 then f:=true: print("Die Drehung um ", 2*Pi/i, "in der x-y Ebene erhélt das Bild"); fi:
od:
if f=false then print("Keine Drehung um die z-Achse lasst das Bild fest."); fi:
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