JG|u

Young-Tableaux und Schur-Polynome
Bachelorarbeit
im

Fachbereich 08 — Physik,
Mathematik und Informatik

vorgelegt von:

Nora Alina Henkeler
Matrikelnummer:; 2672166

Mainz, den 28.Mai 2013

Erstgutachter  Jun.-Prof. Dr. Nikita Semenov
Zweitgutachter  Prof. Dr. Felix Leinen



Leitfaden

Die vorliegende Bachelorarbeit befasst sich hauptséchlich mit Tableaux und Schur-Poly-
nomen. Ziel ist es, zu beweisen, dass es sich bei den Schur-Polynomen um symmetrische Po-
lynome handelt. Um diese einzufiihren, bedienen wir uns der Tableaux. Des Weiteren wird
uns die Knuth-Aquivalenz von Worten und die Kostka-Zahl dabei helfen, eine eindeutige
Darstellung der Schur-Polynome in elementar- bezichungsweise vollstandig-symmetrischen
Polynomen zu finden. Mit dieser Vorgehensweise orientieren wir uns grundlegend an Wil-
liam Fultons Buch Young-Tableaux — With Application to Representation Theory and Geo-
metry [1].



Vorwort

Gegenstand dieser Bachelorarbeit sind die Schur-Polynome,
die auf den weiffirussischen Mathematiker Issai Schur zuriick-
gehen. Er wurde am 10. Januar 1875 in Mogiljow geboren,
besuchte aber bereits mit 13 Jahren ein deutsch-sprachiges
Gymnasium. 1894 schrieb er sich an der Universitdt Berlin
fir Mathematik und Physik ein. Er wurde Schiiler von Fer-
dinand Georg Frobenius, bei dem er 1901 summa cum laude
promovierte. Frobenius war Mitbegriinder der Gruppen- und
Darstellungstheorie. Schur lernte die Grundlagen von ihm und
entwickelte sie weiter. Es ist also nicht verwunderlich, dass
auch die Schur-Polynome in der Darstellungstheorie Anwen-
dung finden. Sein wohl bekanntester Beitrag zur Darstellungs-
theorie ist das Lemma von Schur.

Nach seiner Promotion lehrte Schur an den Universitiaten in 7L

Berlin und Bonn. 1922 wurde er zudem in die Preuflische Aka- .

. . Quelle: I. Schur, Oberwolfach
demie der Wissenschaften aufgenommen. Photo Collection [g]
Aufgrund seiner jidischen Wurzeln wurde er jedoch nach der
Machtiibernahme der Nationalsozialisten stark unter Druck gesetzt und 1935 entlassen.
Ein Jahr nach seinem Austritt aus der Akademie wanderte er im Jahr 1939 nach Palastina
aus, wo er 1941 an seinem 66. Geburtstag starb.!

Das Ziel dieser Bachelorarbeit wird, wie bereits erwahnt, sein, die Symmetrie von Schur-
Polynomen zu zeigen.
Das erste Kapitel werden wir damit beginnen, Young-Tableaux zu definieren. Wir werden
den Bumping-Algorithmus von Schensted und den Sliding-Algorithmus von Schiitzenber-
ger einfithren, die es uns erlauben werden, zwei Produkte von Tableaux zu definieren. Mit
diesen Produkten wird die Menge der Tableaux jeweils zu einem Monoid.
Im zweiten Kapitel werden wir Worte einfiihren. Dabei werden wir sehen, dass jedes Ta-
bleau ein Wort definiert, aber nicht jedes Wort von einem Tableau kommt. Parallel zu
den ersten beiden Produkten werden wir ein weiteres iitber Knuth-Aquivalenz von Worten
einfithren und zeigen, dass alle drei Produkte dquivalent sind.

!Die Biographie wurde dem MacTutor History of Mathematics archive citebio entnommen.



Im dritten Kapitel wird das Theorem dieser Bachelorarbeit bewiesen, indem wir eine Dar-
stellung der Schur-Polynome in Basen der symmetrischen Polynome finden. Abschliefend
soll der Zusammenhang zwischen Schur-Polynomen und anderen symmetrischen Polyno-
men an einem Beispiel veranschaulicht werden.

Schur-Polynome finden unter Anderem Anwendung in zwei wichtigen Gebieten der
Mathematik. Zum einen ist dies die Darstellungstheorie, wo sie zur Beschreibung der sym-
metrischen Gruppe &,, und der allgemeinen linearen Gruppe GL, (C) dienen, zum anderen
die Schnitttheorie, wie es Laurent Manivel in der Einleitung zu seinem Buch Fonctions
Symetriques, Polynomes De Schubert Et Lieuxr De Degenerescence [3] erwahnt. Néaheres
kann zum Beispiel in den Werken von Fulton nachgelesen werden: Young-Tableaur — With
Application to Representation Theory and Geometry [1] zeigte die Anwendung in der Dar-
stellungstheorie, wohingegen Intersection Theory [2] die Schnitttheorie thematisiert.
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Kapitel 1

Young-Diagramme und Tableaux

Wir werden zunédchst damit beginnen, eine geeignete Grundlage zu schaffen, um iiber
Schur-Polynome reden zu kénnen. Dazu bendtigen wir Young-Tableaux. Wir werden den
Schensted-Bumping-Algorithmus und den Schiitzenberger-Sliding-Algorithmus einfiihren.
Diese werden es uns ermoglichen, eine Verkniipfung - von Tableaux zu definieren. Wir
werden sehen, dass die Menge der Tableaux zusammen mit - ein Monoid ist.

1.1 Notation

Definition 1.1. Ein Young-Diagramm sei eine Ansammlung von Késtchen,
1. die linksbiindig angeordnet sind und
2. deren Anzahl pro Zeile von oben nach unten schwach monoton fallt.

Eine Partition von n sei eine Folge A = (A, A2, ..., \;) in den natiirlichen Zahlen? mit der
Eigenschaft, dass A\ + Ao + ... + X\, = n.
Wir wollen eine Partition immer als monoton fallende Folge angeben, da sie dann ein

Young-Diagramm mit \; Késtchen in der i-ten Zeile (i = 1, ..., [) und insgesamt n Késtchen
liefert.

Mit A = (A1, Ag, ..., \;) assoziieren wir auch das resultierende Young-Tableau und schreiben
A= (di*,ds?,...,d%), falls das Young-Diagramm jeweils a; aufeinanderfolgende Zeilen der

Lange d; besitzt.

Beispiel 1.2. A = (5,3,3,1) ist eine Partition von 12, das zugehérige Young-Diagramm
sieht folgendermaflen aus:

2Wir wollen die natiirlichen Zahlen in dieser Arbeit ohne die Null definieren, also N = {1,2,3,...}.
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KAPITEL 1. YOUNG-DIAGRAMME UND TABLEAUX 2

Die Késtchen eines solchen Young-Diagramms A konnen auch mit Elementen aus einem
beliebigen Alphabet gefiillt werden. Wir verwenden als Alphabet [m] = {1,2,...,m} C N
und wollen dies eine Belegung von A nennen. Eine spezielle Belegung kommt in folgender
Definition vor.

Definition 1.3. Ein (Young-)Tableau T sei ein Young-Diagramm A mit der folgenden
Belegung;:

1. In jeder Zeile seien die Eintrage der Kéastchen monoton steigend angeordnet.
2. Entlang jeder Spalte seien die Eintrage streng monoton steigend.
A heiBe Umriss von T.

Beispiel 1.4. Man erhéalt beispielsweise ein Tableau, wenn man das Young-Diagramm aus
Beispiel 1.2 wie folgt fiillt:

314

1
2
313
4

Definition 1.5. Wir definieren das konjugierte Diagramm X zu einem gegebenen Dia-
gramm A durch Spiegelung von A an seiner Hauptdiagonalen.

Beispiel 1.6. Beispiel fiir ein Young-Diagramm und sein konjugiertes Tableau:

A=A —>

Definition 1.7. Seien A und p zwei Young-Diagramme. p ist in A enthalten, falls alle
Kastchen von p auch zu A\ gehoren. In diesem Fall schreiben wir p C .

Legt man ein Young-Diagramm g C A an die obere linke Ecke des Young-Diagramms A
an und entfernt aus A diejenigen Késtchen, die auf diese Weise iiberdeckt werden, so heifit
das resultierende Diagramm ein Schiefdiagramm. Wir bezeichnen dieses mit A/p.

Ein Schieftableau sei ein Schiefdiagramm mit demselben Belegungsschema wie ein Tableau:

1. In jeder Zeile seien die Eintrage der Kastchen monoton steigend angeordnet.

2. Entlang jeder Spalte seien die Eintrage streng monoton steigend.
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Beispiel 1.8. Haben wir zwei Partitionen A = (6,6,5,3,2) und p = (5, 3,2) gegeben, so
asoziieren wir damit die Diagramme

A= und g =

Das zugehorige Schiefdiagramm ist

M =

Dieses Schiefdiagramm konnten wir wie folgt fiillen, um ein Schieftableau zu erhalten:

2

6

Definition 1.9. Ein (Schief-)Tableau habe das Gewicht v = (uy,us,...,u;), wenn es
u;-mal den Eintag i enthalt (i =1,2,...,1).

Beispiel 1.10. Das Schieftableau aus Beispiel 1.8 hat das Gewicht u = (1,2,4,2,1,2).

Kommen wir nun zur Definition derjenigen Polynome, die Gegenstand dieser Arbeit
sind:

Definition 1.11. Sei T ein Tableau mit Gewicht u = (uy,us, ..., u,). Dann definiert T

ein Monom
m
—— H T
k=1

Das Schur-Polynom sy zu einem Young-Diagramm A sei definiert via

T
sa(T1, @9, .. Tp) = > !,
T Tableau mit Umriss A

Zwei Schur-Polynome sind dabei von besonderer Bedeutung:
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e Das Schur-Polynom zu A = (1") heifle n-tes elementar-symmetrisches Polynom o,,.
In diesem Fall schreiben wir

sSx(x1, Tay .oy ) = Z Tiy Tyt e Ty, =0 O (T1, Ty o, T),
1<) <ig<--<in<m

wobei {il, iz, e ,Zn} C [m]

e Das n-te vollstandig-symmetrische Polynom h,, sei definiert als das Schur-Polynom
zu A = (n). Wir schreiben sy (x1, 22, ..., xm) =: hp(T1, 29, ..., Tp).

Nach Konstruktion ist klar, dass die elementar- und die vollstdndig-symmetrischen Po-
lynome symmetrisch sind, d.h. sie sind invariant unter Permutation der Variablen: Ist 7
eine Permutation in der symmetrischen Gruppe &,,, so gilt

S\ (@1, @2, - ) = SA(Tr (1), Tr(2)s - - - Tr(m)) fir A = (1") oder A = (n).

Beispiel 1.12. o Fiir den Umriss A = (1) gibt es vier verschiedene Moglichkeiten, es
mit Elementen aus {1,2,3,4} zu fillen:

Das dritte elementar-symmetrische Polynom in den Variablen i, xo, x3, x4 ist somit

o3(x1, Te, T3, Ty) = T1ToT3 + T1ToT4 + ToT3T4 + T1T3T4.

e Den Umriss A = (3) konnen wir auf zehn verschiedene Weisen mit den Zahlen aus
{1, 2, 3} fiillen:

1111 11112 11113 11212 11213

11313 21212 21213 21313 3133

Wir erhalten daraus

3 2 2 2 2 3 2 2 2
hs(z1, o, x3) = ] + 21T + x7T3 + 1125 + T102T3 + 125 + T + X5x3 + Toxs + X3

e Da die beiden vorherigen Beispiele nur Spezialfille von Schur-Polynomen waren, wol-
len wir zuletzt noch ein allgemeines Beispiel geben. Wir betrachten das Tableau
A = (2,2) und fiillen dieses mit Elementen aus {1,2,3}. Es ergeben sich die folgen-
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den Belegungen:

1 - 1]1 1]1 1
2 2|2 213 2
1 - 1]1 112

3 313 313

2 - 2|2

3 313

Das zugehorige Schur-Polynom ist also
sa(11, 09, T3) = T3 + X205 + 1575 + T w0x3 + T1T5T3 + 117073,
Zwei wichtige Eigenschaften der Schur-Polynome sind:
1. Sie sind symmetrisch.
2. Sie bilden eine additive Basis des Rings der symmetrischen Polynome.

Unser Ziel soll es sein, die hier an erster Stelle genannte Figenschaft zu zeigen. Bevor wir
jedoch die Symmetrie beweisen konnen, miissen wir zunachst noch ein wenig tiefer in die
Materie der Tableaux eindringen.

1.2 Schensted-Bumping-Algorithmus

Wir beginnen mit dem Schensted-Bumping-Algorithmus, der es uns spéter erlauben wird,
eine Verkniipfung zweier Tableaux zu definieren. Mit dessen Hilfe wird eine natiirliche Zahl
x in ein gegebenes Tableau T' eingereiht. Das resultierende Tableau wollen wir mit 7" < x
bezeichnen. Es wird wie folgt gebildet:

Algorithmus 1.13 (Bumping-Algorithmus). Gegeben seien ein Tableau 7' und eine na-
tiirliche Zahl z. Man betrachte zunéchst die erste Zeile des Tableaus. Wenn x grofer als
oder genauso grofl wie der Eintrag des letzten Késtchens ist, wird z in einem neuen Kést-
chen an das Ende der ersten Zeile gesetzt.

Ist dies nicht der Fall, so suchen wir das am weitesten links gelegene Késtchen, fiir dessen
Eintrag a gilt: a > x. Wir schreiben x in dieses Késtchen und verfahren in der nachsten
Zeile mit a analog.

Der Algorithmus endet, wenn ein Eintrag an das Ende einer Zeile angefiigt werden konnte.
Wird das letzte Késtchen der letzten Zeile erreicht ohne dass der Eintrag an dieses angefiigt
werden kann, wird eine neue Zeile mit einem Késtchen ertffnet, welches Platz fir diesen
bietet.
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Beispiel 1.14. Wir wollen die Zahl 2 in ein Tableau T einfiigen. T" sei gegeben durch:

31314
21414
516

Dazu gehen wir wie folgt vor:

1.34 « 2 112]3]4
9 4 4

Blau markiert ist das neue Kdstchen, die roten Felder zeigen den Weg, zu dem auch das
neue Kéastchen gehort (hier noch einmal deutlicher eingezeichnet):

1 314

Bemerkung 1.15. Der Output des Bumping-Algorithmus ist wieder ein Tableau: Jede ein-
zelne Zeile wird so konstruiert, dass ihre Eintradge monoton steigen. Verdrangt der Eintrag
x, den wir einreihen wollen, also einen Eintrag a, so ist x nach Konstruktion mindestens so
grof} wie sein Vorganger und kleiner als sein Nachfolger. Der Eintrag a wird in die nachste
Zeile gebracht und verdréangt dort einen Eintrag, der unterhalb oder links von der neuen
Position von x liegt. Auf diese Weise bleibt jede Spalte streng monoton steigend, da a
grofer als x und somit auch grofler als jeder Eintrag links von x ist.

Ist ein aus dem Bumping-Algorithmus entstandenes Tableau gegeben und das neue
Késtchen bekannt, so kann der Algorithmus auf einfache Weise umgekehrt werden, sodass
wir das urspriingliche Tableau und die eingefiigte Zahl zurtickgewinnen.

Algorithmus 1.16 (Umkehrung des Bumping-Algorithmus). Sei ein Tableau 7" und dessen
neues Kéastchen mit Eintrag y gegeben. (Bemerke: Die Umkehrung funktioniert nur fiir neue
Kastchen. Diese sind immer auflere Ecken, d.h. solche Kéastchen, wo rechts und unten keine
weiteren Kéastchen anschliefien.)

Wir entfernen das neue Késtchen und suchen in der Zeile dariiber den am weitesten rechts
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gelegenen Eintrag b mit b < y, schreiben y in dieses Késtchen und verfahren analog mit b
in der Zeile dartiber.

Der Algorithmus endet, wenn der letzte Eintrag in die erste Zeile eingefiigt wurde. Es
ist das Tableau 7" entstanden. Der verdrangte Eintrag z ist dann derjenige, fir den gilt:
T +—x=T.

Im Folgenden betrachten wir zwei sukzessive Einreihungen durch den Bumping-Algo-
rithmus. Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Grofe der einzufiigenden Zahlen und
den Positionen der neuen Késtchen herstellen. Aussage dartiber macht das Row-Bumping-
Lemma.

Wir stellen fest, dass ein Weg genau ein Kastchen in mehreren aufeinanderfolgenden Zeilen
besitzt, beginnend in der ersten Zeile und endend in der Zeile, in der sich das neue Kést-
chen befindet.

Die folgende Definition setzt fest, wie wir die Position zweier Wege oder Késtchen verglei-
chen wollen.

Definition 1.17. Ein Weg R sei strikt links (beziehungsweise schwach links) von einem
weiteren Weg R/, wenn in jeder Zeile, die ein Késtchen von R’ enthélt, R ein Késtchen
besitzt, das links von diesem (beziehungsweise links oder auf diesem) liegt.

Analog definieren wir strikt/schwach rechts fiir Wege und einzelne Késtchen und strikt/schwach
iber und strikt/schwach unter fur Zeilen und Késtchen.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun das erwihnte Row-Bumping-Lemma formulie-
ren:

Proposition 1.18 (Row-Bumping-Lemma). Gegeben seien zwei aufeinanderfolgende Ein-
rethungen durch den Bumping-Algorithmus: Die Erste fiige das Element x in das Tableau
T, die Zweite x’ in das resultierende Tableau T < x ein. Die auf diese Weise entstehenden
Wege seien bezeichnet mit R beziehungsweise R', die neuen Kdastchen mit B beziehungs-
weise B'. Es gilt:

1. © <’ genau dann, wenn R strikt links von R und B schwach unter B’ liegt.
2. x > x' genau dann, wenn R’ schwach links von R und B’ strikt unter B liegt.

Beweis. zu (1): Sei z < 2’ angenommen. Bei Anwendung des Algorithmus verdrangen «
und 2’ die Eintriage a und a/. Da x < 2’ < d/, liegt o’ strikt rechts von dem Késtchen, das
x eingenommen hat; es gilt also a < a’. Dieses Argument findet in jeder Zeile Anwendung.
Wir stellen fest, dass R nicht tiberhalb von R’ enden kann: Endet R mit dem Eintrag a in
B, so ist es stets moglich, den Eintrag @’ an diese Reihe anzuhingen, da a < a'.

Falls R’ weiter oben als R endet, bewegt sich R in seinem weiteren Verlauf nicht mehr nach
rechts: B wurde an das Ende einer Zeile angefiigt und da wir ein Tableau betrachten, haben
alle folgenden Zeilen weniger Kéastchen als diejenige, die B als letztes Kastchen enthalt.
Sei nun umgekehrt R strikt links von R’ gegeben. Dann ist insbesondere das oberste Kést-
chen von R strikt links von dem obersten Kéastchen von R’. Die beiden Késtchen haben
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die Eintrage x beziehungsweise z’. Da wir ein Tableau betrachten, gilt = < 2.

zu (2): Seien a und o’ analog definiert. In diesem Fall gilt a > o', was sich wieder in allen
folgenden Zeilen fortsetzt.

Fir x > 2/ ist R’ immer mindestens eine Zeile linger als R: Endet R mit dem Eintrag a
in B, so kann @' nicht mehr an diese Reihe angehingt werden, da a > @ und es muss in
jedem Fall die nachste Zeile noch miteinbezogen werden.

Um die Umkehrung zu zeigen, betrachten wir zwei Falle.

Fiir den ersten Fall sei R’ strikt links von R gegeben. Wie oben gilt 2/ < z nach Konstruk-
tion. Nehmen wir an, dass x = 2’. Reihen wir 2’ in das Tableau ein, so suchen wir in der
ersten Zeile nach dem am weitesten links gelegenen Eintrag, der grofler als 2’ ist. Dieser
miisste rechts von x liegen, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist, dass R’ strikt links
von R liegt. Es gilt also 2’ < .

Im zweiten Fall betrachten wir R’ schwach links von R, sodass die obersten Késtchen von
R und R’ an derselben Stelle liegen. Wir betrachten die Situation, in der = schon eingereiht
wurde. Damit die Wege R und R’ sich in der ersten Zeile tiberdecken, muss z’ den Eintrag
x verdrangen, was nur dann passiert, wenn z’ < x. O

Korollar 1.19. Sei T ein Tableau mit Umriss pu,
U=(..(T+z1) ¢« 123)  ...) < 1, fir gewisse x; € N.

Sei A der Umriss von U. Ist 11 < xo < ... <z, (bezichungsweise x1 > xo > ... > ), S0
sind keine zwei Kdstchen von A/u in derselben Spalte (beziehungsweise derselben Zeile).
Umgekehrt: Sei U ein Tableau mit Umriss X und p ein darin enthaltenes Young-Diagramm,
sodass N/ aus p Kastchen besteht. Sind keine zwei Kdastchen des Schiefdiagramms A/ in
derselben Spalte (beziehungsweise Zeile), so gibt es genau ein Tableau T mit Umriss p und
eindeutige x1 < 29 < ... <z, (beziehungsweise x4 > xo > ... > x,), sodass

U=(..(T+z1) ¢ 22) ¢ ...) < xp.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine direkte Folgerung aus dem Row-Bumping-Lemma;
dieses muss lediglich sukzessive p-mal mit den Eintragen xi, xo, ..., z, angewandt werden.
Um die zweite Behauptung zu zeigen, unterscheiden wir zwei Félle:

Fall 1 (keine zwei Késtchen von A/ liegen in derselben Spalte): Wir wenden die Umkehrung
des Bumping-Algorithmus auf U an, angefangen bei dem am weitesten rechts gelegenen
Késtchen von A/p und sich vorwértsarbeitend von rechts nach links. Auf diese Weise ensteht
T. Die verdrangten Elemente sind z,,x,_1,...,21. Aus dem Row-Bumping-Lemma folgt
dann, dass z1 < 29 < ... < 7.

Fall 2 (keine zwei Késtchen von A/p liegen in derselben Zeile): Wir gehen dhnlich vor wie in
Fall 1. Wieder wenden wir die Umkehrung des Bumping-Algorithmus p-mal an, beginnen
diesmal jedoch mit dem am weitesten unten gelegenen Kastchen und gehen weiter von
unten nach oben. Auch hier erhalten wir so zp,z,_1,...,2;. Das Row-Bumping-Lemma
liefert uns, dass 1 > x9 > ... > x,. O
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Wir sind nun so weit, ein (erstes) Produkt von Tableaux zu definieren:

Definition 1.20. Gegeben seien zwei Tableaux T und U, wobei U aus p Késtchen bestehe.
Diese nummerieren wir von links nach rechts und von unten nach oben mit x;,xs,..., 7,

durch. Wir definieren
T-U=(..((T 4+ z1) < 22) < ...) < xp.

Bemerkung 1.21. e Im Spezialfall p=1 entspricht T'-U der Einreihung des Kéastchen-
inhaltes x in T durch den Bumping-Algorithmus: T- U =T < .

e Die Anzahl der Késtchen von 7T - U entspricht der Summe der Késtchen von U und
T.

e Die Eintrage von 7' U sind die Eintrage von T zusammen mit denen von U.

Beispiel 1.22. Gegeben seien die Tableaux

213|315
T =|3|4]|4 und [ =

Wir berechnen 7"- U in folgenden Schritten:

213[3]5 TT: 123?125
T U= 4 =344 -
304 - 4
11213 3i 43 514
SE 1]2]5]= , 2[5
:
1]1 314 1]1 34”
2 4 213 5
3 o “[374
5 5

1.3 Schiitzenberger-Sliding-Algorithmus

Wir kénnen ein Produkt von Tableaux auch iiber Schieftableaux definieren. Dazu fithren
wir zunéchst Folgendes ein:
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Definition 1.23. Sei \/u ein Schiefdiagramm.

Eine innere Ecke von \/u sei ein Kéastchen des kleineren Tableaus p, wo alle Késtchen
unter und rechts von diesem nicht mehr zu p gehoren.

Eine dufiere Ecke von \/p hingegen sei ein Késtchen von A, wo alle Késtchen unter und
rechts von diesem nicht mehr zu A gehoren.

Beispiel 1.24. e Seien A\ = (6,6,5,3,2) und p = (5, 3,2) zwei partitionen. Dann hat
das Schiefdiagramm A/ drei innere Ecken (blau), die nicht zu dem Schiefdiagramm
gehoren, und vier duBlere Ecken (rot), die dazugehoren:

e Ein Schiefdiagramm A/u kann auf verschiedene Weisen durch die Wahlen von A und
1 enstehen. So haben beispielsweise

mit Ay = (3,1,1)/(2,1)

und

mit Ap = (3,2,1)/(2,2)

den gleichen Umriss. Bemerke, dass (3,2,1)/(2,2) ein Késtchen besitzt, das gleichzeitig
innere und &uflere Ecke ist (dunkelgrau).

Algorithmus 1.25 (Schiitzenberger Sliding-Algorithmus). Gegeben sei ein Schieftableau
S und eine innere Ecke von S. Es werden jeweils die beiden Késtchen unterhalb und rechts
von der inneren Ecke betrachtet und deren Eintrége verglichen. Die innere Ecke (meist
gekennzeichnet durch eine schwarze Box, ein ,Loch“) bewegt sich im Diagramm auf die
folgende Weise:

e nach unten, wenn der Eintrag des unteren Késtchens kleiner als der des Késtchens
zur Rechten ist oder wenn beide Eintrage gleich grof3 sind

e nach rechts, wenn der Eintrag zur Rechten kleiner ist als der im unteren Késtchen.
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Ist das Kastchen rechts von der schwarzen Box leer, so bewegt sich die Box automatisch
nach unten. Ist umgekehrt unten ein leeres Késtchen, so wird sie sie nach rechts verschoben.
Der Algorithmus endet, wenn das Késtchen der schwarzen Box zu einer dufleren Ecke
geworden ist. Das schwarze Kéastchen wird dann entfernt.

Beispiel 1.26.

112 1 1
2123 21212 212123 212
112145 1H45 1131415 1134
213|595 21315 2 ) 215
416 416 4% 416

Nun wird noch die schwarze Box entfernt und wir sind fertig.

Das Beispiel legt die Vermutung nahe, dass das FErgebnis wieder ein Schieftableau ist.
In der Tat wurde der Algorithmus mit genau dieser Absicht konstruiert:

Bemerkung 1.27. Wendet man den Sliding-Algorithmus auf ein Schieftableau an, so er-
hdlt man wieder ein Schieftableau: Betrachten wir dazu die typische Konstellation

HE
S =|a Y
:
im Sliding-Algorithmus. Dabei kénnen b, v, a und v auch situationsbedingt leer sein. Neh-

men wir an, sie seien nicht leer, da dies den allgemeinen Fall zeigt.
Ist x <y, so fiihren wir die folgende Verschiebung durch:

v

Sp=|al|lr|y
U

Damit es sich bei S’ um ein Schieftableau handelt, muss gelten: a < x < y. Dabei gilt
x < y schon nach Voraussetzung. Da S selbst ein Schieftableau war, gilt a < v < x, also
auch insbesondere a < z.

Ist £ > y, so haben wir:

b | v
Sy, =laly
u | x

Es muss gelten: b < y < z. Wieder gilt y < x nach Voraussetzung und b < v < y, da S ein
Schieftableau ist.
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Algorithmus 1.28 (Umkehrung des Sliding-Algorithmus). Um den Sliding-Algorithmus
umzukehren, benétigen wir das Schieftableau, das sich ergeben hat. Zuséatzlich miissen wir
wissen, an welcher Stelle der Algorithmus geendet hat. Wir fiigen an dieser Stelle das
schwarze Késtchen wieder ein und beginnen nun dieses zu verschieben. Wir betrachten
diesmal die benachbarten Késtchen oberhalb und links des Loches. Dieses bewegt sich

e nach oben, wenn beide Eintrage gleich grof§ sind oder wenn der obere Eintrag grofier
als der zur Linken ist

e nach links, wenn der Eintag dort grofler als derjenige oberhalb des Loches ist.

Bemerkung 1.29. Man macht sich leicht klar, dass diese Vorgehensweise auch wirklich
den Sliding-Algorithmus umkehrt: Wir betrachten dazu noch einmal die typischen Konstel-
lationen von oben. Im Fall von S| (z < y) wissen wir, dass u < v, da S ein Schieftableau
ist. Wir bewegen uns also laut Algorithmus 1.28 nach oben und stellen somit S wieder her.
Im Schieftableau S (x > y) wissen wir, dass v < y und gelangen durch eine Verschiebung
nach links wieder zurtick zu S.

Definition 1.30. Wendet man den Sliding-Algorithmus solange auf ein Schieftableau S
an, bis das Resultat keine inneren Ecken mehr besitzt, so erhidlt man ein Tableau. Dieses
Tableau nennen wir Rektifizierung von S und schreiben rect(.S).

Der Prozess an sich wird oft mit Jeu de Taquin® bezeichnet.

Wie wir es zuvor auch schon mit dem Bumping-Algorithmus getan haben, definieren
wir nun ein weiteres Produkt von Tableaux iiber den Sliding-Algorithmus.

Definition 1.31. Seien 7' und U zwei Tableaux. Wir konstruieren ein Schieftableau T * U,
indem wir ein Rechteck mit genauso vielen Spalten wie T und Zeilen wie U bilden und
dann 7" unten und U rechts anlegen. Wir definieren 7" - U = rect(T x U).

Beispiel 1.32. Fiir

112 3
T = und [U =
414
ist T'x U gegeben durch
3
11]2
4

3Beim Jeu de Taquin handelt es sich um ein bekanntes Schieberitsel, bei dem in einem 4x4-Quadrat
die Zahlen 1 bis 15 in aufsteigender Reihenfolge angeordnet werden miissen. Es ist auch unter dem Namen
15-Puzzle bekannt.
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Wir berechnen T'- U = rect(T * U) in folgenden Schritten:

3

1

4

1

3

4

2123 112123

|
1

3 3

4

4

Wir werden spéter sehen, dass diese Multiplikation wohldefiniert ist, d.h. das Ergebnis
hdngt nicht davon ab, in welcher Reihenfolge man die inneren Ecken wahlt. Wir werden
auBerdem zeigen, dass die beiden Produkte, die wir definiert haben, sogar iibereinstim-
men. Dabei wird uns die Knuth-Aquivalenz von Worten helfen, die im zweiten Kapitel
thematisiert wird.



Kapitel 2

Knuth-Aquivalenz von Worten

Zu Beginn dieses Kapitels werden wir den Begriff ,Wort“ einfithren, aber sehen, dass es
keine Bijekion zwischen der Menge der Worte und der Menge der Tableaux gibt. In diesem
Fall hilft uns die Knuth-Aquivalenz von Worten, sodass wir im letzten Kapitel zumin-
dest einen Isomorphismus zwischen der Menge der Knuth-Aquivalenzklassen von Worten
und der Menge der Tableaux finden koénnen. Zudem werden wir zeigen, dass die Knuth-
Aquivalenzklassen invariant unter den Algorithmen aus Kapitel 1 sind.

2.1 Worte

Ein Wort ist an sich eine Aneinanderreihung von natiirlichen Zahlen (Buchstaben) wie zum
Beispiel 156372863261. Um iiber Knuth-Aquivalenz reden zu kénnen, wollen wir jedoch erst
einmal definieren, was das Wort eines Tableaus sein soll.

Definition 2.1. Das Wort eines (Schief-)Tableaus T sei die Aneinanderreihung seiner
Eintrége, beginnend von links nach rechts und von unten nach oben. Wir bezeichnen dieses
mit w(7T).

Die Verkniipfung w - w’ sei definiert als die Nebeneinanderstellung der Worte w und w’.

Beispiel 2.2. Wir betrachten das Tableau

1 2131415

T:2 4
414155
3

Dann ist das Wort von 7" gegeben durch w(7') = 544552344122345.

Bemerkung 2.3. Ein Tableau kann auch aus seinem Wort rekonstruiert werden. Hat man
zum Beispiel das Wort w(T") = 656345623445 gegeben, so erhélt man 7', wenn man einen
Trennstrich an den Stellen zieht, an denen die Folge nicht mehr monoton steigt und die so

14
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entstandenen Teile nacheinander aufeinandersetzt. In unserem Fall wiirden wir wie folgt
trennen: 6|56|3456/23445. Wir erhalten dann das Tableau

2131414|5
31415
)

6

Mit verschiedenen Beispielen macht man sich schnell klar, dass nicht jedes Wort von
einem Tableau kommt. Unterteilt man ein Wort in seine monoton steigenden Teilstiicke
und setzt diese aufeinander, so miissen dafiir die Eigenschaften eines Tableaus gegeben
sein. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall.

In der Tat kann man jedoch zu jedem Wort ein Schieftableau finden: Dazu teilt man
das Wort wieder wie oben und setzt die Teilstiicke an deren dufleren Ende von unten
nach oben iibereinander. Wegen der gewéhlten Unterteilung des Wortes ist klar, dass die
Eintrége jeder Spalte dann streng monoton steigen. Ein Beispiel wird diesen Vorgang ver-
anschaulichen:

Ist das Wort w = 1223]125|345|133 gegeben, so kann man ihm das folgende Schieftableau
S(w) zuordnen:

313

S(w) =

2.2 Auswirkungen des Sliding- und Bumping-Algo-
rithmus auf Worte

Es stellt sich uns nun die Frage: Wenn wir den Bumping- oder den Sliding-Algorithmus auf
ein (Schief-)Tableau anwenden, welchen Einfluss haben die Algorithmen dann auf dessen
Wort? Beginnen wir mit dem Bumping-Algorithmus:

Die Zahl z soll in ein Tableau eingereiht werden. Wir betrachten dazu zunachst die
erste Zeile. Wir wollen diese schreiben als u - 2’ - v, wobei

e y und v Worte sind, deren Buchstaben monoton steigend angeordnet sind
e 1’ ein Buchstabe ist
e jeder Buchstabe in u kleiner als x ist (kurz: u < x)

o v < 1.



KAPITEL 2. KNUTH-AQUIVALENZ VON WORTEN 16

In diesem Fall nimmt x die Stelle von 2’ ein: u -2’ v +— w-x-v. Mit 2’ wird in der nichsten
Zeile analog verfahren.

Nehmen wir an, dass das betrachtete Tableau nur aus einer Zeile besteht, so ware das Wort
des neuen Tableaus - u - x - v, da fiir 2’ eine neue Zeile angelegt wiirde. Der Grundschritt
des Algorithmus besteht also immer aus

(w-2"v) zr—a2 - u-z-v, falsu<z<z <o
Beispiel 2.4. Analog zu Beispiel 1.14 kénnten wir so verfahren:

(456) - (244) - (1334) - 2 —> (456) - (244) - 3 - (1234)

— (456) - 4 - (234) - (1234)
— 5+ (446) - (234) - (1234)
Aus diesem Wort erhalten wir dasselbe Tableau wie schon zu Beginn.

Wir setzen nun v = (vq vs...v,). Dann konnen wir die Vorgehensweise des Bumping-
Algorithmus auch beschreiben durch:

wex v vy = U U Uy Ty (x <wvg—1 <vy)
U VU X Vg1t (x < vg—a < v4-1)
H
— w2 v vy (x < v < vy)
—uea vy, (x <2’ <)

Wir sehen, dass in jedem Schritt jeweils nur drei aufeinanderfolgende Buchstaben involviert
sind. Grundlegend fiir jeden Schritt ist

Y2T — Yyrz, falls z <y < 2. (K1)

Angelangt an der Stelle, an welcher ' von x verdréangt wird, beschreiben wir den weiteren
Weg von 2. Wir setzen nun u = (ug us ... up):

Up Uy & TV U Uy X Uy T (u, <z < a’)
> Uy Upg X Uy Up TV (up—1 <y < ')
H
—>uy -2 ug Uy T (ug <uz < )
—a U ug Uy T (uy <wup < )

Die Grundlage hier ist also:

xrzZY — ZxY, falls r <y < 2. (K2)
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Wir kénnen (K1) und (K2) auch als Multiplikation von Tableaux auffassen:

-: z “ 1, falls © < y < z und (K1)

elz]-[y]=1"1Y] falls » <y < z. (K2)

z

Wir haben also gesehen, dass sich das Wort w(T) -  durch elementare Umformungen
der oben beschriebenen Weise in das Wort zu T <— z tiberfiithren lésst.

Definition 2.5. Die Anwendung von (K1), (K2) oder deren Umkehrungen heifit eine
elementare Knuth-Transformation. Zwei Worte w und w’ seien Knuth-dquivalent, wenn
sie durch elementare Knuth-Transformationen ineinander tberfiihrt werden kénnen. Wir
schreiben dann w = w'.

In der neuen Notation formuliert haben wir gezeigt:
Proposition 2.6. Sei T ein Tableau und x € N. Dann gilt:
w(T < z) =w(T) - x.

Korollar 2.7. Ist T-U das Produkt zweier Tableaux T und U (definiert durch den Bumping-
Algorithmus), so gilt: w(T-U) =w(T) - -w(U).

Beweis. Folgt aus Proposition 2.6, da die Buchstaben des Wortes U sukzessive in T einge-
reiht werden. O]

Kommen wir nun zum FEinfluss des Sliding-Algorithmus. Man kann die elementaren
Knuth-Transformationen auch in Form von Schieftableaux formulieren:

T MY ST fallsz<y<oz (K1)
Y|z ylz Y

N Y11 21Y] falls x <y < z. (K2")
x|z T |z

Wir sehen also, dass die Knuth-Aquivalenzklassen invariant unter diesen Sliding-Operationen
sind. Weniger offensichtlich ist, was mit Worten passiert, wenn eine beliebige Sliding-
Operation durchgefithrt wird.

Proposition 2.8. Kinnen zwei (Schief-)Tableaur durch Sliding-Operationen ineinander
tberfihrt werden, so sind thre Worte Knuth-dquivalent.
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Vorbemerkung. Wendet man den Sliding-Algorithmus auf ein Schieftableau an, so erhélt
man zwar nicht in jedem Schritt ein Schieftableau, jedoch zumindest ein Schieftableau mit
einem Loch. Fiir diese sei der Begrift Wort analog zu oben definiert.

Beweis. Wird das Loch in einem Schritt des Algorithmus horizontal verschoben, so ist nach
Definition klar, dass das Wort dadurch nicht verdndert wird.

Von Interesse ist vielmehr, was eine vertikale Verschiebung verursacht. Betrachten wir
zunachst den Spezialfall

y‘_> wlrly mitu<ov<ax<y<z,
um die Vorgénge zu verstehen. Das Wort vzzuy geht iiber in vzuxry durch die folgenden
Knuth-Transformationen:

K

—
—_
~

VIZUY = VITUY (dau <z <z, insh. x < 2)
K1
(E) VUTZY (dau<v<ux)
K2
(E) VUZIY (daz<y<2)
K2
@ vzuxy (daw <z <z, insh. u <x)

Aus diesem Spezialfall erhalten wir den allgemeinen Fall, wenn wir die Ecken u,v,y und z
durch Zeilen u = (w;)iz1,..p, v = (Vi)iz1,.p» ¥ = (Yj)j=1,...q und z = (2;);j=1,..4 €rsetzen,
deren Eintrige jeweils eine schwach monoton steigende Folge bilden. Zudem wollen wir
voraussetzen, dass u; < v; fiir alle 4, y; < z; fiir alle j und v, < x < y; gilt, damit es sich

iiberhaupt um ein Tableau handelt. Wir betrachten also den Ubergang

Uy [Ug || Up Yi|Y2| | Yq g (U U |t Up | XYL Y2 || Yg
V|V || VUp| T |R1| 22| | %q V1 |V2 || Up 21| %2 || g
Behauptung: vrzuy = vzuxy

Wir zeigen dies durch Induktion nach p:
Fiir den Induktionsanfang p = 0 miissen wir zeigen, dass xzy = zzy gilt, also

Tz2129 o« Z2qY1Y2 - - - Yq = Z129... ZqTY1Yyz - - - Yq-

Reiht man y; in das Wort x212; ... 2, ein, so wird 2z; von y; verdrangt, da = < y; < 2
und z; somit der am weitesten links gelegene Buchstabe ist, der grofler als v, ist. Laut
Proposition 2.6 ist das Einreihen durch den Bumping-Algorithmus invariant unter Knuth-
Transformationen, sodass das neue Wort Knuth-dquivalent zu dem Ausgangswort ist und
es gilt:

(2129 .. 2¢) - Y1 - (Y2Us - - Yg) = (1122 .. 2) - (Y23 - .. Yy)-
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Fithren wir dies weiter fiir alle y;, reihen also yy, in 2y1 22 . .. 2k_12k2k+1 - - - 24 €in, so erhalten
wir die Behauptung.
Sei die Behauptung nun schon fiir alle k < p gezeigt.
Um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten, setzen wir abkiirzend «' = wgus...u, und
v = vyus ... v, und betrachten vrzuy = viv'zzu u'y. Wir reihen nun v, in v1v'zz ein. Es
wird v; verdrangt und Proposition 2.6 lidsst uns wieder folgern, dass viv'zz; = viuv'xz,
also

vrzuy = nv' zzun'y = viuv'zzu'y.

Laut Induktionsvoraussetzung ist bereits v'zzu'y = v'zu/xy und wir wissen daher, dass
/ / — !/ /
vV’ xzu'y = vyuv’ zu'xy.
Zuletzt reihen wir noch u; in v10'z ein, wobei v; verdrangt wird und wir v;v' zu; = viuv'z
erhalten.

Sukzessives Anwenden dieser Vorgehensweise auf alle u;’s zeigt die Behauptung. Schlus-
sendlich folgt dann, dass

!/ / —_ / !/
VIULV 2U TY = V10 2U1U TY = VZUTY.

Eine beliebige Verschiebung in einem Schieftableau bekommt man, indem man das Tableau
auf die folgende Weise erweitert:

ul u2 --.up71 uphyl y2 ".yQ*l yq DY

VL[V |t fop—1| Up | T | 21| R2|** " |zq—1| g

O
Proposition 2.9. Jedes Wort ist Knuth-dquivalent zu dem Wort eines Tableaus.
Beweis. Wir betrachten das Wort w = 125 ... x,. Mit Proposition 2.6 folgt, dass
w = w((...((|z1] ¢ 22) ¢ x3) ... ) < Tp).
O

Wir werden noch sehen, dass jedes Wort zu dem Wort genau eines Tableaus Knuth-
aquivalent ist. Nehmen wir die Eindeutigkeit also im Weiteren an und beweisen sie spéter.
Dann folgt aus Proposition 2.8 und 2.9:
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Korollar 2.10. Die Rektifizierung eines Schieftableaus S ist das (eindeutige) Tableau,
dessen Wort Knuth-dquivalent zu dem von S ist.
Sind S und S’ zwei Schieftableaux, so gilt:

rect(S) = rect(S") < w(S) = w(9’).
Diese Beobachtung legt ein dritte Moglichkeit nahe, das Produkt zu definieren:

Definition 2.11. Seien 7' und U zwei Tableaux. T'- U sei das (eindeutige) Tableau, dessen
Wort Knuth-dquivalent zu w(7T') - w(U) ist.

Proposition 2.12. Die drei gegebenen Konstruktionen des Produkts (Definition 1.20, 1.30
und 2.9) stimmen iberein.

Beweis. Dazu geniigt es, zu zeigen: Jede der ersten beiden Konstruktionen liefert ein Pro-
dukt 7'- U mit w(T - U) = w(T) - w(U).

Konstruktion aus Definition 1.20: Die Eintrage von U werden nacheinander in das Tableau
T eingereiht. Proposition 2.6 zeigt uns hier die Behauptung.

Konstruktion aus Definition 1.30: Bei diesem Produkt iiberfithren wir ein Schieftableau
mit dem Wort w(7T") -w(U) in ein Tableau T'- U mittels Jeu de Taquin. In diesem Fall zeigt
uns Proposition 2.8, dass die beiden Worte Knuth-dquivalent sind. O

Aus dieser Proposition folgt nun, dass die Rektifizierung eines beliebigen Schieftableaus
eindeutig ist. Dies ist auch die behauptete Eindeutigkeit ab Proposition 2.9.



Kapitel 3

Schur-Polynome

Im letzten Kapitel werden wir das zentrale Theorem dieser Bachelorarbeit beweisen, nam-
lich dass die Schur-Polynome symmetrisch sind. Dazu werden wir die Kostka-Zahl ein-
fithren, die uns eine Darstellung der Schur-Polynome in einer Basis der symmetrischen
Polynome liefert. Abschliefend werden wir noch kurz auf weitere symmetrische Polynome
und deren Verbindung zu den Schur-Polynomen eingehen.

3.1 Symmetrie von Schur-Polynomen

Sei M = M, die Menge aller Knuth-Aquivalenzklassen von Worten im Alphabet [m]. Die
Nebeneinanderstellung von Worten stellt eine assoziative Multiplikation auf M dar. M ist
abgeschlossen beziiglich Multiplikation, da

w=w,v=v=>w-v=uw-v=0"-0.
Dadurch wird M ein Monoid mit dem leeren Wort () als neutrales Element.

Sei F die Menge aller Worte. F ist ein freier Monoid, da die Buchstaben als Teilmenge
von F eine Basis bilden, mit Nebeneinanderstellung als Produkt und dem leeren Wort als
neutralem Element. Die Abbildung

k:F — M, w — [w]
ist also ein Homomorphismus zwischen Monoiden.

Wir kénnen M auch definieren, indem wir M = £ /= bilden. Auf diese Weise erhalten
wir ebenfalls die Menge aller Knuth-Aquivalenzklassen von Worten.

Auch die Menge der Tableaux mit Verkntipfung - und dem leeren Tableau () als neutrales

Element ist ein Monoid. Wir haben gesehen, dass es iiber Knuth-Aquivalenzen eine lineare
Eins-zu-Eins-Zuordnung zwischen den Aquivalenzklassen der Worte und den Tableaux mit

21
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Eintridgen aus [m] gibt, ndmlich
T+ [w(T)] mit Umkehrung [w] — rect(S(w)).

Daher ist M isomorph zum Monoid der Tableaux. Wenn wir nun von M reden, konnen wir
dessen Elemente auch als Tableaux identifizieren.

Zu dem gegebenen Monoid M fiithren wir den zugehorigen Tableau-Ring Ry, als freien
Z-Modul mit Basis M ein. Das Produkt sei wie bisher das Produkt von Tableaux. Zu einem
gegebenen Umriss A definieren wir Sy, = S\[m] als die formale Summe aller Tableaux T
mit Umriss A und Eintriagen in [m)].

Wir definieren auf dem Tableau-Ring den Homomorphismus

g: Ry 2T s 2l € Ly, xa, . ).
Das Bild von Sy unter g ist sy(z1,Za, ..., Zm).

Zwei Spezialfalle zur Multiplikation von Schur-Polynomen folgen aus dem Row-Bumping-
Lemma. Es gilt:
Sx - Sep) :ZSW (1)
o

wobei tiber alle y summiert wird, die entstehen, indem man p Késtchen zu A hinzufiigt,
jedoch keine zwei in derselben Spalte, und

Sy San =Y Sy, (2)

m

wobei iiber alle ¢ summiert wird, die entstehen, indem man zu A genau p Kastchen hinzu-
fiigt, jedoch keine zwei in derselben Zeile.

Wendet man den Homomorphismus 7'+ z7 an, so folgt aus (1) und (2)

Sx(z1, 22, .. T) - hyp(21, 29, . 1) = Zsﬂ(xl,azg, ce T (3)
m
und
Sx(z1, 22, ..., Tp) - 0p(21, 29, ..., T) = Zsu(atl,xg, ey Ty) (4)
I

mit p jeweils wie oben.



KAPITEL 3. SCHUR-POLYNOME 23

Definition 3.1. Seien A und u Partitionen. K5, sei die Anzahl der Tableaux mit Umriss
A mit Gewicht u. Genauer: K, sei die Anzahl der Folgen von Partitionen

A cA® D =),

wo das Schiefdiagramm A /A=Y genau u; Késtchen hat, jedoch keine zwei in derselben
Spalte.
K, heiit Kostka-Zahl.

Beispiel 3.2. Es seien A = (3,3,1) und u = (2,2,2,1) zwei gegebene Partitionen. Dann
ist die Kostka-Zahl K, = 3. Dieses kann man auf zwei verschiedene Arten sehen:

1. Als erste Moglichkeit kénnen wir uns iiberlegen, wie viele Tableaux mit Umriss A
und Gewicht u es gibt. Wir finden dazu drei verschiedene Belegungen:

2 11113 1
314 212 213
3 4

2. Die zweite Moglichkeit besteht darin, sich die Anzahl der Folgen
AL cA® cA® c AW = (33)1)

zu iiberlegen, wobei A /A1 genau wu; Késtchen besitzt (keine zwei in derselben
Spalte). Auch von diesen Folgen gibt es drei:

= Il S - i] A9 — A — H
)\:(31) _ g /\g2) _ m )\:(33) = )\§4) = H

Lemma 3.3 (vgl [4]). Mit den Bezeichnungen von oben gilt

S(ul) ) S(UQ) BRI S(ul) = Z K>Sy (5)

A Partition
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und

S(l“l) . S(lug) .t S(l“l) = Z KS\uS)\ = ZK)\USS\7 (6)
A

A Partition

wobei \ die Konjugation von \ bezeichnet.

Beweis. Wir beweisen (5) durch vollstdndige Induktion nach {. Fiir [ = 1 mussen wir

zeigen, dass
Sty = 2 K Sx.
A

Bei S(,,) handelt es sich um die Summe zeilenférmiger Tableaux mit u; Einsen. Von diesen
gibt es jedoch nur eines, also ist S,, = (u1). Desweiteren ist Kyq,) = 0 fiir alle A, die
aus mehr als einer Zeile bestehen, da in einem Tableau niemals zwei Einsen untereinander
stehen dirfen. Fir A = (u;) ist K)(,,) = 1 und wir haben gezeigt, dass Sp,) = (u1) =

2/\ K)\(ul)S)\-
Sei die Behauptung nun fiir k < [ bereits gezeigt. Sei u = (uq,us, ..., u;) und
u = (ug,ug, ..., u_q) mit |u| = uy +us + ... +u und |v/| = ug + uy + ... + ;. Dann

koénnen wir schreiben

<

I
Stur) * Suz) * - Su_y) * Suy) = ( > KAu’SA) Su)

X Partition von |u/|

(:) Z Kow Z Su
I

A Partition von |u/|

> KuS,

A Partition von |u|

wobei in der Summe von g iiber alle Young-Diagramme summiert wird, die entstehen,
indem man zu A genau u; Késtchen hinzufiigt, jedoch keine zwei in derselben Spalte.
Gleichung (6) wird auf dhnliche Weise durch vollstandige Induktion gezeigt. O

Wendet man auf (5) beziehungsweise (6) wie oben den Homomorphismus 7' — z7 an,
so erhalt man

hul'huz'u-'hul: Z KAuSA (7)
A Partition
und
Oup " Oyg = ve o ” Oy = Z KS\uSA:ZKMSS\- (8)
A Partition A

Theorem 3.4. Schur-Polynome sind symmetrisch.
Beweis. Sind u und A Partitionen, so gilt
e u=X= K,,=1und

e u<A(u#N) = Ky, =0,
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wobei u < A, falls u; = A; fur alle 7 oder u1 = i, us = Ao, ..., uj—1 = A\j_1 und u; < A
(lexikographische Ordnung).

Fiir lexikographisch geordnete Partitionen ist (K,)) also eine linke untere Dreiecksmatrix
mit Einsen auf der Hauptdiagonalen. Um die Schur-Polynome in vollstdndig- beziehungs-
weise elementar-symmetrische Polynome umzuschreiben, konnen daher (7) und (8) benutzt
werden. Es folgt, dass die Schur-Polynome symmetrisch sind. ]

Beispiel 3.5. Gegeben seien drei Partitionen A\ = u; = (3,0,0), Ao = uy = (2,1,0) und
A3 = uz = (1,1, 1). Mit Hilfe von (7) wollen wir die zugehorigen Schur-Polynome in hy, hy
und hs schreiben. Es sind

3 2 2 2 2 3 2 2 3
Sy, = 2] + X]To + X1T3 + T1X5 + X1 X223 + L1235 + Xy + T3T3 + Toxy + T3,
2 2 2 2 2 2 3
Syy = T1T2 + X173 + T1T5 + X1X223 + 123 + X503 + T3 + X3,

Sy = T1T273.

Wir miissen dazu die Matrix K, aufstellen und wissen dann, dass

K,\1u1 K)\gul K)\g,ul S\; hs

K)qug K)\ng K>\3u2 8)\2 == hth
3

K/\1U3 K>\2U3 K>\3U3 Sis hl

K, ist eine linke untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Wir miissen also
nur noch Ky, ,, Ky und Ky, bestimmen. A, ist ein Zeilendiagramm mit drei Kéastchen
und es gibt nur eine Belegung mit Gewicht u = (2,1,0); daher ist K, = 1. Auch fiir
K\ v, gibt es nur eine Moglichkeit. Weiter ist K),,, = 2, da folgende Belegungen moglich
sind:

2 und 3
3 2
Losen wir nun das lineare Gleichungssystem
1 00 S\ h3
1 10 Sy = hlhg y
1 2 1) \sy, h3

so erhalten wir
Sx :hg Sy :hl'hg Sxg :hlhg—hg.

Ausmultiplizieren zeigt, dass es sich dabei tatsachlich um die drei Schur-Polynome handelt,
die wir zu Beginn aufgestellt haben.
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3.2 Schur-Polynome und andere Klassen von symme-
trischen Polynomen

Neben den Schur-Polynomen gibt es noch weitere Klassen von Polynomen, die eine Z-Basis
der symmetrischen Polynome bilden. Dieser Abschnitt soll den Zusammenhang zwischen
diesen kurz darlegen, jedoch ohne die Zwischenergebnisse zu beweisen. Die Beweise konnen
in [1] nachgelesen werden.

Die Formeln (7) und (8) kann man auch in Determinantenform schreiben. Dies zeigt
uns fiir Partitionen A\ = (A1, Aa, ..., A):

S)\(.Clll,.’lfg, ce ,.Cl;m) = det(h,\i+j,i),-j 1 < Z,j < k

mit h)\ = h,\l : h,\2 h)\ und

k

sx (1,2, ..., 1) = det(o5, )i 1<i,7<1,

wobei A die Konjugation von A mit [ Zeilen ist und o5 =03, O3, O3,

Bisher noch nicht erwéahnt haben wir die folgenden Polynome:

Definition 3.6. Sei A = (A\y, \a, ..., \,,) eine Partition. Das monomial-symmetrische Po-
lynom m, sei die Summe aller Monome, die durch Permutation der Variablen z; bis z,,
aus dem Monom x7'z52 - - - 2" entstehen:

Am,
my(z1, T2y ..., T Z xT(l)m REAARS
TEGm

Proposition 3.7. Folgende Mengen bilden jeweils eine Z-Basis der symmetrischen Poly-
nome vom Grad n in m Variablen:

o {my(z1,xa,...,2,)|\ Partition von n mit mindestens m Zeilen}

o {s\(z1,x9,...,2y)|\ Partition von n mit mindestens m Zeilen}

o {o\(x1,x9,...,2n)|\ Partition von n mit mindestens m Spalten}

o {hy(z1,x9,...,2,)|\ Partition von n mit mindestens m Zeilen}

o {hy(z1,x9,...,2,)|\ Partition von n mit mindestens m Spalten}

Ebenfalls ohne Beweis sei die folgende Identitéit gegeben (mit z = (21,22, ..., Tn)):

hk(.’L') — 0'1(1')]1]6,1(%) + UQ(%)hk,Q(x) — e+ (—1>k0k<l’> =0. (9)
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Abschlielend wollen wir nun ein symmetrisches Polynom in den Basen aus Propositi-
on 3.7 darstellen und somit den Zusammenhang von Schur-Polynomen und den anderen
Klassen veranschaulichen.

Beispiel 3.8. Gegeben sei das symmetrische Polynom

f(x1,22) = 223 + xlw9 + 37129 + 1125 + 225,

Wir wollen dieses in den oben genannten Basen schreiben.

e Fiir die Darstellung in monomial-symmetrischen Polynomen brauchen wir das Leit-

monom von f beziiglich der lexikographischen Ordnung. Dieses ist LM(f) = z3. Nun
suchen wir dasjenige monomial-symmetrische Polynom, welches das gleiche Leitmo-
nom wie f hat: m(30) = 2} + x3. Da unser Leitkoeffizient 2 ist, ziehen wir dieses
Polynom zweimal von f ab. Wir wiederholen dieses Verfahren, bis kein Rest mehr
vorhanden ist. Auf diese Weise erhalten wir dann

f(x1,22) = 2ms0) + m2,1) + 3m,1).

Um f als Summe von Schur-Polynomen zu schreiben, verfahren wir prinzipiell analog
zu den monomial-symmetrischen Polynomen. Das Schur-Polynom, welches das gleiche
Leitmonom wie f hat, ist hier sy = 2 + 2wy + @123 + 23, Ziehen wir dieses
zweimal von f ab, so ist unser neues Leitmonom z3x»; wir miissen also das Polynom
S(21) = Zixs + z123 dazuaddieren. Ubrig bleibt 3s(1,1) und wir haben die folgende
Darstellung gefunden:

f(@1,22) = 25(30) — S(2,1) + 351,1)-

Wir gehen nun von der gerade gefundenen Darstellung aus, wenn wir f in vollstidndig-

symmetrische Polynome umschreiben wollen. Wir wissen, dass s(3) = hs ist und dass

S(1,1) = 02 @ h? — hy = h(i,1) — h2,0)- Um 1s(; 1) umzuschreiben, benutzen wir die

Determinantendarstellung. Es ist

s = det = hohy — hg = hia1) — h0),
(2,1) (ho h1> 2h1 3 (2,1) (3,0)
wobei hy = 1. Insgesamt bekommen wir also

f(x1,22) = 2h(30) — (h(m) — h(3,0)> +3 (h(1,1) — h(z,O))
- 3]1(3’0) - h(Q’l) - 3h(2’0) —|— 3]@(1’1).

Als letztes wollen wir f noch mit Hilfe der elementar-symmetrischen Polynome
darstellen. Dazu koénnen wir zum Beispiel (9) benutzen. Fir & = 1,2,3 und mit
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o3(z1,x9) = 0 erhalten wir in Z[zy, x]

hi = o1 he = 02 — 0y und hy = 03 — 0109.
1 ) 1 ) 3 1

Einsetzen der h; in die oben gefundene Darstellung liefert dann

f(l’l, SL’Q) = 20’% — 50’10'2 + 30'2.
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