O. Forster: Die Riemannsche Zetafunktion

5. Beweis des Primzahlsatzes

5.1. Satz (Ingham/Newman). Sei

o0

f5) ="

n=1

eine Dirichlet-Reihe mit |a,| < 1 fiir alle n. Die dadurch in der Halbebene {Re(s) > 1}
definierte holomorphe Funktion lasse sich in eine offene Umgebung der abgeschlossenen
Halbebene {Re(s) > 1} fortsetzen. Dann konvergiert die Dirichlet-Reihe auch fir s = 1
und es gilt

D=3,
n=1 77,
wobei hier f(1) den Wert der fortgesetzten Funktion bezeichnet.

Beweis (D.J. Newman 1980). Wir fithren zuerst eine Koordinaten-Transformation durch,
die den Punkt s = 1 in den Nullpunkt transformiert. Sei

o0

4 o bn . ay,
F(s):=f(1+s) Zan Zn— mit b, := —

n=1

Die Funktion F ist in der rechten Halbebene H(0) = {Re(s) > 0} holomorph und lésst
sich in eine offene Umgebung U D H(0) der abgeschlossenen Halbebene fortsetzen. Die
fortgesetzte Funktion werde ebenfalls mit F' bezeichnet. Es sei

N

Fn(s) = Z%.

n=1

Die Behauptung des Satzes ist gleichbedeutend mit

lim (F(0) — Fy(0)) = 0.

Die Funktion F' — Fy ist holomorph in U D H(0). Daher kann ihr Wert an der Stelle
s = 0 mittels der Cauchyschen Integralformel

1 1

F(0)—Fy(0)=— [ (F(s) — F -d

(0) = Fv(0) = 5= | (F(s) = Fu(s) § ds

berechnet werden. Hier ist C' := C, + Cj folgende Kurve in U, vgl. Figur 1: C ist der
Halbkreis mit Radius r > 0 in der rechten Halbebene von —ir nach +ir und Cj ist der
Polygonzug von ir iiber —d + ir und —§ — ir nach —ir. Dabei ist die Konstante § > 0
in Abhéngigkeit von r so klein zu wéhlen, dass die Kurve C' und ihr Inneres ganz in U
liegen.
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Figur 5.1

Die Funktion s — (F(s) — Fix(s))N* ist ebenfalls holomorph in U und ihr Wert an der
Stelle s = 0 ist gleich F'(0) — Fx(0). Daher haben wir

1 1
F(0) — Fy(0) = — [ (F(s) — Fx(s))N* = d
0) = Fx(0) = 5 [ (P = Fu(o)N° < s
Mit einem Trick von Newman kann man auch schreiben
1 s (1 s
() F(O)~ Fu(0) = 5 /C(F(s) ~ Fn(s)N° (= + 5 ) ds.

Dies ist richtig, da die hinzugefiigte Funktion
s
s (F(s) = Fw(s)) N* 5

in U holomorph ist und daher ihr Integral iiber C' verschwindet.

Zur spéteren Verwendung bemerken wir noch, dass fir |s| = r gilt

= wobei o = Re(s).

<1+$)_S s s+5§5 20
s r2 ss  r2 oz 2’
Zum Beweis des Satzes miissen wir nun das Integral (x) abschétzen.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir wéhlen r := 4/ und dazu ein geeignetes § > 0. Die
Integralabschitzung erfolgt nun in drei Schritten.

1) Abschétzung des Integrals iiber die Kurve C .
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Da die Dirichlet-Reihe F fiir Re(s) > 0 konvergiert, ist

[e.e]

F(s) = Fy(s) = »_ Z—"

n=N-+1

Dies konnen wir wie folgt abschéitzen

o0

by 1 < dx N—°
F(9) = Fx(s)l < D) T < D = =
n=N+1 n=N+1
Fiir den Integranden
s(1 s
Gi(s) = (F(s) = Pu(s))N* (£ + )
gilt deshalb auf C',.
N—° 200 2
< =
‘Gl(s)‘ o r2 r2

also

1 1 2 1 2 1
2mi Je, 21 Jo, 2 o2 712 r 4

2) Abschitzung des Integrals /

. Fn(s)N*® (é + %)ds.

Da die Funktion Fy in der ganzen Ebene holomorph ist, konnen wir den Integrations-
weg Cs durch den Halbkreis C'_ vom Radius r in der linken Halbebene von ¢ nach —ir
ersetzen.

Behauptung. Die Funktion Fy geniigt in der linken Halbebene o = Re(s) < 0 der
Abschétzung

wmm<w%%+ﬁ)

Beweis hierfiir. Es ist

Yo & N
| (s) Z n— Z nl—i—a Z nl-a mit = —o = |0

n=1 n=1

Wir unterscheiden nun zwei Félle:
i) Es sei 0 < @ < 1. Da z +— 1/2'~® monoton fillt, gilt

N N
1 d 1 N“ 1 1
S [ i< T an (3 )
1 «
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ii) Falls a > 1, ist x — 1/2'~* (schwach) monoton wachsend, also

~ 1 N 1 11
> <N [ amde = N (v - <V (4 )
nt-e 1 Q@ N  «

n=1
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Es folgt fiir den Integranden

Gﬂg;:pwgﬂw(§+-s)

72

auf C'_ die Abschitzung

o] < P ()N 2 < (£ DYHA (L 1),

X
7,2

also

1 1 1 1 1 1 2 ¢
| Gasas| <= [ (st g)lsl< g =1
‘27m' /c 2(s)ds 7T/C Nr - r? s N * roor 2

fiir alle N > r.

F(S)NS<— + —)ds.

3) Abschitzung des Integrals / 5
s r

Cs

Die Funktion

s — Gs(s) := F(S)(l—i‘ S)

ist holomorph in einer Umgebung der Kurve Cy. Deshalb gibt es eine Konstante K > 0,
so dass

‘Gg(s)\ < K fiir alle s € Cs.

Daher geniigt der Integrand

F@N%1+S

s r?

):@@ws
auf Cs der Abschéitzung
|G3(s)N*| < KN°.

Fiir N — oo konvergiert K N7 auf der Kurve Cs mit Ausnahme der Endpunkte wegen
o = Re(s) < 0 monoton fallend gegen 0. Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz
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von Integralen folgt nun

A}im )/ Gg(S)NSdS) =0;
~ool o,

es gibt deshalb eine natiirliche Zahl Ny, die wir > r» annehmen kénnen, so dass

Gg(s)Nsds‘ < S firalle N > N,

‘ 27TZ Cs 4

Durch Zusammenfassung der Abschitzungen unter 1), 2) und 3) erhalten wir schliefllich

FO) = F(0)] = |5 [(F) = Exl) N (5 +5) s
<S+iit=c
4 2 4

fiir alle N > Ny, q.e.d.

5.2. Corollar. Die unendliche Reihe Y pu(n)/n konvergiert und hat den Grenzwert

Beweis. Dies folgt durch Anwendung von Satz 5.1 auf die Funktion

1 > u(n)
S, V0]

n=1

Da ((s) keine Nullstellen mit Re(s) = 1 hat, ist 1/¢ in einer Umgebung der abgeschlos-
senen Halbebene {s € C : Re(s) > 1} holomorph. Da ¢ bei s = 1 einen Pol hat, gilt

(1/O)(1) =

Aufgrund der Sétze 4.6 und 4.8 folgt nun der zuerst 1896 von Jacques Hadamard und
Charles de la Vallée Poussin bewiesene

5.3. Satz (Primzahlsatz).

(@) ~

T

logx’

Bemerkung. Der Integral-Logarithmus ist fiir reelles x > 2 definiert durch

Todt

li(z) := —.
i(z) 5 logt
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Durch partielle Integration zeigt man

xr T T
li(z) = T ) also li(r) ~ ——.
(@)= ot O<1og2x)’ also li(r) ~ o

Deshalb lasst sich der Primzahlsatz auch formulieren als

m(x) ~ li(x).

5.4. Satz. Es bezeichne (p,)n>1 die Folge aller, der Grofie nach geordneten Primzah-
len. Dann gilt die asymptotische Beziehung

Pn ~ nlogn.

Beweis. Es ist zu zeigen

lim Pn =1
n—oo n logn

Annahme, dies sei nicht der Fall. Dann tritt eine der folgenden beiden Moglichkeiten
ein.

1) limsup Pn 1.

n—oo nlogn
In diesem Fall gibt es ein € > 0 und beliebig grofie n mit
Pn = (1+¢)nlogn.
Fiir diese n gilt dann
7((1+¢e)nlogn) < n.
Es wiirde folgen

lim inf m((1 4 ¢)nlogn) <1
n—oo n

Nach dem folgenden Hilfssatz 5.5 ist dieser Limes aber gleich 1 + ¢, Widerspruch!

2) liminf 2" <1,
n—oo nlogn
In diesem Fall gibt es ein € > 0 und beliebig grofie n mit
pn < (1 —¢e)nlogn.

Fiir diese n gilt dann

7((1 —e)nlogn) > n.
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Es wiirde folgen

1— 1
lim sup m((1 —e)nlogn) > 1,
n

n—oo

was ebenfalls im Widerspruch zu Hilfssatz 5.5 steht.

5.5. Hilfssatz. Sei A > 0. Dann gilt

lim m(Anlogn) _
n—oo n

Beweis. Nach dem Primzahlsatz ist

lim m(Anlogn) log(Anlogn) _

n—oo n logn

Andrerseits ist

1 1
iy ognlogn)
n—oo logn n—oo

<1 n log A\ —|—loglogn> _ 1
logn

Daraus folgt die Behauptung.

5.6. Satz. Seiec > 0. Dann gibl es ein xy = xo(¢), so dass fir jedes x > xzq im
Intervall [z, z(1 + ¢)] mindestens eine Primzahl liegt.

Beweis. Nach dem Primzahlsatz gilt
m(z) < 7m(z(l+¢)) fir z > .

Man kann sogar genauer zeigen

ET

w1 +2)) —wla) ~ o

Der Beweis dieser Aussage sei dem Leser als Ubung iiberlassen.
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