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10. Aquivalenzen zur Riemannschen Vermutung

Satz. Sei % <9 < 1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i)  w(x) =li(z) + O(x*) fiir alle € > 0,
(i)  d(z)=z+0@")  fir allee>0,
(iii))  (z) =2+ O(x"F) fiir alle € > 0,
(iv)  M(z) = O(z"*F) fiir alle € > 0,
(v)  RV(9)

Dabei ist M(z) := }_, ., p(n) die Mertens-Summe.

Wir werden den Beweis in Etappen fiithren. Zunéchst zeigen wir die Aquivalenz
der Aussagen (i) - (iii) und die Implikationen ,,(iii) = (v)* und ,,(iv) = (v)*
Dann werden wir die Perronsche Formel und einige weitere Aussagen aus der
Theorie der Dirichlet-Reihen beweisen, so dass sich die verbleibenden Implika-
tionen ,,(v) = (iii)* und ,,(v) = (iv)* schlieflich als leichte Folgerung aus dem
bereits Bekannten ergeben werden.

Erinnerung. Bs ist li(z) = [ %, und partielle Integration liefert
_ u |” * du T T du
li(z) = +/—2=—+/ —— +O(1).
logu|, Jo log“u logz )y log“u

Direkt aus der Definition von li(z) folgt aukerdem li(z) = 3", . == + O(1).

logn

10.1. Beweis der Aquivalenz von (i), (i) und (iii). In Kapitel 4 wurde t(z) =
I(z) + O(x'/?) gezeigt. Also gilt ,(ii) < (iii)*.  Zu (i) = (1)“ Es ist

1
W($)zZl=ZIZ§§,

p<z p<z

so dass man mit abelscher partieller Summation und ¥(z) = x + R(x)

W(x):@—l—/:LUQ)du

log ulog” u

x ? du R(z) “ R(u)
= + | =2+ [ g du
logz  Jy log®u logx o ulog”u

:li(x)+M+/xLu2)du+(’)(l)

log x ulog” u
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erhilt, also 7(x) = li(z) + O(2?%¢), falls R(x) = O(z"*¢).  Zu (i) = (ii)*: Mit

1, falls n prim,
Ay =
0 sonst

W) —x = Z logn - (an — @) + O(1),

2<n<zx

st

und mit abelscher partieller Summation und R(z) := w(x) — li(x) erhélt man

I(z) —z=logz - (R(z) + O(1)) — /; w du+ O(1).
Ist also R(z) = O(2V*+¢), so folgt
I(z) —z =logx - O(x"+) + O(z") + O(1) = O(z"*%). O

10.2. Beweis der Implikation ,(iii)) = (v)“  Wir betrachten die Funktion

F(s) := —%I((ss)) — ((s). Die Dirichlet-Reihe

Fo- LS L

n=1 n=1

konvergiert fiir Res > 1.

Wir zeigen, dass unter der Voraussetzung (iii) die Dirichlet-Reihe sogar fiir Re s >
¥ konvergiert, woraus dann (v) folgt.

Es ist
Afx) = an =Y (A(n) = 1) = () — |z] = O@"")
n<lz n<lz
fiir alle € > 0 (nach (iii)). Abelsche partielle Summation liefert

S AL AW A,

ns s ustl ’

n<x

so dass sich fiir Res > 1 (und ¥ 4+ € < 1)

F(s)=s /1 TAl)

$S+1

ergibt. Die rechte Seite existiert fiir Res > 9 und stellt dort eine holomorphe
Funktion von s dar. (Dass die Dirichlet-Reihe dann auch konvergiert, folgt aus
dem Cauchy-Kriterium unter Verwendung ,desselben” Integrals [ A(x)/z*™ dz.)

[
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10.3. Beweis der Implikation ,(iv) = (v)“  Hier kann man den gleichen Beweis
wie bei ,,(iii) = (v)* fithren, wobei man jetzt die Funktion F(s) := ﬁ mit der
Dirichlet-Reihe
— 1(n)
P - 31
n=1
betrachtet. n

10.4. Lemma (Perronsche Formel). Sei

0 fir0<ax<l,
hz):=< 3 firz=1,
1 fiirz>1.

Dann gilt fir x >0 und k > 0
1 e ds

K—100
.. K+100 BERT k41T

Dabei st [T~ = limp_,o0 [ . 2zu verstehen.

Genauer gilt

1 r+iT d
—/ o h(z)

21t J i s

- x“min(l,m) fir x # 1,

in(1 L) ir =
m1n(2,7rT fur x = 1.

Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall z = 1. Hier ist
T g kAT
/ — =logs
k—iT S

wobel

)
k—iT

log s = log|s| + i
den Hauptwert des Logarithmus in der Halbebene Re s > 0 bezeichnet. Fiir s =
K+ T ist

T T ..
o= arctan(—) <—> — fir T — oo),
K 2

E+iT ds o T
also fﬁ_iT =2 arctan(;). Wegen

arctan(z> _IT_ £ mit § = arctan(£> < min(E E)

K 2 T) — T 2

(hier wurde benutzt, dass die Steigung des Arcus-Tangens hochstens 1 ist) folgt
die Behauptung im Fall z = 1.
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Sei nun = < 1. Das Integral [ z* % iiber den Rand des durchgezogen gezeichneten
Rechtecks in der Skizze

—w + T k4T w+ 1T
,————————————;vz———-———=
1 -7 1
1 L7 1
1 . 1
1 7 1
1 , 1
1 ’ 1
1 I' 1
1 1
v K | K
1 4, 1 +
1 1 1
1 ' 1
1 | 1
— ! \ K w
wl \ 0 1
1 \ 1
1 \ 1
1 \ 1
1 \ 1
1 \ 1
1 Al 1
1 N 1
1 N 1
1 N 1
1 AN |
1 S e 1
b - - - - Sres--q---s
—w — T Kk —T w—1T

verschwindet. Zudem gilt auf dem rechten Rand (des Rechtecks)

s| |I'S| o ewlogz efw\log:r\ B
< =— = = — 0 fiir w — o0.

ls|] = w w w w

|z

Da man sowohl auf dem oberen als auch auf dem unteren Rand |s| > T und
|z°| = e~ollos=l hat, folgt

KT 00 K
/ o480 2/ pollogz/ 97 2 pogal _ _ 22"
o iT s~ ) T  Tl|logz| T|log z|

Dies ist die zweite behauptete Abschétzung im Fall x < 1. Fiir die erste Ab-
schatzung ersetzen wir den Integrationsweg von xk — i7" nach x + 71" durch den
durchgezogen gezeichneten Kreisbogen K, mit Radius R = v/k? 4+ T2 und erhal-

ten
k+iT
/ s ds / s ds
¥ — ¥ —
k—iT S Ky S

womit der Fall x < 1 abgehandelt ist.

Sei nun x > 1. Wir integrieren die Funktion ””—SS einmal im mathematisch positiven
Sinne iiber den Rand des gestrichelt gezeichneten Rechtecks in obiger Skizze. Nun
hat % bei s = 0 das Residuum 1, also hat das Integral iiber das Rechteck den
Wert 27i. Analog zu oben gilt jetzt auf dem linken Rand des Rechtecks

e—wlogz e—w\logaz\

Hg = = = — 0 flir w — o0,
s w w w w
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und sowohl auf dem oberen als auch auf dem unteren Rand hat man |s| > T
sowie |2°| = 27 = €182 50 dass

k+iT d K K
S . do 2 2z
/ x*— —2mi| < 2/ eologr _— — erloeT —
rk—1T S —

T Tlogx T|log z|
herauskommt und damit die zweite behauptete Abschiatzung im Fall x > 1 gezeigt
ist. Fiir die erste ersetzen wir (unter Beachtung des Residuums 1 von £ bei s = 0)
den Integrationsweg von k — i1’ nach k + ¢1" durch den gestrichelt gezeichneten

Kreisbogen K_ (mit Radius R = v/k? + T2) und erhalten

AT ds , ds
xr® — — 2me [ —
k—iT S K_ S

womit auch der Fall z > 1 abgehandelt und damit das Lemma bewiesen ist. [J

o0

IH
< — . 21R = 2ma"
A ™ T,

10.5. Satz (Perron). Sei F(s) =", % eine Dirichlet-Reihe mit o,(F) < oo,

n=1 ns
und sei A(x) ==, ., an. k> max(0,0,(F)), T >0 und z > 1

Az) Zﬁ/:jﬂ )z° _+O( R;nﬂ 1+T||afo|g(x/71)|))

Beweis. Ist x nicht ganz, so gilt
- x
Y=Y wi(2)
n<lz n=1

mit der Funktion A aus der Perronschen Formel, und ist x ganz, so gilt

Zan ( )+ ~a,.

Mit der effektiven Abschétzung der Perronschen Formel erhélt man fiir x # n

K

1 k41T T .
<lan| — - mm(l
nh}

(5) o [

21t J_i7 N° S

1
‘T log(fﬂ/n)l)

|ay|
(1 + 7T log(:z:/n)|)

ot |ay,| ot
S one max (1,77 |log(z/n)|) ~ n*

N =

z" |an|

92
— n® 14+ T|log(z/n)|
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und fir x = n

h(:c) 1T s ds - 1‘ | 1z |an|
(07% — ) —Qp 7 — | >z = 7 — .
n 270 J_ip M® s 2 nt 14 T|log(x/n)|

Mit dem Symbol ¢ := 1 fiir z ganz, ¢ := 0 fiir x nicht ganz folgt

‘A(w) L / - Ps)z L

—iT S

8] 1 1 k41T
Z anh(§> +0-a, — — F(s)msﬁ
n=1

2 210 J i s

" ||

1
<ola| 425 L 5=|a,
< o5l + ;n"l—l—ﬂlog(x/nﬂ—i_ 1%l

<2 — . [
= n~ 1+ T|log(z/n)|

10.6. Corollar. Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt fiir x nicht ganz

K+100 s
A(x) L/ F(s)xsd—.

211 J oo s

Mit A*(s) :== $(A(z 4+ 0) + A(z — 0))* gilt

1 K4+100 d
A*(x) —/ F(s)a:s—s

210 J oo s

auch fir r =n ganz.
Beweis. Ist x nicht ganz, so folgt dies sofort aus obigem Satz. Ist x ganz, so gilt

1 1 frtiee a ds 1
A* — A — a, —Q, = — < n) s 7 —a,
(=) (z) —a- + 2" 270 J oo — )t s * 2"

nach dem Satz und

1 [, _ds (1 /””OO d3> 1
— — 2 — =a, | — 1— = 5

. . -
270 Jyline T S 27 Jline S

nach der Perronschen Formel. Daraus folgt die Behauptung. O

L A*(x) unterscheidet sich also von A(z) nur, wenn z = n ganz ist, und in diesem Fall gilt
A*(z) = A(x) — %a,n.
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10.7. Satz. Sei F(s) =>_°>° % cine Dirichlet-Reihe, die fir Res > 1 absolut

n=1 ns
1

konvergiert und die sich in die Halbebene Res > 9 (5 < ¢ < 1) holomorph

fortsetzen ldsst. Fiir jedes ¥y > 9 und fiir jedes € > 0 gelte
F(s) =0O(tl)  (t = Ims)

gleichmdfig in Res > 1. Dann folgt
A(x) == Z a, = O fir alle 9 > 9.

n<x

Insbesondere konvergiert dann die Dirichlet-Reihe von F(s) fir Res > .
Beweis. Man kann x als halbganz annehmen. Dann gibt es eine Konstante ¢ mit
x 1
‘log - ‘ Z Cc—,
n n

so dass also
1 1
< .
n%(1+T|log(z/n)|) ~ cTnr1

Wihlen wir kK = 2 + € (mit € > 0 fest), so ist k — 1 > 1 > 0,(F), und mit dem
Satz von Perron und T' = x? folgt

K+iT o K
m@:§%/ TF@ﬁ%ﬁ«%ﬁ%}j%ﬁ):@@ﬁzouj
K—1 n=1

Es bleibt also das Integral f:_t}T F(z)z* % (T = 2?) abzuschiitzen. Dazu wihlen
wir 9 > 9 und € > 0 so, dass U 4 2¢ < ¢ sowie 3¢ > 9. Das Integral [ F(s)z® ds

uber den Rand des Rechtecks

9 +iT k+iT
9 9 K=2+e
9 —iT k—iT
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verschwindet, es geniigt also, die Integrale iiber den oberen, unteren und linken
Rand des Rechtecks abzuschétzen.

Auf dem oberen Rand gilt |F'(s)| < ¢ T° = ¢ 2% mit einer geeigneten Konstanten
¢ (nach Voraussetzung), ferner |2°| = 27 < 2% und |s| > T = 2?, also

k+iT d
/ F(s)z® il
9+iT S

Auf dem unteren Rand erhélt man genauso

k=T
/ F(s)z® ds
9

—iT S

2+€

<da*(2+¢) = O(z%) = 0(z").

2

= O(z%) = 0(z").

Auf dem linken Rand hat man |F(s)| < ¢|t|5, |2°| = 27 = 27 sowie |s| > |¢|. Es

folgt
I+iT
/ F(s)z® ds
9

+i0 S

~ T s ‘-
S CliLﬂg te—l dt = —{23'19 TE — _xﬂ $26
0 € €

= 0("*%) = O(a")

und ebenso

9+i0
[ F(s)z® % <
J

T S

Damit ist die Behauptung gezeigt. O]

10.8. Beweis der Implikation ,,(v) = (iii)“. Wir betrachten die Funktion

Pl == = )

(mit der Dirichlet-Reihe F(s) =Y >° %) Nach Voraussetzung (v) lasst sich

n=1

diese in die Halbebene Re s > 1 fortsetzen. In Kapitel 9 wurde gezeigt, dass aus
RV (9) fiir alle ¥, > 9 folgt

|log ((s)] = O(log |t|) gleichméfig fiir Res =0 > 04, [t| > 1.
Ist ¥ > 14, so ergibt die Cauchyformel angewendet mit Radius § = ¢/ — ),
¢'(s)
¢(s)

Zudem wurde in Kapitel 9 gezeigt, dass aus RV (9) fiir alle ¢, > 9 und alle € > 0
folgt

IC(s)| = O(Jt|°) fiir |t| > to gleichméfig in Res > 9.

Die Voraussetzungen des obigen Satzes sind also erfiillt, und fiir A(z) =

> e (A(n) = 1) = () — ] folgt A(zx) = O(«”) fiir alle ¢ > v. 0

’ = O(log [t]) gleichméafig fiir Res =0 >, [t| > t;.
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10.9. Beweis der Implikation ,(v) = (iv)“  Hier kann man obigen Satz anwen-
den auf die Funktion

F(s) := L i,u(n’

(s) & e

n=1
fiir die ja auch nach Kapitel 9 fiir alle 1J; > 1 und alle € > 0
‘m’ = O(|t|°) fir [¢t| > to gleichmiRkig in Res > ¢
s
gilt, falls RV (¢) erfiillt ist. O
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