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8. Die Nullstellen der Zeta-Funktion

8.1. Wie vorher sei

&(s) =71 (3)<(s).
¢ ist meromorph in ganz C, hat Pole (erster Ordnung) nur bei s =1 und s = 0
und geniigt der Funktionalgleichung

§(s) =¢(1 —s).
Daraus folgt: Fiir Res < 0 hat die Zeta-Funktion Nullstellen (erster Ordnung)
an den Stellen s = —2n, n > 1 und ist sonst in Re s < 0 holomorph und von Null

verschieden. Auferdem gilt ((s) # 0 fir Res = 1 und Res = 0.

Weitere mogliche (,nicht-triviale) Nullstellen der Zeta-Funktion liegen im Strei-
fen 0 < Res < 1. In diesem Streifen stimmen die Nullstellen von ¢ und £ iiberein.

Da {(s) fiir reelle s reelle Werte hat (mit Ausnahme der beiden Pole), gilt £(5) =
&(s) nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip (und ebenso ((5) = ((s)).

Die Funktionalgleichung lasst sich schreiben als
1 1
(1) 5(54'3) 25(5 —8);

(79 =<3 -9)

bzw. mit s = o + ¢t als

(1) §<%+a+it> :§<%—o+z’t>.

Dabei ist % +o+it— % — 0 + 1t die Spiegelung an der Geraden Res = o0 = %

Daraus folgt: Ist

1 1 !
S+t (aeR,|a\§§)
eine Nullstelle der Zeta-Funktion, so sind auch |
L 3
5 o —+ 1, :
1 0 1 1
5 +o0 — Zt, 2 3
1 , l
5~ o—1t e ! o
Nullstellen. !
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(RV) Riemannsche Vermutung: Alle nicht-trivialen Nullstellen der Zeta-

Funktion liegen auf der Geraden Re s = %
Definition. Sei 7' > 0. Dann bezeichne N(7') die Anzahl der Nullstellen s der
Zeta-Funktion mit 0 < Res < 1 und 0 < Ims < T (wobei darunter die Anzahl

mit eventueller Vielfachheit zu verstehen ist).

Man vermutet, dass es nur einfache Nullstellen gibt, aber dieses Problem ist noch
ungelost.

Ziel: Beweis der asymptotischen Formel fiir N(7T'):

z
logz "

Bemerkung. Dies vergleiche man mit 7(z) ~

8.2. Satz. Sei T' > 0 so gewdhlt, dass es keine Nullstelle s der Zeta-Funktion
mit Ims =T gqibt. Dann gilt

N(T) = %Im/ 2/8 ds + 1.

Der Integrationsweg L ist dabei der Streckenzug von 2 diber 2 +iT nach % + T

s HT oy
i1 T

Beweis. Die Funktion £(s) hat im Inneren des unten skizzierten Weges v genau
2N(T') Nullstellen und 2 Polstellen (erster Ordnung).
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—1+T l 2+14T
<
4 | A
l Y
1
:2
\ 4 A
>
—1 44T | 2 —iT

Deshalb ist

ON(T) — 2 = 2% géj)) ds

~

Dies lasst sich wegen der Symmetrie () schreiben als

1 !/
Ny —1= -1 (€9 g
2mi ) &(s)
v+
wobei 7, der Teil des geschlossenen Weges ~y ist, der in der oberen Halbebene
Im s > 0 liegt. Mit der Symmetrie (1) folgt hieraus weiter

—Lim () S
N(T) — _2772'21 L/S(S)d. [

8.3. Argument-Funktion einer holomorphen Funktion. Sei i/ C C ein Ge-
biet und f : U4 — C* eine holomorphe Funktion. Dann kann lokal in U/ eine
harmonische Funktion arg f : V' — R definiert werden durch

f(z) = 1f(z)|ere ),
Es gilt also

arg f(z) = Im(log f(z))

8.3



Otto Forster: RZF 8. Die Nullstellen der Zeta-Funktion

Die Funktion arg f(z) ist nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 eindeutig
bestimmt. Das Differential

darg f(2)

ist global eindeutig bestimmt.

Ist U einfach zusammenhéngend, so lésst sich ein in ganz & harmonischer Zweig
von arg f wéhlen. Durch die Vorgabe des Wertes von arg f(zp) fiir einen fes-
ten Punkt 2o € U (mit f(z) = |f(20)|e?®8F0)) ist dann arg f in U eindeutig
bestimmt.

8.4. Anwendung auf die Funktion £ in einer kleinen einfach zusammenhéngenden
offenen Umgebung U des Integrationsweges L:

Es lasst sich ein eindeutig bestimmter Zweig

arg §(x)
wihlen mit arg £(2) = 0. Die Formel

5

1
N(T)—1=~1Im
m

lasst sich damit schreiben als

N(T)—lz%/dargf(s):largQL( —HT)

L
Da £(s) = 72T (£)((s), gilt
arg&(s) = arg emaslosT | argF(%) + arg ((s).

Dabei sind die einzelnen Argumentfunktionen so zu wéhlen, dass sie an der Stelle
s = 2 den Wert 0 haben.

Daraus folgt sofort:

8.5. Satz.
1 . 1 1 T 1 1
N(T)—1=— (arge(’iﬂ%)log”) +— argF(— —|—i—) +— arg§< —HT) O
s s 4 2
Hier gilt:
(1) argetii)lem = Tiogr,

(2) Die I'— Funktion ist in der ganzen Halbebene Re s > 0 holomorph und # 0,
also lésst sich arg ' in der ganzen rechten Halbebene eindeutig definieren.
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8.6. Satz (Stirlingsche Formel fiir die Gamma-Funktion). In der Halbebene
Rez > 0 gilt

logl'(z) = (z— %) logz—z—l—log\/27r+(’)(i).

El

Dabei ist log z der Hauptzweig des Logarithmus (der reell ist fiir positive relle z),
und ebenso ist logI'(2) reell fiir reelle z > 0.

Fiir den Beweis werden einige Aussagen benotigt, die wir deshalb dem Beweis
voranstellen.

8.7. Erinnerung. Die klassische Stirlingsche Formel besagt
nl ~ 27m<ﬂ> ,

e
woraus durch Logarithmieren
1
logn! = <n+ 5) logn —n +log V27 + €,
mit lim,,_,, €, = 0 folgt.

8.8. Lemma (Trapez-Regel). Sei f :[0,1] — C eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion. Sei p(z) := 3x(1 — x). Dann gilt

1 1 1
| H@yde =510 + 1) = [ plw)s@) da.
0 0
Beweis durch zweimaliges partielles Integrieren von fol o(x) f"(x) de. O

8.9. Corollar. Sei ¢ : R — R definiert durch

1
o(z) = 595(1 —z) firo<az<l,

o(x) = p(x —|x]) fir ale x € R.

—_
S
2
IA

ool

Weiter sei f : [ng, N| — C zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

/:f(x)dwz

N

350 - 31 + 1) — [ @ wydn O

k=ng 0
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8.10. Beweis der Stirlingschen Formel. Nach Gauls ist

nln?

B T O P

also

logT'(2) = lim [log(n!) + zlogn — E log(z + k:)]
n—oo
k=0

n—oo

1 n
= lim [(n—l— 5) logn —n+ zlogn — Zlog(z—l—k) —l—en] + log V27
k=0

mit der Notation aus (8.7.). Auf die auftretende Summe wenden wir das Corollar
aus der Trapez-Regel an und erhalten

Z log(z + k) =
k=0

1

/On log(z +t) dt + %(logz +log(z + 1)) — /On 90(t)m dt

Hier ist
/ log(z + t)dt = (z +n)(log(z +n) — 1) — z(log z — 1),
0

und fiir Rez > 0 und ¢ > 0 ist |z| < |z + ] sowie ¢t < |z + ¢, so dass |z + t]| >
A(Jz] +t) mit A = 1 gilt, weshalb

n 1 1 " A 1
t)——dt| < -A +)2dt< —=0(—).
[ e sga [ iAo as =0 ()
Es folgt

logl'(z) = nlgg}[(n%— %) logn —n + zlogn
— (z+n)(log(z+n) — 1) + z(logz — 1) — %(logz + log(z + n))}

1
+1og\/%+o(—)

||
= log V2m + (z—%)logz
+ lim [(n—i— % +z> (logn—log(z—l—n))} + O (%) :

n—o0

Nun ist log(z + n) = log (n (1 + z/n)) = logn + log (1 + z/n), und fir festes z
und grofie n gilt log (1 + 2/n) = z/n + O (1/n?). Wir erhalten

1 1
logF(z):log\/QW—i-<z—§>10gz—z+(f)(—). O

2]

8.6



Otto Forster: RZF 8. Die Nullstellen der Zeta-Funktion

8.11. Anwendung der Stirlingschen Formel zur Berechnung von argD’ (}1 + z%)
=ImlogT (Zi + %T) Es ist

1 T
1 r(- '—)
og 4+Z2

(—i —l—zg) log(1 +ZZ> — (1 —l—zZ) —l—log\/%—i—(’)(%),

4 2 4 2
also
1 T
(i) -
arg 4+22
1T 1 T ) T 1
= Im[(—z—i—%E) (log 1—1—25‘ —|—2arctan2T>} -3 —|—O<?)
T 1 T 1 T 1
= EIOg‘Z+Z§‘ —ZarctaHQT—g—i—O(T).
Nun ist
t —7/2 1/(1 2
lim x(arctanx—z): im arctanz — m/ = limM:—l

(mit Hilfe der 'Hospitalschen Regel), weshalb arctanz = /2 + O (1/z), also
arctan 27 = w/2 + O (1/T).

Ferner ist z(|a + ix| — 2) = zva? + 22 — 2* < @ fiir a,z > 0, also

ORI

und daher log |1/4 + iT/2| = log(T/2) + O(1/T?).
Es folgt
1 T T T T = 1
(o)~ -5 -Fe0(l)
agl(ytig)=gles 55109

8.12. Als Zwischen-Ergebnis konnen wir festhalten

bzw.
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wobei
3T
1 1 _ 1
S(T) = ;/darg((s) = ;arg((Q +4T) + - / darg((s).
L 2T
Hier gilt:

Behauptung. |arg (2 +iT)| <

B

Beweis. Fiir Res > 2 gilt ((s) =1+ Y>>, = und

n=2 ns
=1 2
) =1<) —S=F-1<1,
n=2

d.h. fiir Res > 2 liegt ((s) innerhalb eines Kreises vom Radius 1 um den Punkt
1, der Winkel arg ((s) ist fiir Re s > 2 daher dem Betrage nach kleiner als . [

Abzuschéatzen bleibt das Integral

1 .
E'HT

[ darscco)

2+iT

Dafiir werden noch einige Hilfsmittel benotigt.

8.13. Hilfssatz. Seik die Anzahl der Nullstellen von Re ((s) (gezihlt ohne Viel-
fachheiten) auf der Geraden

1
S:O'—FZ.T, §§U§2
Dann gilt
L+iT
/ darg((s)| < (k+ 1)m.
2+iT

Beweis. Seien % <01 <09 <...<o0, <2 die Nullstellen von
o+ Re((oc+1iT) (T fest).

Fir 0; < 0 < 041 liegt ((0 + ¢T) entweder ganz in der rechten Halbebene
{Rez > 0} oder ganz in der linken Halbebene {Re z < 0}.
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‘ C(ojq1 +1iT)

C(o+1T)

< C(O’j +1T)

Der Winkel arg {(o + ¢1") variiert deshalb um weniger als 7 fir o0; < 0 < 0,41,
d.h.

O'J‘+1+’L'T
darg((s)| < . O

oj +iT

8.14. Es gilt

2Re (0 +iT) = (o +it) + ((o +it) = ((o +it) + (o — it).
Wir setzen

F(s) == ((s +iT) + ((s —iT).

Die Funktion F(s) ist holomorph fiir s # 1 44T, und die Anzahl der Nullstellen
von Re((o 4 iT") auf der Geraden % < o < 2 ist kleiner gleich der Anzahl der
Nullstellen von F(S) im Kreis {s € C : |s — 2| < 2}.

8.15. Hilfssatz. Seia € C mit |a| < 1. Dann gilt

27
/ log [€? — a| dp = 0.
0

Beweis. Fiir |z| =1 gilt |z —a| =|Z —al| - |z| = |1 — az|, also ist
log |z — a| = log |1 — az|

eine harmonische Funktion in |z| < 1. Der Mittelwertsatz fiir harmonische Funk-
tionen liefert

1 2m )
—/ log |1 — ae™®|dy =log|1| = 0. O
2 Jo
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8.16. Satz (Jensen). Es sei Dy :={z € C : [z| < R}. Sei ' holomorph in einer
Umgebung von Dg. F habe keine Nullstellen auf ODg und es gelte F(0) # 0.
Dann gilt

1 2m ' n .
j=1

Daber sind ay,ao, . .., a, die Nullstellen von F in Dg.

Beweis. Wir setzen

co-T1(-%)

Jj=1

Nach dem Hilfssatz gilt

2
/” log |G(Re)| dg = 0,
0

also ist

27 2
/ log |F(Re™)|dp = / log
0 0

Die Funktion

F(Re™)

G(Rev)| 1%

F(z)
G(z)

z — log

ist harmonisch in |z| < R, und der Mittelwertsatz auf sie angewendet ergibt die
Behauptung. O

8.17. Corollar. Die Bezeichnungen und Voraussetzungen des Satzes von Jensen
seien beibehalten. Zusdtzlich sei 0 < p < R und bezeichne Ng(p) die Anzahl der
Nullstellen von F' im Kreis |z| < p. Dann gilt

21
1 1

o [ loe | F(Re)] g~ log | F(0)

NS Sogtmp) | om

0

Beweis. Np(p) < _log(}{/p) E;;l log <ﬁ> -
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8.18. Anwendung zur Abschatzung der Anzahl der Nullstellen der Funktion
Fr(s) == F(s) =((s+1iT) 4+ ((s —iT)

aus (8.14.) im Kreis {s € C : |s — 2| < 2}. Fiir T > 2 ist F holomorph im Kreis
{|s — 2| < 2}. Wihle ein R mit 7 < R < £ derart, dass F auf der Kreislinie
|s — 2| = R keine Nullstellen hat. Setze

Fr(z) = F(2+2) = Fr(2+ 2).

Dann ist N (p) die Anzahl der Nullstellen von F'(s) im Kreis [s — 2| < p. Das
Corollar mit p = % ergibt

Ve (3) < o | 2 ]log [F(2+ Re®)| dg — log | F(2)
2 +iT
0 % 2
2 — T
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Aus der fiir Re s > 0 giiltigen Formel

C(s)zsil—s/l UU—HLSUJ du

folgt |((s)| = O(t) (t = Im s) gleichméfig in Res > § > 0, [s — 1| > ¢ > 0. Also
ist

log |Fr(2+ 2)| = O(log T)

im Kreis |z| < 2. Es folgt
3
D@?<§>::OGQgT)
Dies ergibt (unter Beriicksichtigung von (8.12.), (8.13.) und (8.14.)) schlieflich:

8.19. Satz.

N(T)=LlogL — L +0(ogT)|. O
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