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7. Funktionalgleichung der Zeta-Funktion

7.1. Satz (Poissonsche Summationsformel). Sei f : R — C eine stetig diffe-
renzierbare Funktion mit f(z) = O (|z|7?) fir |x] — oco. Sei f : R — C die
Fourier-Transformierte von f, d.h.

fo) = [ sy

Dann gilt

Beweis. Sei F(x) := > ., f(x +n). Dann ist F' : R — C stetig differenzier-
bar und periodisch mit der Periode 1. Daher lasst sich F' in eine Fourier-Reihe
entwickeln:

F(z) = Z 2™,

nel

Da F stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméig. Aus

1
cn:/ F(z)e 2™ dg
0

folgt deshalb

S|
Cp = Z /0 f(z+ ke 2™ dg

k=—00
© okl ‘
_ Z (x)e—%rmac dx

k=—o00

k
= /_OO f(z)e 2™ do
= f(n)

Wir erhalten

S S n) = 30 fyenne,

neZ

woraus sich fiir x = 0 die Behauptung ergibt. [

OMitschrift von Andreas Wadhwa. Letzte Anderung: 2009-11-11

7.1



Otto Forster: RZF

(&

—mx?  —2mixt dz
)

7. Funktionalgleichung der Zeta-Funktion
7.2. Beispiel einer Fourier-Transformation. Fiir f(z) :=e
for = [

77'('1‘2

1st
zu berechnen. Zunichst ist

for= [

o0
— 2 2 w
e”dsz/ e ™ dx
0o 0

v | Ooe_“2 du

VT

t=u? ]- /OO N 1 /OO 11 ¢

= — tT2e "dt = — t2 et dt =
V7 Jo VT Jo

Sei jetzt t # 0. Wegen p—Tai=2mizt _ p—m(w+it)? ,—mt? ot

~

f

Li) -
(t) = e /_Ooe i

—7(x+it)? dx Q 677”52 /OO
00 T=x+it
Begriindung von (!): Es ist
/R

2 42
eﬂxdxzeﬂt
00

R

, Ly [
_ i z=x+i
e w(x+it) dx 2z /

2

e ™ dz,
—R+it

Integrationsweges

und der Cauchysche Integralsatz angewendet auf z — e~ lings des rechteckigen
—R+it

1t

R+ it

0
ergibt

R
R , R+it , R+it
/ e ™ dx:/ e "F —/
-R —R+it R

—Rit
e ™ dz + / e ™ dz .
, J-R
—0 fﬁ?Raoo —0 fﬁTR—wo
Es folgt f(t) = e =
Beispiel also trivial.

f(t), die Poissonsche Summationsformel ist in diesem
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7.3. Hilfssatz. FEs sei f : R — C ewne stetig differenzierbare Funktion mit
f(x) = O (|x|™?) fiir |x| — oo. Fiir A > 0 sei ferner

fialz) == f(Ax).

Dann gilt

Beweis. fy(t) = 2 fQ)e ot de = £ [7 Fz)e 2003 d(\x) = %f(i)
]

7.4. Satz (Funktionalgleichung der Theta-Reihe). Sei

Ox):=> e ™  (z>0).

neL

Dann gilt

O(x) = % @(i) fir alle x > 0.

Beweis. Fir f; : R — C, fi(x) := e ™ gilt ]/”\1(1’) = fi(z), und fir A > 0,
fu(x) = e ™ gilt fy(z) = %(x)e*“’ﬂ/)‘. Die Poissonsche Summationsformel

> ) =" filn)

nel nez

ergibt somit

Z 6—7rn2)\ _ % Z €—7rn2/>\’

nez neL

dh O(\) = KoL) O

7.5. Corollar. Fir ©(x) =Y, e”™ gilt ©(x) = O(Z) fir z \, 0.

T

Beweis. lim,_,,, O(x) = 1. O
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7.6. Satz. Fiir s € C mit Res > 1 gilt

F(%)C(s) S /OOO /2 (i e‘“”2t> %

n=1

Bemerkung. (Zf;l e*””Qt) = (t) = 3 (O(t) — 1). Fiir ¢ \, 0 gilt damit 1(¢t) =

O(\/ii) Daraus folgt, dass das Integral existiert.

Beweis. Es ist F(%) = fooo 5/2et %. Die Substitution

§

- dt _di
o t

liefert

F(f) _ 7TS/27’LS /00 25:9/26—7rn2t g
2 ; t

also
(3= [ ()
n=1

wobei sich die Vertauschung von Integration und Summation mit majorisierter
Konvergenz und getrennter Betrachtung von fol und floo rechtfertigen lasst. [J

7.7. Satz (Funktionalgleichung).

(a)  Sei &(s) := m/?I'(£)((s). Diese zundchst in der Halbebene {Res > 1}
holomorphe Funktion ldsst sich zu einer in ganz C meromorphen Funktion fort-
setzen. Die fortgesetzte Funktion hat Pole erster Ordnung an den Stellen s = 1
und s = 0 und ist sonst holomorph. Sie geniigt der Funktionalgleichung

&s) = (1 —s).

(b) Dadurch lasst sich die Zetafunktion meromorph auf C fortsetzen. Der
einzige Pol ist bei s = 1. Fir ¢ qilt die Funktionalgleichung

C(1—s)=2(2m)"*T(s) cos(%)((s)|.
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Beweis. Zu (a)=(b): Nach (a) ist

1 —
77—(1—8)/21"< 5 s

) =s) =70 (3)¢s),

also

und

f(5)(5) -2 v

folgt das Gewiinschte.
Zu (a): Nach dem vorherigen Satz ist

O

wobei (t) = 3200 e ™t = 1(6() - 1).
Wir behandeln zunéchst das Integral fol ts/ 2@/}(t)%. Wegen

1/1(1) = 1(@(1) = 1) = %(\/f@(t) —1) = Viu() _L L.

(Res > 1),

t 2 t 2 2
ist
1 1
dt 1 1 dt
2002 = [ g2 12 (_) —(t_1/2 _ 1) a
| emod-| v() + 3 :
1 1
Iydt 1 dt
_ [ 02 (_)_ _/ He=1/2 _ys/2y 4
f @) a ) )5
11
s—1 s
Fiir das erste Integral fiihren wir die Substitution ¢ = %, % = —d?f . Wir erhalten

! 1\ dt o0 dt
ps=1)/2,, () &8 :/ H5=1)/2, 04y 28
/0 ¢<t> t . v(t) t

Insgesamt folgt
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Da 1) (t) fiir t — oo exponentiell gegen 0 konvergiert, existiert das Integral fiir alle
s € C und stellt dort eine holomorphe Funktion von s dar. Damit ist £ meromorph
fortgesetzt. Die Darstellung in (x) ist invariant gegeniiber der Substitution s —
1 — s. Damit ist der Satz bewiesen. O

Dieser kunstvolle Beweis stammt von Riemann.

7.8. Satz.

(a)  ((—=2k) = 0 fir alle natirlichen Zahlen k > 1. ((s) hat keine weiteren
Nullstellen mit Res < 0.

b 0)= -1
(¢) C¢(1—2k)=—22 fir k > 1. Insbesondere ist {(—1) = —&

2k 12
Beweis. Zu (a): Re(1 — s) < 0 gilt genau dann, wenn Res > 1. Die einzigen

Nullstellen von ¢(1 — s) kommen von cos(%).

Zu (b): Ubung

Zu (c): Mittels Funktionalgleichung und ((2k) = (—1)*! (22(7;3:; By, folgt

C(1 — 2k) = 2(27) % T'(2k) cos(mk) ((2k) = ———. O
(2k—1)! (—1)k-1 2k
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