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2. Dirichlet-Reihen.
Arithmetische Funktionen

2.1. Eine Dirichlet-Reihe ist eine Reihe der Gestalt

o0

f(s) = oy

n=1

wobei (a,)n>1 eine Folge komplexer Zahlen und s eine komplexe Variable ist.

2.2.
oq(f) = inf{a ; Z|Z—Z| < oo}

heifit absolute Konvergenz-Abszisse. Dabei konnen auch die Félle o,(f) = 400
(Reihe konvergiert nirgends absolut) und o,(f) = —oo (Reihe knovergiert tiberall
absolut) auftreten.

Bemerkung. Die Reihe konvergiert absolut fiir alle s € C mit Res > o,(f) und
sogar gleichméfig in jeder Halbebene {s € C : Res > o,(f)+d} = H(o.(f) +9),
6> 0.

Die Funktion f(s) = Y7 % ist also holomorph in der Halbebene H (o4(f)) =

n=1 ns

{s € C : Res>a.(f)}.
Zum Beispiel gilt fiir die Zeta-Funktion

(=Y~ alO)=1

)
ns
n=1

Weiteres Beispiel:

nach dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen gilt: f(o) konvergiert (be-
dingt, d.h. nicht notwendig absolut) fiir alle o > 0.

2.3.
o.(f) = inf{Res ; Z a_z konvergiert}

n

heifit bedingte Konvergenz-Abszisse. Die Reihe konvergiert dann in der Halbebene
H(o.(f)) ={s € C : Res > o.(f)}, vergleiche dazu den folgenden Satz.
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2.4. Satz. Sei f(s) =Y .2, % eine Dirichlet-Reihe, die fir s = sy (nicht not-

n=1 ns
wendig absolut) konvergiert. Dann konvergiert die Reihe gleichmdjf$ig in jedem

Winkelbereich

W (so, ) :== {50 +re® >0, lo] < al,

S0

Beweis. 1. Schritt: O.B.d.A. sy = 0.

an a, 1 an, N ap, -
E —:E :E , Qy, = , 5=5— 8.
ns NS0 RsS—s0 nSo 750

Dann konvergiert also »_ a,.

2. Schritt: O.B.d.A. " a, = 0, sonst Abénderung von a;.
5. Schritt: Setze A(x) := ), ., an. Mit Abelscher partieller Summation erhélt

man
Z%:@H/ iffdu,
ns s 1 u®

n<x
A Yy

3 a_n:<_y)_if’f)+s/ AW g,

ns Y x® x ustt
r<n<ly

an Y1A(u
>, il < |A(y)|+|A<x>|+|sl/ 'uf+1)|du
r<n<ly *
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fir s € W(0, ).
Sei nun € > 0 vorgegeben. Setze

€
.
= — > 0.

2 —l_ COos &
Sei xg > 1 so groks, dass |A(§)| < € fiir alle £ > z, dann folgt fiir s € W (0, «)

und zp <z <y

an
D

z<n<ly

sl falls s € W(0, o)\ {0},

o x%°

<2 +
= {0, falls s — 0.

Unter Beachtung von % <1 und der Skizze

g

cosa < Cosp = B

erhalt man
Qp,
> s (24 ——)e =c
ns COS &
z<nly
]

fir alle s € W (0, «v). Dies zeigt die Behauptung.

2.5. Corollar. In der Halbebene H (oc(f)) konvergiert f(s) = > % auf jedem

Kompaktum gleichmdfiig gegen eine holomorphe Funktion.
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2.6. Satz. Fir eine Dirichlet-Reihe f(s) = > 7 9 gilt:

Ua(f)_UC(f)Sl .

Beweis. Die Reihe konvergiere fiir s = s¢ (bedingt). Nur zu zeigen ist: Fiir jedes
e > 0 konvergiert die Reihe fiir s = 5o+ 1+ ¢ sogar absolut. Es gibt eine Konstante

M e R4, so dass ‘ ‘ < M fiir alle n > 1. Dann gilt
|an| — 1
Z |ncro+1+e — Z nlte < 00
n=1

Fiir f(s) = >, S0 6ilt 0.(f) = 0, 0a(f) = 1.

2.7. Satz (Identitdtssatz fiir Dirichlet-Reihen). Sei f(s) = > 07, % eine

n=1 ns
Dirichlet-Reihe mit o,(f) < oo. Es gebe eine Punktfolge si,s9,3,... mit
Res, > o4(f), lim Res, = oo, so dass f(s,) = 0 fir alle v. Dann gilt
V—r00
a1:a2:a3:...:0

Beweis. Annahme: Nicht alle a, = 0. Sei £ > 1 minimal mit a; # 0.

ag Ap 1 Qp,
J8) =3 T 25 = E(“”; (n/k:)5>'

n>k

Die Reihe konvergiert fiir ein sy absolut:

|an| . 50
Z(n/lz)ao = M < .

n>k
Dann gilt
> an |an| k Rer k Rer
T <u(E)
n-zkﬂ (n/k)sotr| = nz>k (n/k)7 <k + 1) =Y

fiir Rer — oo. Daraus folgt: Es gibt ein o, € R, so dass

< |ag] fir Res > o,.

S
/)
Also f(s) # 0 fir Res > o,, Widerspruch! O
Bemerkung. F(s) =sins, F(vn) =0 fir alle v € Z, aber F ist nicht identisch 0.
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2.8. Arithmetische Funktionen und Dirichlet-Reihen. Eine arithmetische
Funktion ist eine Abbildung

GIN1—>C.

Dieser Funktion ist eine Dirichlet-Reihe

o) =3

zugeordnet. Wenn diese Reihe irgendwo in C konvergiert, ist umgekehrt die arith-
metische Funktion durch die holomorphe Funktion

f H(O’C(f)) — C

eindeutig bestimmt.

2.9. Satz und Definition. Seien a,b: Ny — C zwei arithmetische Funktionen,
so dass die Dirichlet-Reihen

fe) =30 gy =y i)

ns n
n=1

absolute Konvergenz-Abszissen < oo haben. Fiir Res > max(aa(f),aa(g)) gilt
dann

mit

dln kl=n
Man schreibt hierfiir
c=axb

(Dirichlet-Faltung arithmetischer Funktionen).

Bewezs.

= a(k 2 b(1 2. a(k)b(l = 1
<Z ]E;s)> (Z l(s)> :klzl ((k-)l)s() :Z<Za(k5>b(1)>g

k=1
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2.10. Satz. Die Dirichlet-Faltung fir arithmetische Funktionen gentigt folgenden
Rechenregeln:

(i) axb=bxa,
(ii)) (axb)*xc=ax*(bx*c),
(i) a* (by 4+ ba) = a*by + a* by,

(iv) axd; = a fir alle a,

wobet 01 : N — C wie folgt definiert ist:

1, fallsn=1,
51(71) = 51n = f
0, fallsn > 1.

Beweis. Leicht. ]

2.11. Definition. Die Mébius-Funktion p : Ny — Z ist definiert durch

1 firn=1,
wu(n) =10, falls n nicht quadratfrei,

(—1)" fiir n=pipa---pr, pj paarweise verschieden.

2.12. Satz.

Z u(d) = d1p.

dln

Beweis. n=1: Klar. n > 2: Sei n’ der quadratfreie Kern von n. Es folgt

Sould) = Youd) = D (=1 = (1) + (1)) =0

dln d|n’ ae{0,1}"
(0 =pipe--pr,r > 1, o] =) ). O

Andere Formulierung: Sei

1N —Z1(n)=1.

Dann ist
> ould) =Y ) 1(3).
djn djn

also

e=a]

2.6



Otto Forster: RZF 2. Dirichlet-Reihen. Arithmetische Funktionen

2.13. Corollar.

(ZEL(E ) =

d.h.

1 ™= )
R

2.14. Definition. Die Von-Mangoldt-Funktionen sind definiert durch

A(n) logp, fallsn=p™, pprim, m > 1,
n) =
0, sonst,
A(n) %, falls n = p™, p prim, m > 1,
n) =
' 0, sonst.

Es gilt A(n) = Ay(n)logn.
Die Teileranzahl-Funktion T ist definiert durch
7(n) = Anzahl der Teiler d von n, 1 < d < n, d|n.

Anders ausgedriickt:

T(n) = Z 1.
dln

2.15. Satz. Fir Res > 1 gilt

RO B 0
Vm T e
G) (o) =-D 2"
) loac(s) = 1)
() S Awm)
S R ST
M =Y
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Beweis. (1) und (iii) wurden bereits frither gezeigt; (ii) folgt durch Differenzieren
der Dirichlet-Reihe fiir ¢, (iv) durch Differenzieren von (iii). Zu (v):

(5)<(s) = (Z ,%) (Z ll) -y

mit ¢, = >, 1-1=7(n) (Dirichlet-Produkt), dh. c =11 =7. O

2.16. Mellin-Transformation. Sei f : [1,00[— C eine messbare Funktion.
Es gebe ein 0y € R, so dass

f(z) = O(x) fir x — 0.
Dann existiert fiir Re s > oy das Integral
F(s) = [ flz)z=> |,

und F'(s) ist eine holomorphe Funktion.

Die Zuordnung f +— F heiltt Mellin-Transformation.

Bemerkung (Vergleich mit der Laplace-Transformation). Mit der Variablen-

Substitution z = e, df = dt lasst sich die Mellin-Transformation schreiben als

F(s) = /0 T Hey et dt.

G(s) ::/0 g(t)ye ™ dt

ist die Laplace-Transformation einer messbaren Funktion g : [0,00[— C, die
geeigneten Wachstums-Bedingungen gentigt.

2.17. Satz. Sei (an)n>1 eine arithmetische Funktion und

Ax) = Z Ay,

n<z

Es gelte A(x) = O(z°°) mit o9 € R. Dann konvergiert die Dirichlet-Reihe

o
Qn

f(s):= v

fir Res > og, und es gilt

> d
f(s) = s/ A(z)z™* & (Mellin- Transformation,).
1 T
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Beweis. Abelsche partielle Summation liefert:
A < A(u)d
S A / Alu) du
n® x® 1 us  u

Die Behauptung ergibt sich durch Grenziibergang r — oo. O]

EﬁJl dz fir Res > 1.

xT

Bemerkung. Spezialfall: {(s) = s [~
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