
• Zahlentheoretische (arithmetische) Funktionen a : N1 −→ C.

Beispiele: 1, δ1, 1P, Teileranzahl-Funktion τ , Mangoldt-Funktionen Λ, Λ1.

• Definition multiplikativ, vollständig multiplikativ.

• Summatorische Funktion F (n) :=
∑

d|n

f(d).

• Zugeordnete Dirichlet-Reihe f(s) =

∞∑

n=1

a(n)

ns
, Identitätssatz.

Zeta-Funktion ζ(s) =

∞∑

n=1

1

ns
, Primzeta-Funktion P(s) =

∑

p

1

ps

• Produkt, Dirichlet-Faltung

( ∞∑

k=1

a(k)

ks

)( ∞∑

ℓ=1

b(ℓ)

ℓs

)

=

∞∑

n=1

c(n)

ns

mit c(n) = (a ∗ b)(n) :=
∑

kℓ=n

a(k)b(ℓ) =
∑

k|n

a(k)b(n/k).

• Konvergenz-Satz: Vor. A(x) :=
∑

n6x

a(n) = O(xα) für x → ∞, (α ∈ R+).

Beh. f(s) =
∞∑

n=1

a(n)

ns
konvergiert für s > α, sogar gleichmäßig auf [α + ε,∞[.

Der Beweis stützt sich auf

• Satz (Abelsche partielle Summation)

Vor. a : N1 → C, A(x) =
∑

n6a

a(n), f : [1,∞] → C stetig differenzierbar.

Beh.
∑

n6x

a(n)f(n) = A(x)f(x) −

∫ x

1

A(t)f ′(t)dt.

• Logarithmus der Zetafunktion

log ζ(s) =

∞∑

n=1

Λ1(n)

ns
= P(s) +

∑

k>2

P(ks)

k
︸ ︷︷ ︸

beschr. für s > 1

.

• Verhalten für s ց 1:

ζ(s) =

∞∑

n=1

1

ns
∼

1

s − 1
, P(s) =

∑

p

1

ps
∼ log

1

s − 1
,

insbesondere
∑

p

1

p
= ∞ (Euler).


