O. Forster: Elementare Zahlentheorie

10. Summen von zwei und vier Quadraten

10.1. Satz. Eine Primzahl p ist genau dann die Summe zweier Quadratzah-
len,

2 2
p=u‘+v°, u,vE€”L,

wenn p =2 oder p =1 mod 4.

Beweis. Da 2 = 12412, brauchen wir nur ungerade Primzahlen zu betrachten.

a) Die Bedingung p = 1 mod 4 ist notwendig, denn fiir das Quadrat einer
ganzen Zahl n gilt stets n? = 0,1 mod 4.

b) Um zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreicht, verwenden wir den ersten
Ergidnzungssatz zum quadratischen Reziprozitéitsgesetz. Aus p = 1 mod 4
folgt (_71) =1, es gibt also eine ganze Zahl # mit 22 = —1 mod p, d.h.

(1) 2% + 1% = 0 mod p.

Wir wenden nun auf die Zahl x den im Anschluss bewiesenen Satz von Thue
an. Danach gibt es ganze Zahlen u,v mit 0 < |ul, |v| < /p, so dass

vr = u mod p.
Multiplizieren wir Kongruenz (1) mit v?, ergibt sich
u? +v? = 0 mod p,

also u? + v? = kp mit einer ganzen Zahl k. Wegen der GréBenabschitzung
fiir w und v ist 0 < u? + v? < 2p und es folgt

u2+02:p.

Damit ist Satz 10.1 bewiesen bis auf den noch ausstehenden Beweis des fol-
genden Satzes von Thue.

10.2. Satz (Thue). Sei p eine ungerade Primzahl und x € (Z/p)*. Dann
existieren ganze Zahlen u,v mit 0 < |u| < \/p und 0 < |v| < \/p, so dass

vr = u mod p.
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Bemerkung. Im Koérper F, = Z/p hat man also x = u/v und Zéhler und
Nenner lassen sich so durch ganze Zahlen u,v € Z représentieren, dass die
Ungleichungen |ul, |v| < /p erfiillt sind.

Beweis. Wir betrachten die Menge
X :={(u,v) €ZXZ:0< u,v<,/p}

Es gibt [\/p] + 1 ganze Zahlen n mit 0 < n < ,/p. Daraus folgt #X > p.
Deshalb ist die Abbildung

X —Z/p, (u,v)+— (vr—u)modp
nicht injektiv, es gibt also in X mindestens zwei Paare (uy,v1) # (ug, v2) mit
(v —uy) = (Ve —ug) modp = (v — v2)x = (u; — uz) mod p.

Es ist v; # vy, denn andernfalls wire u; = us mod p, sogar u; = us, also
(ug,v1) = (ug,vz), Widerspruch. Mit

U= Uy — U9, V=V — Uy
gilt daher die Behauptung des Satzes von Thue.

Wir kommen jetzt zu der Frage, welche allgemeinen natiirlichen Zahlen n €
N; sich als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen lassen. Mithilfe des
folgenden Satzes kann man das Problem auf den Fall von Primzahlen zu-
riickfithren.

10.3. Satz. Seien ni,ny € Ny natiirliche Zahlen, die sich als Summe zweier
Quadratzahlen darstellen lassen. Dann ist auch n := niny Summe zweier
Quadratzahlen.

Beweis. Sei ny = 2% + y? und ny = 73 + y3 mit ganzen Zahlen z,,y,. Wir
betrachten die ganzen Gauflschen Zahlen

21 = iy € Z[i], 2z := xo + iys € ZJi].
Es gilt ny = |21]? = 23 4+ 47 und ny = |22|*> = 23 + y3. Das Produkt 23 := 2129
ist ebenfalls eine ganze GauBische Zahl, z3 = x3 + iy3. Da |23]2 = |21|* - |22/%,
folgt

2,2
n=mnny =23 +vy;, q.ed.
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10.4. Satz. Fine natirliche Zahl n € Ny ist genau dann Summe von zwei
Quadratzahlen, wenn in der kanonischen Primfaktor-Zerlegung

n:p’fl-...~pfr
alle Primfaktoren mit p; = 3 mod 4 einen geraden Exponenten k; haben.

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dass die angegebene Bedingung hinreicht.
Wir stellen n dar als n = m?n’/, wobei n’ nur Primfaktoren p = 2 oder
p = 1 mod 4 enthilt. Jeder dieser Primfaktoren von n’ ist nach Satz 10.1
Summe zweier Quadratzahlen, also nach Satz 10.3 auch n’, d.h.

n =22 4+y* mitaz,yeZ
Daraus folgt n = (mz)? + (my)?, q.e.d.

b) Zum Beweis der Umkehrung setzen wir voraus, dass n = z? + y? mit
x,y € Z. Sei p | n ein Primteiler mit p = 3 mod 4. Wir miissen zeigen, dass p
mit gerader Vielfachheit in n vorkommt. Sei k € Ny der maximale Exponent,
so dass

PP iz und p*ly,

also = pFxy, y = pFy; mit ganzen Zahlen x,,y;. Wegen der Maximaleigen-
schaft von k ist entweder x; oder y; nicht durch p teilbar. O.B.d.A. sei p { x;.
Es gilt

n =" +y? = p*(at +ui).

Angenommen, die Vielfachheit von p in n wire ungerade, so wiirde daraus
folgen, dass p | 23 + v, d.h.

22 + 3% = 0 mod p.

Da z; # 0 mod p, besitzt x; ein Inverses modulo p, es gibt also eine ganze
Zahl v mit uz; = 1 mod p. Multipliziert man die obige Kongruenz mit u?,
erhélt man mit z := uy; eine Losung der Kongruenz

2?2 = —1 mod p.

Das heiflit aber, dass —1 quadratischer Rest modulo p ist, was wegen p =
3 mod 4 im Widerspruch zum ersten Ergénzungssatz des quadratischen Re-
ziprozitatsgesetzes steht. Also ist die Annahme falsch und damit Satz 10.4
bewiesen.
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Nach Satz 10.4 kann man nur spezielle natiirliche Zahlen als Summe von zwei
Quadratzahlen darstellen. Fiir die Darstellung beliebiger natiirlicher Zahlen
benotigt man mehr Quadrate. Auch drei Quadrate reichen im Allgemeinen
nicht aus. Z.B. ist leicht zu sehen, dass sich die Zahl 7 nicht als Summe
von drei Quadratzahlen darstellen ldsst. Wir werden auf die genauen Bedin-
gungen, welche natiirlichen Zahlen sich als Summe von drei Quadratzahlen
darstellen lassen, in Kap.?? zuriickkommen. Im Rest dieses Paragraphen be-
weisen wir den Satz von Lagrange, dass sich jede natiirliche Zahl als Summe
von vier Quadratzahlen darstellen lésst.

10.5. Quaternionen. So wie im Fall der Summendarstellung durch zwei
Quadrate die ganzen Gaufischen Zahlen niitzlich waren, sind es im Fall der
Summen von vier Quadraten die ganzzahligen Quaternionen. Die von Hamil-
ton erfundenen Quaternionen H bilden einen 4-dimensionalen Vektorraum
iiber R. Aufler der Vektorraum-Addition ist noch eine Multiplikation defi-
niert. Mit diesen zwei Verkniipfungen wird H zu einem sog. Schiefkorper,
d.h. es sind alle Korperaxiome bis auf das Kommutativ-Gesetz der Multipli-
kation erfiillt.

Wir benétigen hier nur die ganzzahligen Quaternionen, die wir mit Hy be-
zeichnen. Als additive Gruppe ist Hy, isomorph zu Z* mit komponentenweiser

Addition.
HZ = {(%0,%1,.%‘2,1’3) 1T, € Z} = Z4.

Zur Definition der Multiplikation ist eine Matrix-Schreibweise der Quaternio-
nen niitzlich. Wir identifizieren Hz mit folgender Menge von 2 x 2-Matrizen:

To+1ix1 X9+ ix3
Hy; = { . . : Xo, X1, Lo, X3 € L
—To +1T3 To— 1T

_ {(_Zm ;”) 2w e i},

Es ist leicht nachzurechnen, dass das Produkt zweier Matrizen aus Hy, wieder
in Hy liegt, woraus folgt, dass Hy einen Ring bildet. Mit den Definitionen

10 i 0 0 1 0 i
E"(o 1)’ Il"(o —’i)’ IZ'_(—1 0)’ ]3'_(2' 0)

lasst sich jedes Element X € Hy eindeutig schreiben als

X :$0E+l‘1]1+l‘2]2+$3]3 mit Lo, T1,T2,T3 € 7.
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E ist das Einselement von Hy und es gelten die Rechenregeln
L=1=1;=-F,
Lil,=—-0LLI =13, Llz=-1,=1 Ik4j=—-113=1I.

Die konjugierte Quaternion X7 ist definiert durch
X% i=axoF — x11] — 2915 — x315.

Die konjugierte Quaternion lasst sich auch darstellen als
X =X (Transponierte der konjugiert komplexen Matrix).

Wir definieren eine Normabbildung durch
N:Hz — Ny, X — det(X).

parx = (Bt )

—T9 +1T3 To— 1T

N(X) = det(X) = zj + 2% + x5 + 3
sowie

XX7=N(X)-E und N(X7)=N(X).
Aus dem Determinanten-Multiplikationssatz folgt

N(XY) = N(X)N(Y) fiir alle X,Y € Hy.

10.6. Satz. Sind ni,ne zwei natiirliche Zahlen, die sich als Summe von vier
Quadratzahlen darstellen lassen. Dann ist auch das Produkt n = niny Summe
von vier Quadratzahlen.

Beweis. Eine natiirliche Zahl ist genau dann die Summe von vier Qudratzah-
len, wenn sie gleich der Norm einer ganzzahligen Quaternion ist. Es gibt also
X, Y € Hy, so dass

n; = N(X), ne=N(Y).

Dan =niny = N(X)N(Y) = N(XY), ist n die Norm von XY € Hy, q.e.d.
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10.7. Lemma. Sei p eine Primzahl mit p = 3 mod 4. Dann g¢ibt es ganze
Zahlen x,y € Z, so dass

2?4+ y* = —1 mod p.

Beweis. Unter den Zahlen 1,2,....,p — 1 gibt es ebenso viele quadratische
Rest modulo p wie Nichtreste. Die Zahl 1 ist ein quadratischer Rest. Es gibt
deshalb eine natiirliche Zahl k£ mit 1 < k < p — 1, so dass k quadratischer
Rest modulo p ist, aber £ + 1 quadratischer Nichtrest. Da p = 3 mod 4, ist
—1 quadratischer Nichtrest modulo p. Deshalb ist (—=1)(k + 1) = —k — 1
quadratischer Rest modulo p. Es gibt also ganze Zahlen x,y, so dass

?=kmodp und y?=—k—1modp.
Addiert man die beiden Kongruenzen, erhélt man
2?4+ y* = —1 mod p,
und damit die Behauptung von Lemma 10.7.

10.8. Satz (Lagrange). Jede natiirliche Zahln lisst sich als Summe von vier
Quadratzahlen darstellen.

Beweis. Wegen Satz 10.6 geniigt es, den Satz fiir Primzahlen zu beweisen.
AufBlerdem ist nach Satz 10.1 nur noch der Fall p = 3 mod 4 zu behandeln.

Nach Lemma 10.7 gibt es ganze Zahlen xg, x; mit 22 + 22 = —1 mod p, d.h.
mit x9 = 1 und z3 = 0 haben wir

g+ @i + @y + @y = kp (2)

mit einer ganzen Zahl k > 1. Falls £ = 1, sind wir fertig. Fiir den allgemei-
nen Fall £ > 1 verwenden wir die sog. Abstiegsmethode, die darin besteht,
aus der Darstellung (2) eine analoge Darstellung mit einem kleineren k zu
konstruieren. Nach endlich vielen Schritten ist man dann bei & = 1 angelangt.

i) Zunéchst kénnen wir, indem wir die z,, durch ihre absolut kleinsten Reste
modulo p ersetzen, 0.B.d.A. annehmen, dass |z,| < p/2 fiir alle v. Dann ist
Eizo 2 < p?, d.h.in (2) ist k < p.

ii) Ist k& gerade, so ist die Anzahl der ungeraden x, gerade. Daraus folgt,
dass wir nach evtl. Umnummerierung voraussetzen konnen, dass

o =x1 mod 2, und x5 = x3 mod 2.
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Dann sind (zg & 21)/2 und (23 £ x3)/2 ganze Zahlen und

xo+x1>2 <xo—af1>2 <x2+x3>2 <$2—$3>2
( 2 + 2 + 2 + 2
k

1
= @+l +ay+a5) =5 -p

wir haben also eine Halbierung von k erreicht.

iii) Sei nun k£ > 1 ungerade. Sei X € Hy die Quaternion mit den Koeffizienten
x,. Weiter sei 7, der absolut kleinste Rest von_x,, modulo k, also T, =
x, mod k und |z,| < k/2. Wir fassen die 7, zu X € Hy zusammen. Es ist
X # 0, denn andernfalls wiren alle z,, durch k teilbar, also k2 | N(X) = kp,
was wegen ged(k, p) = 1 unmoglich ist. Nun ist

N()}):z?’:fz::m<k2 mit m € Ny, (3)
=0

und es existiert ein V' € Hy, so dass X = X + kV. Wir definieren nun

Y= XX7= XX+ kXV°. (4)
Da XX = N(X)E = kpE, folgt mit Z := pE + XV°

Y = kpE+kXV? = k(pE+XV?) =kZ (5)
Aus (4) und (5) folgt

N(Y)=NX)NX)=kp-m und N(Y)=kN(Z), (6)

also k | pm. Da ged(k,p) = 1, ist k ein Teiler vom m und aus (3) ergibt sich
m = k’k mit einer natiirlichen Zahl &’ < k. Aus (6) folgt nun der gewiinschte
Abstieg

Damit ist Satz 10.8 bewiesen.
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AUFGABEN

10.1. Man gebe einen Beweis des Satzes 10.1, der anstelle des Satzes 10.2
von Thue die Abstiegsmethode verwendet.

10.2. Dass —1 fiir eine ungerade Primzahl p genau dann quadratischer Rest
ist, wenn p = 1 mod 4, liasst sich auch mit einer Variante des Satzes von
Wilson zeigen. Man beweise dazu:

Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

(1”—;1!)2 = (—1)®*/2 mod p.

10.3. Man stelle die Zahlen n = 1,2,3,...,32 jeweils als Summe einer
kleinstmoglichen Anzahl von Quadraten dar.

10.4. Sei Qs := {X € Hz : N(X) = 1}. Man zeige:

a) Bzgl. der Multiplikation von Quaternionen ist Qg eine Gruppe mit 8 Ele-
menten, die sog. Quaternionengruppe.

b) Qs besitzt genau drei zyklische Untergruppen der Ordnung 4.

c¢) Je zwei solche Untergruppen sind konjugiert, d.h. sind G, Gy C Qg zykli-
sche Untergruppen der Ordnung 4, so gibt es ein Element o € (g mit

aGlofl = GQ.
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