Drei-Quadrate-Satz von Gaul3

Satz. Eine natiirliche Zahl n ist genau dann als Summe dreier
Qudratzahlen darstellbar,

2 2 2
n=xi+x+x3, X €2,
wenn sich n darstellen lasst als

n=4"m mit4{m und m=#7mod8.



Satz von Aubry

Satz. Sei n € N;y. Genau dann besitzt die Gleichung
n= x12 + x22 + x32

eine ganzzahlige Losung (x1, x2, x3) € Z3, wenn die Gleichung
nt’ = xi + x5 + X3

eine nicht-triviale Lésung (t, x1, x0, x3) € Z* besitzt.



Beweis-ldee fiir Drei-Quadrate-Satz

Es geniigt, den Satz fiir quadratfreies n zu beweisen.

Man bestimmt eine zu n teilerfremde ganze Zahl g > 1, die
Summe von 2 Quadraten ist, so dass die Legendre-Gleichung

nx* —qy® = 2° (*)

nicht-trivial losbar ist.

Erinnerung: (x) genau dann nicht-trivial 16sbar, wenn

(i) nist Quadrat modulo q,
(i) —q ist Quadrat modulo n.



Beweis-ldee fiir Drei-Quadrate-Satz

Fortsetzung

Ist ¢ = u? + v?, so erhilt man aus ()
nx? = (¥ + v)y? + 22 = (uy)* + (vy)* + 22
und Anwendung des Satzes von Aubry liefert den

Drei-Quadrate-Satz.

Im Fall n=1,2 mod 4 kann man g als Primzahl p =1 mod 4
wahlen, im Fall n = 3 mod 8 kann man g = 2p mit einer
Primzahl p = 1 mod 4 wahlen.



Beweis-ldee fiir Drei-Quadrate-Satz

Fortsetzung 2

Genauer:
m Fall n=1mod 4. Man wahlt eine Primzahl p mit
p =2n—1mod 4n.

m Fall n=2mod 4. Man wahlt eine Primzahl p mit
p=n—1mod 4n.
m Fall n=3mod 8. Man wahlt eine Primzahl p mit
p=n—2mod4n
und setzt q := 2p.

Dabei wird der Dirichletsche Primzahlsatz benutzt.



Beweis-ldee fiir Drei-Quadrate-Satz

Fortsetzung 3

Um zu zeigen, dass fiir die so gewahlten p, g jeweils die
Legendre-Gleichung

nx® — qy® = 2 (%)

nicht-trivial 16sbar ist, wird wesentlich das Quadratische
Reziprozitatsgesetz und seine Ergdnzungs-Satze benutzt.



