O. Forster: Elementare Zahlentheorie

5. Elementare Abschitzungen zur Primzahlverteilung
und das Bertrandsche Postulat

5.1. Fiir reelles > 0 bezeichnen wir mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen
p < x. Dies kann man auch so schreiben:

m(x) = Z L.

7(x) ist eine Treppenfunktion mit Spriingen der Héhe 1 bei allen Primzahlen.
Natiirlich gilt 7(z) = 0 fiir x < 2. Einige andere Werte sind

z [ 10]100 | 1000 | 10* | 10° | 10 | 107 | 10®
m(x) | 4] 25 | 168 | 1229 | 9592 | 78498 | 664579 | 5761455 |

Von Legendre und Gaufl wurde vermutet, dass sich 7(z) fiir + — oo asym-
ptotisch wie x/logx verhilt, in Zeichen

()

Dies ist definiert als

~ fiir z — o0,
log x

m(x)

li =
£ oo 1 /logx
Dieser Primzahlsatz wurde 1896 unabhéngig von Jacques Hadamard und
Charles de la Vallée Poussin bewiesen. In diesem Kapitel werden wir den
Primzahlsatz nicht beweisen, sondern nur einige elementare Abschétzungen,
die in diese Richtung gehen, wie

m(x) < co-

a logz log x

x fiir alle z > 3.

mit Konstanten 0 < ¢ <1 < ¢s.

Tschebyscheff fithrte 1852 zwei Funktionen 9 und v ein, die zur Untersuchung
der Primzahl-Verteilung oft bequemer sind als die Funktion 7(z).

5.2. Definition. Die Tschebyscheffschen Funktionen ¢, : R, — R sind
definiert durch

I(w) = logp,

pP<ZT

Y(x) = > logp.

pF<e
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5. Abschéatzungen zur Primzahlverteilung, Bertrandsches Postulat

Dabei wird im ersten Fall iiber alle Primzahlen p < x und im zweiten Fall
iiber alle Primzahlpotenzen p* < z, k > 1, summiert.

Fiir x < 2 ist die Summe leer, deshalb gilt
V) =1¢(x)=0 fir0<z<2.

Die Funktion ¥(z) ist eine monoton wachsende Treppenfunktion, die bei allen
Primzahlen z = p Spriinge der Hohe log p macht, die Funktion ¢(z) macht
Spriinge der Hohe log p bei allen Primzahlen p und allgemeiner Primzahlpo-
tenzen x = p*, (k > 1).

Die Definition der 1-Funktion lasst sich mithilfe der Mangoldtschen Funktion

A(n) = logp, fallsn =", pprim, k> 1,
' 0 sonst,

auch schreiben als

P(z) = Z A(n).

n<x

5.3. Satz. Flir alle reellen x > 1 gilt

a)  Pla)=) o),

k>1

b) () = 20(a"?) = (1)) = 9(x) - 9(@?) + 9P F
E>1
insbesondere

) P(z)—2(Vr) <I(2).

Beweis. a) folgt daraus, dass p* < z gleichbedeutend mit p < 2'/* ist. Die
Summe iiber k ist natiirlich in Wirklichkeit endlich, da 9¥(z'/*) = 0, sobald
k<2,

b) Dies ergibt sich aus a) wegen v (z'/?) = Zﬁ(;pl/%)'
k>1
¢) Die Ungleichung c) folgt aus b), da die Folge (9(x/*));>; monoton fillt.

5.4. Definition. Fiir eine natiirliche Zahl n sei V' (n) das kleinste gemeinsame
Vielfache der Zahlen 1,2,....n, d.h.

V(n):=lem(1,2,...,n).
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O. Forster: Elementare Zahlentheorie

Fiir die Primfaktor-Zerlegung von V' (n) gilt offenbar

Vin)=]»®",

p<n

wobei fiir eine Primzahl p der Exponent r(p,n) wie folgt definiert ist:

lognJ.

r(p,n) := max{k € Ny : p* < n} :hogp

Wir setzen noch V(0) := 1 und V(z) := V(|x]) fiir jede reelle Zahl x > 0.
Damit gilt fiir die T'schebyscheffsche Psi-Funktion

U(x) =logV(x).

Beispiele. Die Werte von V(n) fiir n < 10 sind:

V(1) =1,

V(2) =2,

V(3) =2-3=6,

V(4) =2%.3=12,

V(5) = 2%-3-5=060=V(6),

V(7) = 2%-3.5-7 = 420,

V(8) =2%-3-5-7 =840,

V(9) =2°-3%.5.7=2520 = V(10).

5.5. Satz (Legendre). Sein eine natiirliche Zahl. Dann gilt fir die Primfaktor-
Zerlegung von n!

n! = Hpa(pm)’
PN
wobei  a(p,n) = v,(n!) = Z {EJ
’ ’ k>1 Pt

Bemerkung. Die Summe ist natiirlich endlich, denn [n/p*] = 0 fiir p* > n.

Beweis. Die Anzahl der Zahlen aus {1,2,...,n}, die durch p teilbar sind, ist
gleich [n/p]. Davon sind |n/p? ]| sogar durch p? teilbar, |n/p?| durch p?, usw.
Daraus folgt die Behauptung.
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5. Abschéatzungen zur Primzahlverteilung, Bertrandsches Postulat

Beispiele. a) Fiir n = 10 hat 10! die Primfaktoren 2, 3,5, 7 mit den Vielfach-
heiten

vs(101) = ? ﬂ%ﬁ% —54241=8,
v3(101) = 1—; ﬂl—goJ —34+1=4

v5(10!) = ? =2,

s (101) = 1—70 _1,

also 101 =2%.3%.52.7 = 3628800.

b) Wir wollen Satz 5.5 beniitzen, um zu untersuchen, auf vieviele Nullen die
Dezimaldarstellung von 100! endet. Wir suchen also den groBiten Exponenten
k, so dass 10% ein Teiler von 100! ist. Wegen 10 = 2 - 5 und vy(n!) > vs(n!)
ist der gesuchte Exponent gleich

k = v5(100!) = L@J FOO

— | =20+4 =24
3 25J +

Die Dezimaldarstellung von 100! endet also auf 24 Nullen.

5.6. Hilfssatz. Seien a,b,m € Z, m > 2. Dann gilt

IR

m m m
a+b+1 a b
ii — | = |—| = |—1] €10,1}.
i) L m J LmJ LmJ {0.13
Beweis. Division mit Rest ergibt
a=q@m+a, O0<asm—1,
b= gm+ [, 0<pB<m—1

Dabei ist || = ¢y und |-=]| = go. Weiter folgt

a b
a+b=(q+q)m+(a+p),
a+b+1=(@p+¢gm+(a+F+1),

a+ 0 <2m— 2,

0<
0<a+8+1<2m—1.

Zum Beweis der Behauptung ii) unterscheiden wir zwei Fille:
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O. Forster: Elementare Zahlentheorie

Falls sogar o + 3+ 1 < m — 1, folgt L%b*lj = q1 + @2, d.h.

)Ll =0

m m m

Falls aber a + 34+ 1>m, folgt a+5+1—m <m—1, d.h.
a+b+l=(@p+@+l)m+y mtd<y<m-—1

Dann ist [ | =g + ¢+ 1, also [“2H ] — [&] — [L] =1 qed.

Die Behauptung i) beweist man analog, sie ist sogar etwas einfacher.

5.7. Lemma. Die Funktion V(n) = lem(1,2,...,n) geniigt den folgenden
Teilbarkeits- Relationen

a) Firl<m<mn gilt

() v

b) Firl<m <n < 2m gilt

n

V(n) ‘ ( )V(m).

m

Beweis. a) Es ist zu zeigen: Ist p eine Primzahl und k£ der maximale Exponent

mit p” ’ m( n), so folgt p¥ < n. Dies sieht man so: Es gilt
m

m(;) - (m — 1)7(!n—m)!'

Ist r der maximale Exponent mit p” < n, so folgt mit dem Satz von Legendre

w= () ~ S ) <

da nach Hilfssatz 5.6 ii) jeder Summand gleich 0 oder 1 ist. Daraus folgt die
Behauptung.

b) Sei p prim und r der maximale Exponent mit p” < n. Es ist zu zeigen,
dass p” ein Teiler von ([ )V (m) ist.

Falls sogar p” < m, gilt p" | V(m), und wir sind fertig.
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5. Abschéatzungen zur Primzahlverteilung, Bertrandsches Postulat

Falls aber p" > m, gilt p"~! < m, also p"~! | V(m). Es muss also nur noch
gezeigt werden, dass dann p | (). Dies sieht man so (man beachte 0 <
n—m<m):

() = (L2175

> L%J_L%J_{";ij —1-0-0=1, qed.

5.8. Hilfssatz. Fiir alle ganzen Zahlen m > 1 gelten folgende Abschitzungen
fur die Binomial-Koeffizienten:

i)

92m—2 < <2m —11) _ (Qm— 1) < 922,
m_

m m

i)

m m

Beweis. Aus (1 + 1)?™~1 = 22m~1 folgt mit dem binomischen Lehrsatz
2m —1 2n—1
1+...+( >+( )+...+1:22m*1. (%)
m—1 m

Daraus folgt einerseits

<2m> _ (Qm — 1) N (Zm — 1) < 92m-1
m m—1 m
und andrerseits, da ( 27’;:1

linken Seite von (x) sind,

) = (2”;;1) die grofften der 2m Summanden der

(2m—1> _ <2m—1) S 22m—1 _ 22m—2
- =

m—1 m 2m m

und

2m 2m — 1 92m—1
(o) =207 )z
m m m

5.9. Satz. Das kleinste gemeinsame Vielfache V(n) = lem(1,2,...,n) der
natirlichen Zahlen von 1 bis n geniigt folgenden Abschdtzungen:

a) Fir allen > 1 gilt

Vi(n) < 4"
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O. Forster: Elementare Zahlentheorie

b) Fir allen > 7 gilt
V(n) > 2"t

Bemerkung. Wegen V (z) := V(|z]) gilt dann auch
a)’ V(z) < 4% fir alle reellen z > 1 und
a)’ V(z) > 2% fiir alle reellen > 7.

Beweis. a) Wir beweisen V' (n) < 4™ durch vollsténdige Induktion iiber n.
Induktions-Anfang. Fiir n = 1 und n = 2 ist die Aussage trivialerweise richtig.

Induktions-Schritt. Sei n > 3. Wir setzen voraus, dass die Aussage V (k) < 4*
fiir alle k& < n richtig ist.

Sei zunéichst n = 2m — 1 ungerade. Nach Lemma 5.7 b) gilt

2m —1
V(2m—1) < ( "
m

(2m—1

Jvim)

< ) 4m < 22m—24m — 42m—1.

v m
Sei nun n = 2m gerade. Dann erhalten wir mit Lemma 5.7 b)

2m

V(2m) < ( )V(m) < 2rmlym o g2m,

m

b) Nach Lemma 5.7 a) gilt

m<2mm— 1) < V(2m—1),

2m — 1
m—1

(m—1)( ) < V(Em-—1).

Da ged(m,m — 1) = 1 und (2";;1) = (27:;:1) folgt

2m —1
-1)( ) <vem-1).
mim — (" ") <viem - 1)
2 -1 22m72
Nach Hilfssatz 5.8 i) ist ( " ) > , also
m m
—1
VEm —1) > (m—1)22""2 = mT . gtm.
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5. Abschéatzungen zur Primzahlverteilung, Bertrandsches Postulat

Fiir ungerades n = 2m—1 folgt daher die zu beweisende Ungleichung V' (n) >
27+ falls m > 5, d.h. fiir n > 9. Die Ungleichung gilt aber auch fiir n = 7,
da V(7) = 840 > 28 = 256.

Fiir gerades n = 2m hat man

1
V(em) > V(Em—1) > mT g2t

die Behauptung ist daher fiir m > 9, d.h. fir n > 18, bewiesen. Fiir V' (2m)
mit 4 < m < 8 priift man die Ungleichung V(2m) 22"”rl direkt nach.

Bemerkung. Fiir die folgenden Sétze ist es niitzlich, Abschétzungen fiir den
numerischen Wert von log 2 zu kennen: Es ist

2 <0.693 < log2 < 0.694 < 0.7.

5.10. Satz. Fir die Tschebyscheffschen Funktionen ¥ und v gelten die
folgenden Ungleichungen:

a) W zx) < Y(x) <zlogd  firalex > 1
b) Y(x) = xlog2  firallex > 7,
fir alle x > 11,

Beweis. Die Abschidtzungen a) und b) ergeben sich durch Logarithmieren
unmittelbar aus Satz 5.9.

Zu c). Nach Satz 5.3 ¢) ist ¥(z) = ¥(z) — 2¢(y/z). Mit a) und b) erhélt man
daraus fir z > 7

4log 2

I(z) > xlog2—2\/510g4:x<log2— \j§ )
T

2.8

(069‘\/5)

2.8
fir x > 15% = 225, da1—5<019

Fiir 11 < x < 225 priift man die Ungleichung ¥(z) > x/2 direkt nach.

DO | —

Z x-

5.11. Satz. Flir jede reelle Zahl x > 1 gilt

log(|x Zlogn-Zzﬁ( )

n<e k<z
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Beweis. Wir berechnen die rechte Seite der zu beweisenden Formel

> u(3) =X T a0

k<z 0<%

Indem wir alle Glieder zusammenfassen, fiir die k¢ = n ist bei einem gegebe-
nen Wert n < z, wird daraus

qu(%) =33 A0 =Y logn = log(|z)1).

k<x n<r fn n<x

Dabei haben die Formel ) din A(d) = logn fiir die summatorische Funktion
der Mangoldt-Funktion (Satz ??.?77) benutzt.

Aus Satz 5.11 ergibt sich unmittelbar

5.12. Corollar. Fiir die Funktion

2]ty N |
;) = log(l2]!) - 2log(|2/2)!)

T(x):= log(W

qilt

T(x) = S (-1 19 (T) = () = 6(w/2) + 9(e/3) — pla/4) + ...

k>1

Insbesondere gelten die Ungleichungen
(x) —P(x/2) < T(x) < P(o) —P(x/2) +¢(x/3).
5.13. Satz. Die Funktion

T(x) = log(ﬁ)

geniigt den Abschdtzungen
a) T(z) > 2x  fir alle x > 256  und
b) T(z) <3z fir alle z > 64.

Beweis. a) Abschidtzung nach unten. Wir unterscheiden zwei Fille:

(i) 2m—1<x<2m mit einer natiirlichen Zahl m.
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5. Abschéatzungen zur Primzahlverteilung, Bertrandsches Postulat

Dann ist |z] =2m — 1 und |z/2] = m — 1, also mit Hilfssatz 5.8

21‘

]! (2m—1)! _m<2m—1

lz/2]12  (m—1)12 m

(i) 2m<x<2m+1 mit einer natiirlichen Zahl m.

Dann ist |z] = 2m und |x/2| = m, also

lz/2]12 ml2

= >

Edl (2m)! 2m 92m—1 22m+1 2%
=)z =
m 4dm 2z

m

Dieselbe Abschitzung gilt auch im Fall (i), falls z > 2. Also hat man fir
x > 2 in jedem Fall die Abschétzung

log(2
T(0) > g2 ~ log(2s) = o (tog 2 — 22
i

Fiir 2 > 28 = 256 gilt ——— > 40, also
log(2z)
T(z) > (1 g1 ) > 2 d
) > (log2——) > = -ux, e
52710/ 73 q

b) Abschéitzung nach oben (dieser Teil wird im folgenden nicht gebraucht,
kann also iibersprungen werden). Wir unterscheiden wieder zwei Félle:

(i) 2m — 1 <z < 2m  mit einer natiirlichen Zahl m.

Dann ist |z] =2m — 1 und |z/2] =m — 1. Wie in a), Teil (i) folgt

|x]! (2m —1)! 2m — 2
[2/2]2 " (m—1DE2 (Qm_1)< m )

Dies lasst sich wie folgt nach oben abschétzen:

2m — 1
m

(2m — 1)( 2.

) <z 222 L
2
also
1 2
T(z) < zlog2 + log(z/2) =$(10g2+ M)
X
<

z (log2 +1og(2°)/2%) < 2 - x fiir z > 2° = 64,

da log2 + (5log2)/64 < 0.694 + 0.055 < 0.75.
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(ii) 2m < x < 2m+1 mit einer natiirlichen Zahl m.

Dann ist |z] = 2m und |x/2| = m, also

|z]! (2m)! <2m) o1

— — < 92m 27
|x/2]1? ml? m =
woraus folgt T'(z) < log(2") = zlog2 < 3 -z, q.e.d.

5.14. Satz (Bertrandsches Postulat). Zu jeder ganzen Zahln > 1 gibt es
mindestens eine Primzahl p mit

n<p<2n.

Beweis. Nach Corollar 5.12 und Satz 5.13 hat man fiir z > 256

V() = Y(w/2) + (e /3) > T(a) > 2o
Da (z/3) < (¢/3) log 4, ergibt sich
V() ~ (/2 > 2oz
> %x . %logél
_ %‘””(1—1%2)2 2?561%:%

Da nach Satz 5.3c) gilt ¥(z) > ¢(z) — 2¢(y/x), folgt daraus

V(x) —(@/2) = Y(z) - 2¢(Va) —P(2/2)
> % — 2v/zlog4
_ 2(1 . 20\1/0;2) >0 fiir 2 > 256,

denn falls = > 256, ist /x > 16 > 20log 2.

Es ist also

V(2z) —I(x) = Z logp > 0 fiir x > 128.

r<p<L2z

Daher gibt es fiir > 128 mindestens eine Primzahl p mit x < p < 2z. Die
Folge der Primzahlen 2,3,5,7,13,23,43,83,151, von denen jede kleiner als
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das Doppelte ihres Vorgéngers ist, zeigt, dass dies sogar fiir alle x > 1 richtig
ist.

5.15. Satz. Fiir alle x > 3 gilt

1 =z T

= < <4- :

2 logx () log x
Beweis
a) Abschéitzung nach unten. Fiir 3 < z < 11 priift man die Ungleichung
m(T) > 5oy y direkt nach. Fiirn > 11 Verwenden wir die Ungleichung 9(z) >

x/2 aus Satz 5.10. Damit ist

g <Zlog:v x)logx,

woraus die Behauptung folgt.

b) Abschétzung nach oben. Fir 1 < x < 64 priift man die Ungleichung
m(z) < 13;:1 direkt nach.

Sei nun xy > 64. Wir zeigen:

Gilt die Ungleichung fiir alle ' < xg, so gilt sie auch fiir alle x mit zq < z <
z3. Dann folgt offenbar die Unglelchung fir alle x € |1, 00].

Sei also 7y < z < x3. Wir benutzen die Abschitzung 9J(z) < xlog4 aus Satz
5.10.

rlogd > d(z) > Y logp > (v(x) — 7(Vx)) log(V).
\/_<p<m

Daraus folgt wegen log(/x) = log(z)/2

2z log4 3
xog<x

(@) = 7(Ve) < log © logz

Da /z < g, gilt nach Voraussetzung

4y/x x
4.
(V) < Tog(V7) < log 2 da /r < x/8 wegen x > 6

Es folgt

3z T _4:1:

m(z) < q.e.d.

log x + logz  loga’
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