9. Mersennesche Primzahlen

9.1. Mersenne’sche Primzahlen

Fiir eine ganze Zahl n > 2 ist 2" — 1 hochstens dann eine Primzahl, wenn n
prim ist, denn 2% — 1 ist durch 2¥ — 1 teilbar. Dies folgt aus der Gleichung

okt 1 = (2F — 1)(2¥D 4 2k(=D ).

Nicht alle Zahlen der Form M, = 27 — 1, p prim, sind Primzahlen. Das erste
Gegenbeispiel ist My = 2047 = 23 - 89. Ist jedoch M, prim, so nennt man es
eine Mersenne’sche Primzahl.

9.2. Satz (Lucas). Seip > 3 prim. Genau dann ist M, = 2P — 1 eine
Primzahl, wenn fir die wie folgt rekursiv definierte Folge (vy) ganzer Zahlen

Vo = 4,
v = vp —2, (k>1),

gilt: v,—o = 0 mod M,,.

Vorbemerkung. Die Zahlenfolge (vy)p>o ldsst sich im Ring Z[v/3] folgen-
dermaflen ausdriicken:

Seiw:=24+vV3undw=2—+3. Esist w+ @ = 4 und ww = 1. Damit gilt:
vk:w2k+w2k.

Beweis durch Induktion nach k.

i) Der Induktions-Anfang k = 0 ist trivial.
ii) Induktions-Schritt k — k + 1. Nach Definition ist
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-2 = w wo , q.ed.



2 I. Elementare Zahlentheorie

Beweis von Satz 9.2.

Wir zeigen hier nur, dass die Bedingung hinreichend ist, d.h.
Up—g = 0mod M, = M, prim.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es eine Primzahl ¢ mit 3 <
q < /M, und q | M,. Es folgt dann

2p=2 | —2p=2
Vp—o =w” +w” =0modgq.

Wir multiplizieren diese Kongruenz mit w7 Wegen wiw = 1 folgt daraus

w? ' = —1mod q.

Diese Kongruenz ist als Gleichung im Restklassenring R := Z[v/3]/qZ[/3] zu
verstehen.

Aus dem nachfolgenden Hilfssatz folgt nun, dass w in der multiplikativen
Gruppe R* die Ordnung 2” hat. Da R = Z[v/3]/qZ[vV/3] genau ¢* Elemente
besitzt, hat R* hochstens ¢ — 1 Elemente. Da aber

20 = M, +1> ¢

kann es in R* kein Element der Ordnung 2P geben, Widerspruch! Also ist die
Annahme falsch, d.h. M,, muss doch eine Primzahl sein.

9.3. Hilfssatz. Sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe mit Einsele-
ment e und g € G ein Element mit

=c und ¢ #e.

Dann hat g die Ordnung 2*.

Beweis. Aus der Bedingung g2k = e folgt, dass die Ordnung r von g ein Teiler
von 2F ist, also r = 2¢ mit ¢ < k. Wire ¢ < k, wiirde folgen ¢2* = e, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist r = 2%, q.e.d.



