O. Forster: Primzahlen

5. Zahlentheoretische Funktionen

5.1. Definition. Unter einer zahlentheoretischen (oder arithmetischen) Funktion ver-
steht man eine Abbildung f: N; — C.

Die Funktion f : N; — C heifit multiplikativ, wenn f(1) = 1 und
f(mn) = f(m)f(n) fir alle m,n € N; mit ged(m,n) = 1.

Eine multiplikative Funktion f : N; — C heift vollstédndig multiplikativ, wenn f(mn) =
f(m)f(n) ohne Einschrankung gilt.

Bemerkung. Eine multiplikative zahlentheoretische Funktion f : N; — C ist durch ihre
Werte auf den Primzahlpotenzen eindeutig bestimmt. Denn aus n = plfl .- phr folgt

fn) = f) - for).

Ist f vollstandig multiplikativ, so geniigt es schon, die Werte auf den Primzahlen zu

kennen, denn dann ist f(p*) = f(p)*.

5.2. Beispiele
Fiir viele zahlentheoretische Funktionen liegen die Werte bereits in Z oder in R.

a) Die Funktion

1:Ny—7Z, 1(n):=1 firalleneN;
ist offenbar vollstdndig multiplikativ.
b) Die Abbildung

t:Ny —=Z, un):=n firalleneN;
ist ebenfalls vollstdndig multiplikativ.

c¢) Die sog. Mangoldtsche Funktion A : Ny — R ist definiert durch

A(n) == {logp, falls n = p* eine Primzahlpotenz ist,
' 0 sonst.

Diese Funktion ist nicht multiplikativ.

d) Ein Beispiel einer multiplikativen, aber nicht vollstindig multiplikativen Funktion
wird durch die Eulersche Phi-Funktion gegeben.

5.3. Satz. Die Fulersche Phi-Funktion ¢ : Ny — 7Z ist multiplikativ, aber nicht
vollstandig multiplikativ.
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Beweis. Nach Definition gilt ¢(m) = #(Z/m)*. Ist m = mymy mit teilerfremden
m1, Mg, so hat man nach dem Chinesischen Restsatz die Isomorphie

(Z/m)" = (Z/m)" x (Z/ma)",

woraus folgt ¢(mims) = p(my)p(ms).

Dass ¢ nicht vollstdndig multiplikativ ist, sieht man an folgendem Beispiel: Es ist
©(2) =1 und ¢(4) = 2, denn

(Z/2)" ={1},  (2/4) = {13},
Also ist p(2-2) # ¢(2)p(2), q.e.d.

Mit Satz 5.3 kann man eine Formel fiir ¢(m) mithilfe der Primfaktor-Zerlegung von
n aufstellen. Fiir eine Primzahlpotenz p* ist p(p*) die Anzahl der Zahlen aus M :=
{1,2,...,p"}, die zu p* teilerfremd, d.h. nicht durch p teilbar sind. Es sind aber genau
pk/p = p*~! Elemente aus M durch p teilbar, also

_ 1
p(") =p* —p zp’“(l - —)-
p
Hat n die Primfaktor-Zerlegung n = [/_, p?j , so folgt
k; k; 1 1
on) =T o) =]1»; (1 - —) = nH(l - —),
j j bi j bi

also

o) =TT (1- 7).

pln

wobei p alle Primteiler von n durchlauft.

5.4. Summatorische Funktion. Ist f : N; — C eine zahlentheoretische Funktion, so
definiert man die summatorische Funktion F' : Ny — C von f durch

F(n):=Y_ f(d).
din
Dabei wird iiber alle positiven Teiler d von n summiert, einschliellich 1 und n.
7.B. ist

F(6) = f(1) + f(2) + [(3) + [(6).

Fiir jede Primzahl p gilt
F(p) = f(1) + f(p)-
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5.5. Satz (Summatorische Funktion der Eulerschen Phi-Funktion). Fir alle n € Ny
qilt

n= Z o(d).
din

Dies lasst sich auch so ausdriicken: Die summatorische Funktion von ¢ ist die Funktion
¢ aus Beispiel 5.2b).

Beweis. Sei M, :={1,2,...,n}. Fir einen Teiler d | n setzen wir
An(d) :={k € M, : ged(k,n) = d}.
Offenbar gilt

M, = U A, (d) (disjunkte Vereinigung),

din
@o(n) = #A,(1) und #A,(d) = #A,/a(1) = ¢(n/d), denn die
Ap(d) — Anja(l), k—n/d,

ist bijektiv. Also folgt
n=y en/d=> ¢d),
dln dln

denn durchlauft d alle Teiler von n, so durchlauft auch n/d alle Teiler von n. Damit
ist Satz 5.5 bewiesen.

5.6. Satz. Sei f : Ny — C eine multiplikative zahlentheoretische Funktion und F' :
Ny, — C ihre summatorische Funktion. Dann ist auch F multiplikativ.

Beweis. Seien my, ms € Ny teilerfremd. Dann lasst sich jeder Teiler d | mims eindeutig
zerlegen als d = dydy mit dy | my und ds | my. Damit folgt

F(mims) = Y f(d)

d|mima

= Z Z f(d1d2) = Z Z f(dl)f(dQ)
di|my da|ma2 di|my da|ma

— Z f(dy) Z f(dy) = F(my)F(my), q.ed.
di|ma da|ma

5.7. Teileranzahl und Teilersumme. Fiir eine natiirliche Zahl n € N; bezeichne
7(n) die Anzahl der positiven Teiler von n (einschliellich 1 und n). Dies ldsst sich auch
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so ausdriicken:

T(n) == Z 1.

din

Das bedeutet, dass 7 die summatorische Funktion der Funktion 1(n) = 1 fiir alle n aus
Beispiel 5.2a) ist. Da 1 multiplikativ ist, ist nach Satz 5.6 auch 7 multiplikativ.

Mit o(n) sei die Summe aller Teiler von n bezeichnet, d.h.
o(n) = Z d.
dln

Also ist o die summatorische Funktion der Funktion ¢(n) = n fiir alle n aus Beispiel
5.2b). Da ¢« multiplikativ ist, ist auch ¢ multiplikativ.

Aus der Multiplikativitét lassen sich einfach Formeln fiir 7(n) und o(n) herleiten. Eine
Primzahlpotenz p* hat genau k + 1 Teiler, namlich 1, p, ..., p*. Daraus folgt

(") =k+1

und
k k41
ky _ i_p 1
Daraus folgt fiir n = H;Zl p?j
r rophtt
7(n) = H(kﬂ +1) und o(n)= H e
j=1 J=1 pj—1

5.8. Mersennesche Primzahlen, vollkommene Zahlen

Es ist leicht zu sehen, dass eine Zahl der Gestalt M = 2™ — 1 hochstens dann prim ist,
wenn der Exponent n prim ist, denn 2% — 1 ist durch 2¥ — 1 teilbar. Die Zahlen

M, =2 —1, p prim,

heiflen Mersennesche Zahlen. Sie sind nicht alle prim. Die ersten Mersenneschen Prim-
zahlen sind

My, =2*—1=3,
My =20 —1=7,
M; = 2° —1 =31,
M; =27 —1 =127,
Ms = 2% — 1 =18191,
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M;; = 2' — 1 = 131071,
Mg = 2¥ — 1 = 524287,
My = 231 — 1 = 2147483647.

Dagegen sind

My, = 2% — 1 =2047 = 23 - 89,
Moy = 2% — 1 = 8388607 = 47 - 178481,
My = 229 — 1 = 536870911 = 233 - 1103 - 2089

zusammengesetzt.

Eine Zahl n € N; heifit vollkommen, falls o(n) = 2n. Dies ldsst sich auch so ausdriicken:
Bezeichnet

o'(n) =Y d=a(n)—n
dln

die Summe der echten Teiler von n, so ist eine vollkommene Zahl n dadurch charakte-
risiert, dass o’(n) = n. Die kleinsten vollkommenen Zahlen sind

6=2-3=1+2+3,
28 =22.7=1+2+4+7+14,
496 = 2*-31=1+2+4+8+4 16+ 31 + 62 + 124 + 248.

Die vollkommenen Zahlen hédngen eng mit den Mersenneschen Primzahlen zusammen.

Schon Euklid bewies:
Ist M, = 2P — 1 prim, so ist N := 2P~'M,, vollkommen.

Denn nach 5.7 ist ¢(2°71) = 2 — 1, und da M, prim ist, o(M,) = M, + 1 = 2F. Also
o(N)=o(2""Yo(M,) = (2P — 1)2? = 2N.

Die obigen Beispiele vollkommener Zahlen entsprechen den Mersenneschen Primzahlen
My, = 3, M3 = 7 und M5 = 31. Zumindest alle geraden vollkommenen Zahlen lassen
sich nach dem folgenden Satz von Euler so aus Mersenneschen Primzahlen gewinnen.
Ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt, ist unbekannt.

5.9. Satz (Euler). Eine gerade Zahl N > 1 ist genau dann vollkommen, wenn sich N
schretben lisst als

N :=2r71(2P 1),
wobet M, = 2P — 1 eine Mersennesche Primzahl ist.

Beweis. Wir brauchen nur noch die Notwendigkeit der Bedingung zu zeigen.
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Sei also N eine gerade vollkommene Zahl. Sie ldsst sich scheiben als N = 2¥M mit
einer ungeraden Zahl M und v > 1. Wegen o(N) = o(2")o(M) = 2N gilt

(%) (2T — D)o (M) = 2" M,

also 271 | o(M), d.h. o(M) = 2"*1m mit einer ganzen Zahl m > 1. Setzt man dies in
(%) ein, erhélt man M = (2" — 1)m = 2""'m — m und

o(M) =2""m = M +m.

Da M und m Teiler von M sind, folgt dass M und m die einzigen Teiler von M
sind. Daher gilt m = 1 und M = 2“*! — 1 ist eine Primzahl, also eine Mersennesche
Primzahl, insbesondere ist v + 1 =: p prim. Also hat N = 2¥(2""! — 1) = 2r=1(2P — 1)
die behauptete Form.

5.10. Die Mobius-Funktion

Eine Zahl n € N; heifit quadratfrei, wenn n von keiner Quadratzahl > 1 geteilt wird,
d.h. wenn es keine Primzahl p mit p? | n gibt. Die M6bius-Funktion p : Ny — Z wird
nun definiert durch

(n) == 0, falls n nicht quadratfrei,
pn) == (—=1)", falls n quadratfrei und r verschiedene Primteiler hat.

Fiir n < 14 ergeben sich folgende Werte

n 1] 2|34 5 |6] 7 [8]9]10]11
pn) 1] -1]-1]0|-1|1]-1]0]0] 1]-1

[a—
[\]
—_
w
—_
=~

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass p multiplikativ ist.

5.11. Satz (Summatorische Funktion der Mobius-Funktion).

1 firn=1,
ZM(”) - {O sgflsrtb.

din

Dies lésst sich auch so ausdriicken: Die summatorische Funktion von p ist die Funktion
51 . Nl — 7 mit

o _J1 firn=1,
01(n) = O = {O sonst.

Beweis. Wir setzen S(n) := 3, u(n). Es ist also zu zeigen, dass die Funktionen S
und 07 libereinstimmen. ¢§; ist offensichtlich multiplikativ, ebenso S als summatorische
Funktion der multiplikativen Funktion p. Daher geniigt es,

S(p*) = 6,(p") fiir Primzahlpotenzen p*
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zu beweisen. Der Fall £ = 0 ist trivial. Fur k > 1 ist

k
S =D ) = p(1) +ulp) =1-1=0=050", qed

=0
Eine interessante Anwendung der Mobiusschen p-Funktion wird durch folgenden Satz
gegeben.

5.12. Satz (Mobiusscher Umkehrsatz). Sei f: Ny — C eine zahlentheoretische Funk-
tion und

F(n):=Y_ f(d)
dln

thre summatorische Funktion. Dann gilt fiir alle n € Ny

) =Y u@F (%) =3 u(Z)Fla).

dln din

Beweis. Dass die beiden Summen in der letzten Formel gleich sind, folgt wieder aus
der Tatsache, dass wenn d alle Teiler von n durchlduft, auch n/d alle Teiler von n
durchlduft. Wir berechnen nun die Summe

S udF(5) = Youd) 3 0 =Y u(df©)
) N

dn dn ¢(n/d dé\n
- Zf@) Z u(d) = Zf(@@(%) = f(n), qed.
£n dl(n/0) ln

Beispiele. a) Die Teileranzahl-Funktion 7(n) = -, 1 ist summatorische Funktion der
konstanten Funktion 1(n) = 1. Also gilt

Z ,u(g)T(d) =1

din

b) Die Teilersummen-Funktion o(n) = >_,, d ist summatorische Funktion der Funktion
t(n) = n. Daraus folgt

Z ,u(%)a(d) =n.

din

c¢) Fiir die Eulersche Phi-Funktion haben wir in Satz 5.5 bewiesen

n= Z o(d).
dln
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Daraus folgt

p(n) = > uld)=.
din

Dies lasst sich so umformen:
p(n) = pld)
n ; d

Vergleich mit der in 5.5 bewiesenen Formel ¢(n) =n]],,(1 —1/p) ergibt
1 1(d)
[e-)=>"
pln dln

wobei auf der linken Seite das Produkt iiber alle Primteiler von n zu nehmen ist,
wahrend auf der rechten Seite iiber alle Teiler von n summiert wird.

5.13. Dirichlet-Faltung. Sind f, g : N; — C zwei zahlentheoretische Funktionen, so
definiert man ihre Dirichlet-Faltung f % g : N; — C durch

(frg)m) =D F(@Dg(5) = D F(5)atd) = D F(k)g(0).
dn e 2

Beispiele. Ist f : Ny — C eine zahlentheoretische Funktion, so kann man ihre summa-
torische Funktion

F(n) =) f(d)

dn

als Faltung von f mit der konstanten Funktion 1(n) = 1 fiir alle n € N; auffassen,
F=fx1.

Insbesondere ergibt sich fiir die Teileranzahl-Funktion 7(n) =" dn 1 die Darstellung
T=1x1.

Die Formel des Mobiusschen Umkehrsatzes

) =Y w(dF(5)

din

ldasst sich mit der Dirichlet-Faltung einfach schreiben als

f=uxF.

2.8



O. Forster: Primzahlen

5.14. Satz. Die Dirichlet-Faltung ist eine kommutative und assoziative Verkniipfung
auf der Menge aller zahlentheoretischen Funktionen f : Ny — C. Die Funktion 0y :
N1 — (C,

0 sonst.

ist ein Eins-Element fiir die Dirichlet-Faltung.

Beweis. a) Die Kommutativitit f x g = g * f ist klar.

b) Zur Assoziativitéit: Seien f, g, h : Ny — C drei zahlentheoretische Funktionen. Dann
ist

(fxg)xh)(n) = > (f*g)(k) ZZf

kl=n Ic[ n 1] k

Andrerseits gilt

(f* (gxh)(n) = ((g=h)* fn) = Y g(Dh()f ()

c¢) Einselement:
(61 f)(n 251 £(5) = ams(3) = Fo.

d.h. 9, *x f = f. Damit ist Satz 5.14 bewiesen.

Anwendung. Mit der Dirichlet-Faltung erhalten wir einen neuen Beweis des Mo6bius-
schen Umkehrsatzes: Sei f eine zahlentheoretische Funktion mit summatorischer Funk-
tion F' = f« 1. Multiplizieren wir diese Gleichung (bzgl. der Dirichlet-Faltung) mit der
Mébius-Funktion g, erhalten wir wegen p 1 = §; (Satz 5.11)

Fxp=(f«Dxp=Ffx1xp) =fxdh=1F1
d.h. den Umkehrsatz f = F * pu.

Aus f = F % pu ldasst sich umgekehrt durch Multiplikation mit der Funktion 1 wieder
F = f %1 herleiten.
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5.15. Dirichlet-Reihen. Jeder zahlentheoretischen Funktion a : N; — C kann eine
sog. Dirichlet-Reihe

F(s):==Y_ aln)

ns

n=1

zugeordnet werden. Dies ist zunédchst nur eine formale Reihe. Falls aber die Koeffizien-
ten a(n) einer Abschétzung der Form

la(n)| < Cn® fiir alle n € Ny

mit Konstanten C' € R, o € R, geniigen, konvergiert die Reihe F'(s) absolut fiir alle
reellen s > 0p := a+ 1, denn mit € := s — 09 > 0 gilt

a(n) n® C
‘ ns S CE T it
d bek lich ki ] die Reih L
un ekanntlich konvergiert die Reihe Zl e

Ein dhnliches Argument zeigt, dass die Reihe sogar fiir jedes o7 > ¢ auf dem Intervall
[01, 00][C R gleichméBig konvergiert, also eine auf dem Intervall |og, oo stetige Funktion
darstellt.

Beispiel. Fiir die konstante Funktion u(n) = 1 entsteht die Zetafunktion

)=y

ns’
n=1

Die Reihe konvergiert fiir alle s > 1.

Bemerkung. In der analytischen Zahlentheorie betrachtet man die Zetafunktion auch
fiir komplexe Argumente s. In dieser Vorlesung beschrinken wir uns jedoch auf reelle
Argumente.

5.16. Dirichlet-Reihen und Dirichlet-Faltung. Seien a,b : N; — C zwei zahlen-
theoretische Funktionen und

F(s) = Z a(n)’ G(s) = Z bf;l)

ns
n=1

ihre zugeordneten Dirichlet-Reihen. Wir setzen voraus, dass beide Reihen fiir s > oy
absolut konvergieren. Wegen der absoluten Konvergenz darf man beide Reihen glied-
weise multiplizieren.

o0

F(s)G(s) = 3 @ 3 @ -y % =SS atms)) -
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Es folgt also
F(s)G(s) =) %ﬂ

Das Produkt der a und b zugeordneten Dirichlet-Reihen gehort also zum Faltungs-
Produkt von a und b.

Beispiele. a) Wir haben gesehen, dass sich die Teileranzahl-Funktion 7 als Faltung der
konstanten Funktion 1 mit sich selbst schreiben lédsst, 7 = 1 x 1. Daraus folgt

fiir s > 1.

b) Aus der Gleichung 1 % pu = ¢; folgt

(o) (o) = )y

ns ns
n n

also

! —Ooﬂ(n) ur s
@_Z e fiir s > 1.

n=1
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