O. Forster: Primzahlen

2. Verteilung der Primzahlen. Bertrands Postulat

2.1. Satz (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu jeder endlichen Menge py,po,...,p, von Primzahlen
immer noch eine weitere Primzahl ¢ gibt, die von allen p;, (1 < j < n), verschieden
ist. Dazu betrachten wir die Zahl

Q:=pp2--..pnt 1

Dann ist () entweder selbst eine Primzahl oder besitzt einen Primfaktor ¢ | Q. Dieser
ist von allen p; verschieden, da p; { @ fiir alle j.

2.2. Anzahl der Primzahlen. Fiir eine reelle Zahl > 0 bezeichnen wir mit 7(z)
die Anzahl aller Primzahlen p < x. Z.B. ist 7(1) = 0, 7(v/5) = 1, 7(10) = 4. Einige
groflere Werte sind

7(100) = 25, 7w(1000) = 168, (10%) = 79498.
Nach Satz 2.1 gilt jedenfalls

lim 7(z) = oo.

Tr—00

Bereits Gaufl hat eine Vermutung iiber das asymptotische Verhalten der Funktion 7(x)
ausgesprochen, namlich

T

m(e) ~ logx

Dabei bedeutet das Zeichen ~ asymptotisch gleich, d.h. der Quotient der rechten und
linken Seite konvergiert fiir + — oo gegen 1 . Diese Vermutung wurde 1896 unabhéngig
von Hadamard und de la Vallée Poussin bewiesen. In dieser Vorlesung werden wir nur
eine abgeschwéchte Form des Primzahlsatzes beweisen, namlich

< m(z) <

T

fir x > xg

“ log x “ log x

mit gewissen Konstanten 0 < ¢; < 1 < ¢3. Solche Abschétzungen wurden zuerst von
Tschebyscheff um 1850 bewiesen.

Wir benotigen einige Vorbereitungen.

2.3. Lemma (Legendre). Fiir jede natiirliche Zahl n und jede Primzahl p gilt

ord,(n)) = 3" L%J .

E>1

Bemerkung. Die Summe ist natiirlich endlich, denn |n/p*] = 0 fiir p* > n.
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2. Verteilung der Primzahlen. Bertrands Postulat

Beweis. Die Anzahl der Zahlen aus {1,2,...,n}, die durch p teibar sind, ist gleich
|n/p]. Davon sind |n/p?| sogar durch p* teilbar, |n/p?| durch p?, usw. Daraus folgt
die Behauptung.

2
2.4. Lemma. Sein > 1 eine natirliche Zahl. Fiir den Binomial-Koeffizienten ( n)
n

gelten die folgenden Aussagen:

2 2
a) 2 ’ ( n) und p ’ ( n) fiir alle Primzahlen p mit n < p < 2n.
n n
2
b) Ist p > 3 eine Primzahl mit 2n/3 < p < n, so folgt p1 ( n) )
n

2
c) Falls p" ( n) fiir eine Primzahlpotenz p”, so folgt p" < 2n .
n
2n—1
) 2 < (2n> < 921,
n n

Beweis. a) Es gilt
2n 2n —1 2n — 1 2n — 1 2n
G =o)L ) =20020) = 2[()
n n—1 n n—1 n

und

(Qn)IQn-(Qn—l)-...-(n+1)
n 1-2-...-n

Eine Primzahl n < p < 2n im Zahler kann sich deshalb nicht wegkiirzen.

b) Da p? > 2n gilt nach Lemma 2.3

o () =t (58) -] 22
dh.pt(?).

¢) In der Formel

() -2 -2 [5)

k>1

ist jeder Summand entweder 0 oder 1, denn fiir jede reelle Zahl z gilt |2z] — 2|x] €
{0,1}. Da |2n/p*] = 0 fiir

log 2
P ngﬂ

folgt ordp(Q:) < 1p, also p” < p'r < 2n.

2.2



O. Forster: Primzahlen

d) Aus (1 + 1)1 =221 folgt mit dem binomischen Lehrsatz

2n—1 2n — 1 2n — 1 2n — 1
(%) 1+< >+...+< >+< >+...+( )+1:22"—1
1 n—1 n 2n — 2

Daraus folgt einerseits

(271) _ <2n— 1) n (Qn— 1) < 921
n n—1 n
2n—1

1 ) = (2"7:1) die grofiten der 2n Summanden der linken Seite

und andrerseits, da (
von (%) sind,

2n — 1 2n — 1 92n—1
o) =" )25
n—1 n 2n

also

m 22n—1
()2
n n
2.5. Satz. Fiir allen > 3 gilt

" <rm)y<2 L

N | —

logn logn’

Beweis
A. Abschitzung nach oben

Wir bezeichnen mit

P(m,2m) H P

m<p<2m

das Produkt aller Primzahlen p mit m < p < 2m. Da die Anzahl der Faktoren gleich
7(2m) — w(m) ist, folgt

P(m,2m) > mrem-rim),

Nach Lemma 2.4 gilt fiir m > 2

2
2P(m, 2m) < ( m) < 22m-1
m

also folgt

m7r(2m)77r(m) < 22m72 :
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und nach Logarithmieren

(2m — 2)log 2
logm '

(1)

7w(2m) —m(m) <

Wir beweisen jetzt die Abschidtzung nach oben durch Induktion nach n. Durch direktes
Nachpriifen {iberzeugt man sich, dass die Abschitzung fiir 3 < n < 27 = 128 richtig
ist.

Induktionsschritt. Sei zuniichst n = 2m — 1 > 27 ungerade. Es gilt m(2m — 1) = 7(2m).
Aus (1) folgt unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung fiir 7(m)

(2m — 2)log 2
logm
o 2m + (2m — 2) log 2
logm
~ 2m(1 +1log2) —2log?2
B logm
2m —1
log(2m — 1)

m(2m—1) < w(m) +

|
<2

!
Die Abschétzung an der Stelle < ist dquivalent mit

logm

und dies wiederum ist gleichbedeutend mit

log 2 1 1
o2 B2 ¢ (o Ly, lsm
m m/ log(2m —1)

Diese Ungleichung folgt aber aus

ez (- 1) - - 1) - ) >

Die Giiltigkeit von (2) folgt fiir 2m > 27 daraus, dass

(2—2—16)(1—1012%) - (2—61—4)(1—%) — 1.7008928. ..

und 1+ log?2 = 1.693147 .. . .

Fiir gerade n = 2m folgt die Abschétzung nach oben aus

2m — 1 2m

)<2.7

om) = m(2m —1) <2 — = ,
7(2m) = n(2m —1) log(2m — 1 log(2m)

denn die Funktion z — z/logx ist streng monoton wachsend.
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B. Abschitzung nach unten

Nach Lemma 2.4 ¢) gilt

2
( m) = H P mit pr < 2m,
m

p<2m

also

(2m> < (Qm)n(Zm).
m

Daraus folgt
2m
(2m)w(2m) > 2
2m

und durch Logarithmieren

2m log 2 2 log 2
w(2m) > cmoss m (log2 — 0§ m).
m

log 2m - log 2m
Fir 2m > 16 ist

log 16
16

Y

DO | =

) > (log 2 — ) — 0.519860. .. >

Damit ist die Abschétzung nach unten fiir gerade n > 16 bewiesen, fiir 16 > n > 3
priift man sie direkt nach.

Fiir ungerade n = 2m — 1 folgt die Abschéitzung aus

1 2 1 2m — 1
m(2m—1)=7(2m) > = - m (2m = 1)
2 log2m

” 3 log2m — 1)

2.6. Satz. Fiir jede ganze Zahln > 1 gqilt

Hp<4".

p<n
Dabei ist das Produkt tiber alle Primzahlen p < n zu nehmen.

Beweis. Sei P(n) := [],, p. Es ist also zu zeigen, dass P(n) < 4" fiir alle n > 1. Dies
beweisen wir durch Induktion nach n.

Die Behauptung ist offensichtlich wahr fiir n =1, 2.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass n > 3 und P(k) < 4F fiir alle k < n und
schlieBen daraus P(n) < 4". Dies ist trivial, falls n gerade, denn P(2m) = P(2m — 1).
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Sei also n ungerade, n = 2m — 1. Nach Lemma 2.4a) und 2.4d) gilt

(T )G = I srer

m<p<2m—1 m<p<2m—1

Da nach Induktionsvoraussetzung P(m) < 4™, folgt

P@2m—1)=Pm) [[ p < 4™ 4" =4 qed

m<p<2m—1

2.7. Satz (Bertrandsches Postulat). Zu jeder natiirlichen Zahln > 1 gibt es wenigstens
ewne Primzahl p mit n < p < 2n.

Beweis. Wir benutzen die Primfaktor-Zerlegung von

N = <2n>
n
Ist n > 3, so kommen nach Lemma 2.4a) und 2.4b) in N nur Primfaktoren p mit

p < 2n/3 und n < p < 2n vor. Nach 2.4c) ist die Vielfachheit jedes Primfaktors p | N
mit p > v/2n gleich 1. Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

P2n/3):= [[ ». P.2n)= [ »

p<2n/3 n<p<2n

H pordp (N)-1

PEV2n

und

Damit gilt

(2:) <Q-P(2n/3)- P(n,2n)

Um @ abzuschitzen, beachten wir, dass nach 2.4c)

pordp(N) <2n — pordp(N)fl

N

n.

Die Anzahl der Primzahlen p < v/2n ist < v2n — 1, also

Nach Lemma 2.6 ist P(2n/3) < 4*"/3 = 2%"/3_ Mit Lemma 2.4d) zusammen ergibt sich

221171 2
< ( n) < pY2rolgin/3 P(n,2n),
n n
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woraus folgt

92n/3-1

Der Zahler wéchst fiir n — oo schneller gegen oo, als der Nenner; daher gibt es ein ng
mit P(n,2n) > 1 fiir n > ng. Man kann ng = 2 = 512 wihlen, denn fiir n = 2% ist

22n/3—1

2n 2
1 C--):(——Jy,z—le :(
Og n\/% 3 Og n Og n

a+1

3

—-1- 2(a+1)/2a> log 2.
Dies ist positiv fiir a > 9. Also gilt P(n,2n) > 1 fiir n > 512, d.h. das Bertrandsche

Postulat ist richtig fiir n > 512. Fiir kleinere n gilt es ebenfalls, wie die Reihe der
Primzahlen

2,3,5,7,13,23,41, 71,139, 263, 521

zeigt, von denen jede kleiner als das Doppelte der vorhergehenden ist.
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