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Elliptische Funktionen und Elliptische Kurven

Blatt 11, Losungen

Aufgabe 41
Sei 7 := % und A := Z + Z7. Man berechne den Endomorphismenring End(C/A) und
zeige, dass er nicht die Maximalordnung in seinem Quotientenkorper ist.
Loésungsvorschlag
T erzeugt den imaginér-quadratischen Zahlkorper K = Q(%) = Q(iv2). Da —2 = 2 mod
4, ist nach Vorlesung die Maximalordnung von K gleich

R:=7+Z V2.

Der Endomorphismenring ist jedenfalls ein Unterring von R. Wir untersuchen also, welche
Elemente

§:n—|—im\/§€ R, n,meZ,
zu End(C/A) gehoren. € € End(C/A) ist gleichbedeutend mit £ -1 € A und ¢ - % € A,

d.h. es miissen ganze Zahlen ny, my, no, mo exitieren, so dass

§~1:n+im\/§:n1+m1-¥,

CiE o i3 2 L iv2
§-2= =n"E —me g =ny+my - .
Durch Trennung von Real- und Imaginérteil kommt man auf ein System von 4 Gleichungen
m
n = ng, m = =,
n = may, —2m —p

3

Dies besitzt genau dann ganzzahlige Losungen ny, my, ng, my € Z, wenn m durch 3 teilbar
ist. Also gilt

End(C/A)=Z+Z-3ivV2 & R.

Aufgabe 42

Welche der folgenden Gitter besitzen komplexe Multiplikation?
AN =7 -(14+20)+Z-(3+4),
Ay =7 -(142)+7Z- (3+iV2),
A3 =7Z-(14+2i)+7Z-V3+ 4.



Losungsvorschlag

Vorbemerkung. Sind A und A’ zwei dquivalente Gitter, d.h. A’ = A- A mit einer Konstanten
A € C*, so besitzt A genau dann komplexe Multiplikation, wenn das fiir A’ der Fall ist.

Ein Gitter A = Zw +Zwy ist zu A’ := Z+Z*%* dquivalent. Das Gitter Z+Zr, (1 € C\ R),
besitzt genau dann komplexe Multiplikation, wenn 7 eine quadratische Irrationalzahl ist,
oder was dasselbe ist, wenn der Korper Q(7) eine Korper-Erweiterung von Q vom Grad 2

ist, d.h. dimg Q(7) = 2.
Nun zur Untersuchung der gegebenen Gitter.
1) Ay ist dquivalent zu A = Z + Z7; mit

3+4 1 1
= = = 41)(1 — 22) = —(11 — 22).
= S = (3 4i)(1 - 20) = =(11 - 20)

Offensichtlich ist Q(71) = Q(¢), was ein imaginér-quadratischer Zahlkorper ist. Also besitzt
A1 komplexe Multiplikation.

2) A, ist dquivalent zu A, = Z + Z1e mit

Ty = ii“f = %(3 +iv2)(1 — 2i) = %(3 +2V2 — 6i +iV/2).

Es gilt Q(72) = Q(&) mit & = 2v/2 — 6i + /2.
Behauptung. Q(§) ist kein quadratischer Zahlkorper.

Zum Beweis zeigen wir, dass £ keiner quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten
geniigt. Dazu berechnen wir

€ = (2V2 — 6i +iv2)? =8 — 36 — 2 — 24i/2 + 8i + 12V/2
= (=30 + 12v2) +i(8 — 24V/2).

Falls ¢ einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten geniigte, wire £2 ratio-
nale Linearkombination von ¢ und 1, d.h. €2 = ¢,€ + ¢p mit ¢y, ¢; € Q. Trennung in Real-
und Imaginérteil ergibt:

—30 + 12v2 = ¢; - 2V2 + ¢,
8 —24V2 = ¢; - (=6 +V2).

Da 1 und /2 iiber Q linear unbhingig sind, folgt aus der ersten Gleichung
co=-30 und c¢; =6.
Setzt man ¢; = 6 ind die zweite Gleichung ein, erhélt man einen Widerspruch, da
8 —24V2 # 6-(—6+V2).
Daher ist Q(&) kein quadratischer Zahlkorper, also hat Ay keine komplexe Multiplikation.

3) Zur Berechnung der Quadratwurzel aus 3 + 4i machen wir den Ansatz

(z +iy)? = 2° — y* + 2wy = 3 + 44, x,y € R.



Dies wird gelost durch x = 2, y = 1. Es gilt also
AN =Z-(14+20)+Z-(2+1).
Dass dieses Gitter komplexe Multiplikation besitzt, zeigt man wie fiir A;.

Aufgabe 43

Sei A C C ein Gitter und A; C A ein Untergitter.
Man zeige: Es gibt eine ganze Zahl n > 0, so dass nA C A;.

Losungsvorschlag

Sei A = Zw, + Zw, und Ay = Zwj + Zwh. Da Ay C A, gibt es eine Matrix A = (¢ °) €
M (2 x 2,Z) mit det A # 0, so dass

(5)=4():

d —b
Sei A% 1= <—c " ) Damit gilt A% A = (det A) - By, (E, zweireihige Einheits-Matrix). Es
folgt
/
# Wi _ # w1 _ w1
A (wé) A A(w2> detA(CUQ>.

Daraus folgt
nA C Ay mit n :=|det A| € Z ~ {0}, q.e.d.

Aufgabe 44
Seien A, A1, Ay C C drei Gitter mit

A C A CAs.
Man beweise: Besitzt A komplexe Multiplikation, so auch A; und As,.

Loésungsvorschlag

1) Nach Aufgabe 43 gibt es eine ganze Zahl n # 0 mit nA C A;. Da A komplexe Multipli-
kation besitzt, gibt es ein @ € C \ R mit aA C A. Insbesondere gilt

aNi CA = nal; CnA C Ay,

also ist na ein kompexer Multiplikator fiir das Gitter A;.

2) Nach Aufgabe 43 gibt es eine ganze Zahl m # 0 mit mA,; C A Da A komplexe Multipli-
kation besitzt, gibt es ein @ € C \ R mit

aNACACAy, = amlAy Cal CA,,

also ist ma ein kompexer Multiplikator fiir das Gitter As.




